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On sait que les tangentes asymptotiques des- deux modes d’une 

surface se correspondent dans une transformation de Laplace de 
Pespace réglé !). Les quadriques de Tzitzeica relatives à la suite de 
Laplace ainsi déterminée fournissent de nouveaux éléments de la 

théorie des surfaces, comme nous allons le voir. Malheureusement, 
il est malaisé de trouver une définition simple de ces éléments sans 

sortir de l’espace à trois dimensions contenant la surface. 
1. Soit, dans l'espace ordinaire S,, une surface (z), non réglée, 

n'appartenant pas à un complexe linéaire, rapportée à ses asympto- 

tiques u, v. Les coordonnées projectives homogènes d'un point x 
de cette surface satisfont à un système complètement intégrable 
d’équations aux dérivées partielles que l’on peut mettre sous la 

forme (Wilezynñski) 

29 4 9hx L ex =0, 

2% 4 2az'% 4 2 =0, 

ù Ton éerit æ* sv où l’on éerit pour s 

1) Bompiani, Sull’ equazione di Laplace (Rend. Circolo matem, di Palermo, 
1912, t. XXXIV, pp. 888—407), Taitacica, Géométrie différentielle projective des 
réseaux, (Parie, 1924). Voir également les notes sur In géométrie projective diffé- 
rentielle que nous avons publiées depuis 1927 dans les Bulletins de l’Académie 
royale de Belgique. 
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A un point æ non parabolique de la surface, attachons le 
tétraèdre xx" 2°! 711 Les coordonnées d’un point quelconque de 
l’espace peuvent s’écrire sous la forme 

#%F 2901 4 25001 L 2,1t 

et nous dirons que les z sont les coordonnées locales de ce point. 
Désignons par Q l’hyperquadrique d’un espace linéaire S 

représentant les droites de S,. Soient U, V les points images des 
tangentes asymptotiques z2', wa°!. Les coordonnées de ces points 
satisfont aux équations 

UYH26V=0, V!4 2U=0 

et les surfaces (U), (V) sont les transformées de Laplace l’une de 
l'autre. 

Désignons par U,, U,,.. les transformés successifs de Laplace 
du point U dans le sens des », par V,, V,,... ceux de F dans le 
sens des #. Nous avons 

U, =U" — U(log.b)0}, U,=U"— U, (log - bh)e,,…. 

moyennant 

h, = — (log - b)11 4 4ab,...; 

V,=V#e— V(log.a)je, V,=VP—V, (log « ak)to,…. 

moyennant ‘ 

ky = — (log - @)1 + 4ab, 

2. Tout point de l’espace S, a des coordonnées de la forme 

BLU HEU HEU H a7+ m V1 + m Va 
les & et les m étant les coordonnées locales de ce point. 

Considérons la quadrique 

® En—hém=0 &=0, m =0 
Elle appartient à l'espace U, UVV,, qui coupe Q suivant 

deux plans: 
1) Le plan déterminé par la droite UV et le point U,—V, 

qui représente les droites du plan tangent à la surface () au point z. 
2) Le plan déterminé par la droite UV et le point U,+F, 

qui représente la gerbe de droites de sommet x. 
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La quadrique (1) coupe le premier de ces plans suivant une 

conique dont les points représentent, dans le plan tangent en æ à la 
surface (x), les tangentes à la conique d’équation tangentielle 

@ (28, — & (log - @) )[28, — 6 (log - 5)"] — 281 =0 

et d’équation ponctuelle 

[22, + 2, (log « @)"° + æ (log - )2 — 422 2, =0. 

Cette conique touche donc les tangentes asymptotiques æx", æa” 
aux points où elles sont rencontrées par la seconde directrice de 

Wilezyñski. 
La conique (2) et la quadrique de Lie attache au point æ et 

dont l’équation tangentielle est 

Bu Es — Ga G — Babti=0 

ont en commun les faisceaux de plans dont les axes sont les tan- 

gentes asymptotiques, et un cône dont le somimet a pour coordonnées 

(log - a)"° (log » b)* — 8ab — 4, — 2(log - b)", — 2 (log - a)®, 4. 

Ce point appartient à la première directrice de Wilezyñski 

% % 2 
(log- 5"~ {log-a)® —S 

La quadrique (1) coupe le plan déterminé par les points U, 

V, U;+V, suivant une conique dont les points représentent les 

génératrices du cône 

@ [225 + 2, (log B)"] [22, + 2, (log @] — 223 = 0. 

Ce cône touche, le long des tangentes asymptotiques æx", æa", 

les plans passant par la première directrice de Wilezyñski, Il 
coupe le quadrique de Lie 

24 %, — 22+ 2abz4=0 

suivant les droites 22", wa"! et suivant une conique située dans le plan 

(4) 42, +22,(10g-a)°+22,(log-8)"+2,[(1og-a)"(log-5)"+8ab — 2]=0. 

3. Les quadriques de Tzitzeica relatives au tétraèdre U,UVV, 

sont les quadriques (1) osculant l’une la courbe u tracée sur la 

surface (U,) au point U,, l’autre la courbe v tracée sur la surface ( V,) 
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au point ¥, 1). Ces quadriques ont pour équations 

En—BhEm=0 . _ _ 
En—Bh£m=0 &=n=0 

I leur correspond d’une part les deux plans 7,, 1, 

(t) 4 +22,(loga)}"+ 22, (logb)"+[(oga)*(1ogb)"4-8ab—3h,]2,=0, 
() 424 25,(loga)"+22,(10gb)" 4 [(log a)"(logb)"4-8ab — 3/,]2,—0. 
et d’autre par les deux points T,, 7, 

(T,) (loga)" (log6)* — 3h — 8ab, — 2(logb)", — 2(loga)", 4, 
(7)) (loga)* (ogb)" — 8k, — Bab, — 2(logh)", — 2(loga)®, 4. 

Les plans 7, 7, sont les plans polaires des points 7}, 7, par 
rapport à la quadrique de Lie. 

Tl est évident que la condition nécessaire et suffisante pour 
que la surface (æ) soit isothermo-asymptotique est que les plans 7, 7 
coïncident, 

4. La considération des quadriques de Tzitzeica relatives aux 
tétraèdres VUU,U, et UVV,V, conduit à des surfaces réglées du 
troisième ordre et à une nouvelle droite, d’équations 

% m —# — 
Dogbéh,} 7 foga k — —2 

*) Pour la définition de ces qurdriques, voir deux notes de M. Tzitzeica 
parues dans les Comptes rendus, 1926, t. 182, 

Liége, Université, b octobre 1931,


