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Ce que lon appelle communément aujourd’hui Géoméirie
algébrique n’est pas, comme on pourrait le croire a priori, Pensemble
des propriétés géométriques susceptibles de s’exprimer par des
relations algébriques, mais bien celui des propriétés des variétés
algébriques (courbes, surfaces...), qui ne sont pas altérées par des
transformations birationnelles de ces variétés, c’est-a-dire par des
transformations biunivoques s’exprimant au moyen de fonctions
algébriques. Le terme est peut-étre mal choisi, puisqu’il peut préter
3 ambiguité et Pexpression « géométrie sur une variété algébrique »,
parfois utilisée, conviendrait mieux. Quoi qu’il en soit, la géométrie.
algébrique, entendue dans le sens que nous venons de rappeler, est
de création relativement récente et sous 'impulsion de deux Maitres
éminents : Guido CasTELNUOVO et Federigo ENrIques, elle a pris un
grand essor. Cest Pceuvre de ces deux géométres que nous voudrions,
a grands traits, évoquer ici.

Jetons tout d’abord un regard en arridre. La premiére moiti¢
du x1x° siecle fut Page d’or de la Géométrie projective. Les premiers
éléments de cette géométrie furent jetés au début du xvir® siecle par
DEesarcUEs et Pascar, mais c’est PoNcELET qui, par la publication.
de son Traité des propriétés projectives des figures (1822), I'érigea
en corps de doctrine. Apres lui, Michel CHASLES, DE JONQUIERES,
SrEiNEr, Moesrus, CREMONA..., y apportérent des contributions
importantes et vox Staupr chercha, sans y réussir complétement,
i débarrasser son exposition de toute notion métrique. CrEmowa,
que nous venons de citer, clot en quelque sorte cette brillante période
de la_géométrie projective, que I'on pourrait appeler la période des
transformations linéaires, pour ouvrir celle des transformations
birationnelles. De 1864 a 1870, ce géométre créa, en effet, la théorie
des transformations birationnelles, transformations biunivoques qui
conservent le caractére algébrique des figures. Seules, avant lui,
quelques transformations de cette sorte étaient connues : les trans-
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formations quadratiques, dont Iinversion est un cas particulier,
et les transformations isologiques de pE JoNquiiirEs, auxquelles ce
nom est resté attaché,

La théorie des transformations birationnelles allait ouvrir une
voie nouvelle a la géométrie ct il convient de mentionner ici un
mémoire de BErTINI qui fut, dans cet ordre d’idées, un précurseur.
Imaginons une infinité de eouples de points dans un plan tels qu’un
point du plan appartienne en général a un seul couple ; c’est ce que
Pon appelle une involution plane du second ordre. Il s’agissait de
classer ces involutions. Eh bien, BerTini (1877) ecut cette idée
féconde de montrer qu’une involution de cette nature peut se
ramener, par une transformation birationnelle, 4 une involution de
Pun de quatre types bien définis, dont il détermine les caractéres
projectifs. On peut dire que le mémoire de BErTINT marque la nais-
sance de la Géométrie algébrique italienne, aujourd’hui si riche de
résultats. ;

En géométrie algébrique, les étres géométriques (courbes, sur-
faces algébriques, systémes linéaires de courbes planes, etc.) se
répartissent en classes, deux étres, appartenant 4 une méme classe
8’il est possible de passer de 'un & P’autre par une transformation
‘birationnelle.

Deux problémes se posent
a) Déterminer les caractéres distinctifs de chaque classe, c’est-
a-dire des caractéres qui sont invariants pour les transfor-
mations birationnelles.
b) Déterminer, dans chaque classe, un étre qui satisfait i certaines
conditions, en général de caractére projectif, qui serve en quel-
que sorte de « modeéle » de la classe.

Ainsi, dans le probleme étudié par BrrTiNi, les involutions
planes du second ordre se répartissent en quatre classes dont
chacune est déterminée par un « modele projectif » bien défini.

En fait, en ce qui concerne les courbes algébriques, on peut
faire remonter la répartition en classes au célébre mémoire de
Riemany de 1857. D’autre part, BrirL et NoETHER avaient utilisé
ce concept dans leur mémoire classique sur les courbes algébriques

~

de 1878 ; nous aurons i revenir sur ce mémoire.

Venons-en a I’ceuvre de CastELNUOvVO et d’ENrIQUES.

Guido CasTELNUOVO naquit & Venise en 1865 et fut recu Doc-
teur en Sciences Mathématiques par 1'Université de Padoue, en

1886. Dans cette Université, il eut pour Maitre G. VERONESE qui,
avec E. p’Ovipro, devait montrer en Italie I'intérét de la géométrie

N L
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hyperspatiale. Une des premiéres recherches de CasTeELNUOVO a trait
aux involutions rationnelles, c’est-d-dire aux groupes de m points
d’une droite tels que r points de la droite appartiennent en général
a un seul groupe. CasTELNUOVO eut I’heureuse idée de considérer ces
involutions sur une courbe rationnelle d’un espace projectif &
n dimensions (*) ; I’exposé de la théorie y gagne singuliérement en
clarté et bien des propriétés deviennent en quelque sorte intuitives.
De 1887 & 1891, Casreryuovo fut lassistant de E. p’Ovipio &
Turin. Dans cette ville, il devait rencontrer Corrado SrerE, son
ainé de quelques années, qui commengait alors sa brillante carriére.
Secre, devinant ’appoint que les méthodes erémoniennes pouvaient
apporter au développement de la théorie des courbes et des surfaces
algébriques, s’effor¢ait de faire ccnnaitre en Italie les travaux de
RiEMANN, BrirL et NoeTHER. Du séjour de CasTernuvovo a Turin
date la nouvelle méthode d’exposition de la géométrie sur une courbe
algébrique que I’on a appelée la « méthode hyperspatiale ». Dans
leur mémoire sur les courbes algébriques, BriLL et NoETHER avaient
considéré les séries linéaires de groupes de points appartenant & une
courbe plane. Une série linéaire d’ordre n et de dimension r, sur une
courbe de genre p, est un ensemble de groupes de » points tels que
T points appartiennent en général & un seul groupe. Lorsque la
courbe est rationnelle (p==0), la série linéaire devient une involu-
‘tion. Se souvenant de la simplicité introduite dans 1’étude de ces
derniéres lorsqu’elles sont considérées sur une courbe hyperspatiale,
CasTELNUOVO considére également les séries linéaires sur une courbe
de genre p hyperspatiale. Le support de la série importe peu, car
si deux courbes appartiennent & la méme classe, c’est-a-dire si 1’on
peut passer de 'une & Pautre par une transformation birationnelle
(ne s’étendant pas nécessairement, en tant que transformation
birationnelle, aux espaces contenant les courbes), cette transfor-
mation fait correspondre a une série linéaire une série linéaire de
méme ordre et de méme dimension. Le fait de prendre comme support
une courbe hyperspatiale conduit & un exposé plus simple et plus
élégant de la théorie ; sa fécondité est de plus attestée par les nom-
breuses applications que CasTrLNUovo a pu en faire.

C’est pendant son séjour a Turin également que CasTELNUOVO
a publié son important mémoire sur les systémes linéaires de courbes
algébriques planes, considérés dans le groupe des transformations
birationnelles du plan. Cette question préoccupait & 1’époque les
géomttres italiens. L’usage systématique de la géométrie sur une

(1) Le méme concept fut développé i la méme épogue et d'une maniére indépen-
damte par Fr. Deruyts, qui devait plus tard enseigner la Géométrie supérieure &
I'Université de Liége.
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courbe algébrique permit & 'Casrernuovo de traiter la question sous
son véritable aspect et d’obtenir un grand nombre de résultats.

Le premier travail de Casteryuovo sur les surfaces algébriques
date de 1891. A cette époque, il va occuper & Rome la chaire de
Géométrie analytique, qu’il conservera jusqu’a sa retraite en 1935.
C’est 4 Rome qu’il rencontrera Exriques et ce sera le début d'une
collaboration féconde.

Federigo Enziques, né a Livourne en 1871, conquit son Doc-
torat en Sciences mathématiques a 1'Université de Pise en 1891 ;
il y avait eu pour Maitres Berrr, Dini, Brancur ct VOLTEERA.
L’année suivante, il est envoyé & Rome pour y suivre les cours de
Cremowna. CasTELNUOVO, dans la belle notice qu’il a consacrée en
1947 (Rend. Accad. dei Lincei) a son beau-frére (il avait épousé
une sceur d’ENriques), raconte qu’il s’apergut bien vite que la
méthode qui convenait le mieux pour mettre ENRIQUES au courant
des faits acquis en géométrie algébrique était la conversation. Pest
dans d’interminables promenades dans les rues de Rome que CasTEL-
NUOVO exposa a ENriques la géométrie sur une courbe algébrique
ct, cette théorie rapidement assimilée, Enriques entreprit de
Pétendre aux surfaces algébriques. Il me tenait quotidiennement au
courant de ses recherches, écrit CastELNUOvVO, et Jje soumettais ses
résultats & une critique sévére. I ajoute qu’il n’est pas exagéré
de dire que, dans ces conversations, fut construite la théorie des
surfaces algébriques suivant la méthode italienne.

NoerHER avait publié (1869, 1874) un important mémoire sur
les surfaces algébriques, ot il donnait les bases de la théorie et
¢tablissait les premiéres propriétés, mais ce mémoire était obscur
et certaines démonstrations étaient longues et fastidieuses, laissant
parfois une trop grande place & Pintuition. Il appartenait i
Engiques d’établir une théoric aux proportions harmonieuses.

L’instrument qui est & la base des recherches dans la géométrie
sur une surface algébrique est le systéme linéaire de courbes tracées
sur la surface, c’est-a-dire un systéme de courbes tel que par r points
de la surface passe en général une seule courbe du systéeme. Si deux
surfaces appartiennent & la méme classe, & un systéme linéaire de
Pune correspond un systéme linéaire de Pautre. Exriques commenca
par édifier la théorie de ces systémes linéaires, puis il introduisit une
opération fonctionnelle : Popération d’adjonction. Sur une courbe
algébrique de genre p, il existe une série linéaire privilégiée, d’ordre
2p-2 et de dimension p-1, appelée série canonique. Si on prend pour
modile projectif de la courbe une courbe plane d’ordre m n’ayant
que des points doubles ordinaires, ce qui est toujours possible
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(HaLrHEN), la série canonique est découpée par les courbes d’ordre
m-3 passant simplement par les points doubles. Eh bien, & un sys-
téme linéaire de—courbes tracées sur —une surface algébrique,
Exriques associe un systéme linéaire dont les courbes découpent,
sur les courbes du premier systéme, la séric canonique de celles-ci.
Tl obtient ainsi le systéme adjoint au premier systéme. Dans ses
premiers mémoires (1893, 1895), lintroduction du systeme adjoint
présente quelques points délicats ; Exriques devait plus tard trou-
ver une méthode beaucoup plus directe et plus simple, en utilisant
les courbes jacobiennes des réseaux de courbes du systéme linéaire

de départ.

Si |C| est un systéme linéaire et |C’| son adjoint, il existe en
général des courbes C’ qui contiennent une courbe C. On définit ainsi
un systéme linéaire [K| = |C>—C| appelé systéme canonique de la
surface. Sur deux surfaces qui appartiennent & la méme classe, les
systémes canoniques se correspondent. Le nombre des courbes cano-
niques linéairement indépendantes est donc un invariant : le genre
géométrique p, de la surface. Ici se place un fait curieux qui montre
bien les difficultés du passage de la géométrie sur une courbe algé-
brique & la géométrie sur une surface. Le genre p d’une courbe
algébrique est le nombre des groupes canoniques linéairement indé-
pendants, mais on peut aussi obtenir sa valeur par une formule
arithmétique exprimant la dimension du systéme linéaire des courbes
d’ordre m-3 dont il a été question plus haut. Si 'on a affaire & une
surface algébrique, on peut généraliser cette formule arithmétique
et le calcul donne un nombre p , appelé genre arithmétique de la
surface, qui peut étre inférieur & pg. Ce point avait déja été
remarqué par CAYLEY et par Cresscr. Il se fait que p, est aussi
un invariant des surfaces ; pour le démontrer, ENriques utilise une
méthode fort ingénieuse, basée sur étude des dimensions des séries
" linéaires découpées sur une courbe C par les adjoints au systéme
|C| et & ses multiples successifs. Un théoréme établi plus tard par
Picarp montra que on peut se limiter & la premieére de ces séries.
D’une maniére précise, la série découpée par les courbes adjointes C’
sur une courbe C n’est pas la série canonique complete de cette
courbe, mais une série dont la dimension est inférieure de pg-p,
a la dimension de la série compléte. Il en résulte que pg-p, et par
suite p, sont des invariants de la surface.

Exriques avait ainsi introduit deux invariants des surfaces
algébriques : le genre géométrique et le genre arithmétique ; il faut
y ajouter le genre des courbes canoniques, appelé genre
linéaire p (). A ces genres, Enriques en adjoignit d’autres de la
maniére suivante : On peut définir sur une surface le systéme somme
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de deux systémes linéaires : c’est le systéme qui contient toutes les
courbes formées de deux courbes prises une dans chacun des sys-
témes linéaires et les courbes, en général irréductibles, qui peuvent
se ramener aux précédentes par variation continue dans le systéme
linéaire (*). On en déduit la définition des multiples d’un systéme
linéaire. ENrIqUEs a considéré les systémes double, triple..., du
systéme canonique, qu’il appelle systémes bicanonique, tricano-
nique... Les dimensions Pz-1, Ps-1,.. de ces systémes sont des inva-
riants de la surface, dont P'utilité devait étre démontrée immédiate-
ment. CasTELNUOvVO et ENRrIQUES réussirent & construire des sur-
faces sur lesquelles le systéme canonique n’existe pas, mais qui pos-
sédent des courbes bicanoniques. Ensuite, CasTELNUOVO parvint &
démontrer que la condition nécessaire et suffisante pour qu’une sur-
face soit rationnelle est que son genre arithmétique p, et son bigenre
P soient nuls.

Pour montrer la fécondité de sa théorie, Enriques I’appliqua
4 la détermination compléte de surfaces de caractéres déterminés.
Pendant ce temps, CasteLNvovo perfectionnait la théorie des sys-
témes linéaires de courbes tracées sur une surface algébrique. La
dimension d’une série linéaire appartenant i une courbe de genre p
est fixée par le théoréme de Riemann-Roca. 1l s’agissait de trouver
Panalogue de ce théoréme pour les systémes linéaires de courbes
appartenant & une surface. CasTELNUOVO réussit & résoudre cette
difficile question. Sans entrer dans des détails, bornons-nous 2
indiquer un point qui montre une fois de plus la difficulté du pas-
sage des courbes aux surfaces. Sur une courbe algébrique, si les
groupes d’une série linéaire appartiennent a des groupes de la série
canonique, la dimension de ces séries est augmentée ; si les courbes
d’un systéme linéaire appartenant a une surface appartiennent i
des courbes canoniques, la dimension du systéme est diminuée.

Entre deux courbes algébriques appartenant & la méme clalsse,
il existe une correspondance birationnelle sans exception. Au con-
traire, dans la correspondance birationnelle entre deux surfaces
F, I’ d’'une méme classe, il peut exister des exceptions, c’est-a-dire
des points d’une des surfaces auxquels correspondent sur Pautre les
points d’une courbe, nécessairement rationnelle. De telles courbes
sont appelées courbes exceptionnelles ; elles sont de deux espéces :

~ une courbe exceptionnelle sur laquelle il n’existe aucun point auquel

corresponde une courbe sur ’autre surface, est de premitre espéce ;
elle est de seconde espéce dans le cas contraire. ENr1QUEs a démontré

{1) Ainsi, dans un plan, le eystéme somme du systdme linéaire des droites et du
systémes linéaire des coniques est le systéme linéaire des cubiques. Le double du
systéme linéaire des coniques est le systéme linéaire de: quartiques.
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que, dans une classe de surfaces algébriques, il existe des surfaces
dépourvues de courbes exceptionnelles de premiére espéce. D’autre
part, CasteLxvovo et ENRIQUES ont réussi & démontrer que, sl une
surface posséde des courbes exceptionnelles de seconde espéce, elle
est rationnelle ou peut se ramener, par une transformation biration-
nelle, & une surface réglée.

Pendant que CasTELNUOVO et Enriaues développaient en Italie
la théorie algébrico-géométrique des surfaces algébriques, celles-ci
étaient étudiées en France par Picarp, PAINLEVE, HUMBERT..., par
des méthodes transcendantes. Picarn a notamment introduit les

intégrales de différentielles totales attachées & une surface algébrique

mtégrales qui portent aujourd*hui son nom. Une surface algébrigue
ne posséde pas, en général, d’intégrales de Picarp de premidre

“espece (qui restent partout finies sur la surface) 7celles qui en pos-

sédent sont des surfaces particuliéres. De méme, les surfaces pour
lesquelles le nombre p,-p, n’est pas nul sont aussi des surfaces parti-
culitres. Certains indices portaient a croire que ces deux catégories
de surfaces particuliéres coincidaient. La démonstration de identité
de ces surfaces fut ceuvre des géométres italiens : CasTELNvovo,
Exriques et M. Severr qui, depuis 1902, n’a cessé d’apporter des
contributions essentielles & la géométrie algébrique. On peut carac-
tériser ces surfaces de la maniére suivante : Considérons sur une
surface les courbes algébriques d’ordre donné ; ces courbes se répar-
tissent en un nombre fini de systémes continus (algébriques). Si ces
systémes sont tous linéaires, la surface est dite réguliére, elle est
dépourvue d’intégrales de Picarp de premitre espice et ses genres

géométrique et arithmétique sont égaux. Si, au contraire, ces sys-

témes ne sont pas tous linéaires, la surface est dite irréguliére, elle
possede q intégrales de Prcarp de premiére espéce linéairement indé-
pendantes et on a ¢ = p, - pa.

Enriques s’est éteint & Rome le 14 juin 1946. CasrELxvovo
Pa suivi dans la tombe le 27 avril 1952. Nous avons essayé de faire
comprendre quelle fut Peeuvre de ces deux géométres : ils ont créé
des méthodes nouvelles d’investigation et 1on ne sait ce que on doit
le plus admirer ; ou ’élégance de ces méthodes ou la profondeur des
résultats obtenus.

[
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