SOBRE, LAS SUPERFICIES DE CUARTO ORDEN
QUE CONTIENEN DOS CUBICAS ALABEADAS (%)

por

L. Gobeaux

En sus bellas investigaciones sobre la teoria de la base para
las curvas trazadas sobre una superficie algebraica, F. SEVE-
RI (1) ha establecido que el grupo de las transformaciones birra-
cionales de una superficie algebraica regular en si misma es iso-
morfo (holoédrica o meriédricamente) al grupo de las sustitucio-
nes automorfas, de mddulo +1, de la forma cuadritica adscrita
a la base de la superficie, Esto ha permitido el estudio de las
transformaciones birracionales de una superficie de género uno
(p.=P,=1) en si misma, estudio hecho en el caso de que el ni-
mero-base de la superficie es igual a 2 0 a 3. Es asi como Fano (2)
ha estudiado varias superficies de cuarto orden someétidas a la
tinica condicidn de contener curvas determinadas. Nosotros he-
mos estudiado igualmente, el grupo de las transformaciones de
una superficie de cuarto orden, que contienen una recta v una cé-
nica (3). En la presente nota, nos proponemos estudiar la su-
perficie de cuarto orden que contiene dos ctbicas alabeadas que
no se cortan. No determinamos por completo el grupo de trans-
formaciones birracionales de la superficie, grupo que parece
bastante complejo. Nos limitamos al estudio de algunas de sus
transformaciones ; determinamos las curvas elipticas trazadas so-
bre la superficic y a propdsito de estas curvas, hacemos algunas
observaciones que nos parecen no desprovistas de interés,

(*) Traduccidn por T. R. Bachiller.

(1) Sulla telalita delle curve algebriche fracciate sopra una superficie
algebrica {Math. Annalen, 1906, t. 42, p. 194} ; La base minima pour la to-
talité des courbes tracées sur une surface algébrigue (Ann. Sc. de I'Ec. Norn.
Sup., 1908, p. 449); Complementi alla teovia della base per la totalita delle
curve di wita superficie algebrica (Rend. Circ. Mat. Palermo, 1910, t. 30,
p. 265} ’

(2) Superficie del quarto ordine con gruppi infiniti discontinui di tras-
_{r}rmd;z:fmu'. birazionali (Rend. R. Accad. Lincei, 1920).

(3) Bullet’'n de "Acad. Roy. de Bélgique, juillet 1942,




1. Sea F una superficie de cuarto orden, sometida a la tni-
ca condicién de contener dos ctibicas alabeadas sin punto alguno
comin. Designemos estas ciibicas alabeadas por K,, K, y por C
las secciones planas de la superficie. La superficie F, depende
de 17 médulos y su nimerorbase es p=3. Las curvas K, K,, C,
forman una base cuyo determinante es

43 3
'3 —2 0| =52
'3 0 —2

Si las curvas K|, K,, C no forman una base inlermediaria, sean
I', T',, ', tres curvas que constituyan una base de tal naturaleza.
3, Iy, T', tres curvas que constituyan una base de tal naturaleza.,
Representemos por [X| Y] el nimero de puntos comunes a dos
curvas X, Y v pongamos

A, D) =v, [Ty, D =>n, [Dy, a] =y, [, T]=v,.
[, T'] = vs, [Ty, Dg] = vy

El determinante de la segunda base debe ser un divisor de 52
v la razén de los dos determinantes debe ser un cuadrado perfec-
to. Se debe, pues, tener

a
VY Vg A 2V Vg Vg — Y VT, — vyp Vi — Ve vl = 13

Ahora bien, como la superficie I es de géneros uno
(p.=P,=1), v, v;;, v, SOn pares; la ecuacidén anterior es, por
tanto, imposible en ntmeros enteros. Por consiguiente, las cur-
vas C, K|, K,, constituyen una base intermediaria. Ademas,
por ser univoca la divisién sobre una superficie de género uno
(SEVERI), es también una base minima.

Toda curva L de género =, trazada sobre la superficie F, sa-
tistace a una relacion funcional

L = ;'L C "I"‘ }“I Kl _l" 7\2].{2,
donde %, %,, %, son enteros, que satisfacen a la ecuacion
2R — A — W30 =2 —1

2. Las cuadricas que pasan por K, determinan sobre F las
quinticas
C, =2 C— K,
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de género dos. El sistema |C,| es una red de grado dos y define
una transformacién birracional involutiva de la superficie F en
si misma. Sea T, esta transformacion, Designemos por C', K',,
K’, las curvas que T, hace corresponder respectivamente a C,
K,, K,. Tenemos

120 — Ky 1=120—-K, |

Las bisecantes de K, cortan atn a la superficie F en pares
de puntos homélogos, mediante la T,. Las bisecantes de K,, que
se apoyan sobre una seccién plana C de F, forman una superfi-
cie reglada de orden 10, que pasa cinco veces por K, ; esta su-
perficie corta F, fuera de K,, segiin la curva C considerada y la
curva C' homéloga. Se tiene, pues,

10C=0C+C +5K,

Las bisecantes de K, que se apoyan sobre K,, forman una
superficie reglada de orden 12, que pasa seis veces por K,. Esta
superficie corta a F, fuera de K, K,, segiin la curva K',. Por
tanto, se tiene

2C0=K,+ K3+ 6K,
Se concluye que

o4 9C - 5K,
K:=16C—-9K,, [T4]
K'-_.El20 ‘—GK]__KQ !

fl

A esta transformacién corresponde la sustitucién

N=9h+160 + 122,
Ny=—Bh—9%k — 6k,
}‘-'2 = 12:

de moédulo 1, que transforma en si misma a la forma cuadratica
Py, dg) =202 — 1 — A —3h (0 + ko)

3.—Las cuddricas que pasan por K,, marcan de manera ana-
loga sobre F, quinticas de género dos

CEEQC_KN
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que forman una red de grado dos; se obtiene asi una segunda
transformaciéon birracional involutiva T, de F en si, que hace
corresponder a C, K, K,, las curvas C', K',, K', dadas por

C = 9C—-H 1N, /
Ky=12C— K, ~ 61K,, | [T:]
K,=16C —9 K,

Formemos las transformaciones T,T, y T,T,. Se tiene

¢ =21C—- 1K, + 5K,, }
Ky=20-15K,+ 6K, ' [T, Ty]
K,=38C—26K, + 9K, \
¢ =2C+ 5K, —1HK,, )
K1=386C+ 9K, —26K,, " (1, T
K,=20C+ 6K, —16 K, \

A las transformaciones T, T,, T,T,, corresponden sendas sus-
tituciones automorfas de médulo 1 de la forma 5.

Si la transformacion T\ T, es periddica, existen sistemas
lineales de género superior a uno, transformados en si mismos
por tal transformacién y por su inversa T,T,. Si

C+ 0, K+, K

es un sistema de esa clase, se debera tener
Bh+ B+ 9h =0,

1B+ 160+ 26k, =0,

B+ 6h 4+ 8k =0,

ey, ) >0

i
i
E

Se obtiene ficilmente, como solucidn de estas ecuaciones,
h=14h,. ¥ =—5h, ho=—"hh,
siendo h un entero positivo. Pero se tiene
¢ (14, — b, —~H) =—1T78,

luego el sistema considerado no existe y la transformacién T, T,
no es periodica,

wdmna



4. Una curva eliptica
E=rCH K+, K,

perteneciente a la superficie I, estd determinada por enteros %,
hpy sy que satisfacen a la ecuacidn

Gl hy, dy) =202 — (I + 1)+ 300y +h) =0
Se obtienen inmediatamente dos soluciones
k=l =—ly=1, h=—ly=1,=1,
es decir, dos curvas E,, E, que pertenecen a los haces
TEiI=1C04+K,~K, |, 110, | = | C— K 4 K,

Las curvas E;, E, son cudarticas alabeadas elipticas que se
cortan en ocho puntos. Ademas, se verifica .

B +E,=20,

de suerte que las cuddricas que pasan por una curva E, (o E,)
cortan atn a la superficie F, segin las curvas E, (0 E)).
Una curva E,| corta a K, en un punto y a K, en cinco puntos.

Escribamos
EIEC_!—(EC_GIF _’03_:30 - 01_02

Las curvas E, estan, pues, determinadas sobre F por las su-
perficies cibicas que pasan por una curva de quinto orden, C,
de geénero dos y por la cubica alabeada K,. Estas superficies ct-
bicas satisfacen a 18 condiciones (14 por pasar por C,, y 4 por

" pasar por K,, sobre la cual, C, se apoya en seis puntos); for-

man, por tanto, un haz cuya base esta constituida por las curvas
C,, K, v la Unica bisecante comiin a estas dos curvas.

Este ultimo punto puede establecerse del ‘modo siguiente :
Sea ® una de las superficies cibicas en cuestién. Una cuédrica
pasando por K,, corta aiin a ¢ segiin una ctibica alabeada K.
Refiramos proyectivamente las cu4dricas que pasan por K a las
rectas de un plano o. Obtenemos asi una representacién punto
por punto de ® sobre este plano. Designemos por A, A,, ..., 4,
los puntos fundamentales de esta representacién de @ en el pla-
no o. A la cdbica alabeada K, corresponde en o una recta 7.
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La curva C, corta a K en cuatro puntos; la cuadrica, lugar de
las trisecantes de C,, corta a K en dos puntos fuera de C, y es-
tos puntos, estdn necesariamente sobre la trisecante de C, per-
teneciente a @. Resulta de aqui, que a C, corresponde en el pla-
no o una séxtica y que tiene un punto triple A, y cinco puntos
dobles A,, Ay, ..., A;. Una superficie ctibica pasando por C, y
K,, corta atin a ® segtin una curva cuya homélogas en , se com-
pone de la recta 7, de la curva v y de la conica que pasa por los
puntos A,, ..., A;. A esta conica corresponde una bisecante co-
min a C,, K, ; esta bisecante pertenece a todas las superficies
clibicas que pasan por C, y K, ; es necesariamente tinica.

5. Las curvas C, K|, E, constituyen una base de determi-
nante

f 3 4
3 -2 1|=m
1 0

es decir, una base minima. La curva eliptica E puede, pues, ser
representada por

E=pC4+ K+ mEy,
siendo p, u,, v, enteros que verifican la ecuacién
208 —piE 3 e R A =0 (1}
Se obtiene, pues,

By — B — 2p2
4

e =

y las soluciones enteras de la ecuacién (1), vienen dadas por
p=rlkuldu+v), w=Irlvdut+v), p=~FLv—3ur—2u),

con %, v enteros v k un nimero racional. Se tiene, en conse-
cuencia

E=Flu+v)uCH+vK)+ 02 —3ue-+2u)Ey],
es decir

E=kRu—2uv+ C+ 20 +uv—2w) K+ 202+ Buv—) B}
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La curva E, se obtiene para u=1, v=—4, 26k=1; la E,
para u=1, v=0, 2 k=1.

6. Vamos ahora a determinar las transformaciones birracio-
nales de I en si, que conservan las curvas E,. Una transforma-
cidn tal puede ser representada por

C' = }\C + }"l ]{] + }“_' l::l-'
Kiy=pCH4p Ky -, By
Ey=E '

A esta transformacién corresponde una sustitucion de mé-
dulo +1, que transforma en si mismo el primer miembro de la
ecuacidon (1). Se tiene, pues

. —h 1“13<.: +1. '
La curva C' debe cortar a E| en cuatro, puntos, luego
Ao+, =4
Esta curva es de género tres, por tanto

2R =R M3 0 kg (A N+ =2,

La curva KK, corta a E, en un punto, v lo mismo sucede con
K',, por tanto, se tiene

bptp, =1
Ademas, K| es racional, luego
2pf—p 3 poy Fpy (kptp)=—1.

De estas dos 1iltimas relaciones, se deduce

po=1—4 p, po=26 p2—11 n

<

Ki=pC+ 1 —4mK, +26p2 —-11p) E,

Igualmente se obtiene, siendo ¢ un entero,

|B]

h=1—-2z ;=8 Il,= 22

(13

[0}
oy




Debe tenerse
(12 ¢) (1—4 p)—8 pe= +1,
es decir,
E=——2 B 0O 521—2 o

Se obtiene, pues, dos clases de transformaciones :

C=dp+1DC—16p K, +8(13p2+ ) E,, {

Ki=pCO—-@p -1 K +26p2—11p) E,, (S

By = Ey; '
C={dp—-—110—-82p—11K,+2(B2p2—48p + 11) k&, !
Ki=pO—dp -1 K+ 26p2 — 11 Ey, (S,)

Ey=E,

7. Se ve que las transformaciones S, son involutivas.

Observemos que el sistema lineal
[uC—2 2p—1) K, +vE,| .

es transformado en si mismo por S,. Para que este sistema sea
irreducible, se debe tener

v—13 p,2 + 141 p,—3>0.
Sus curvas tienen precisamente por género
=2 y—396 {}.2 422 pr——g.

Si se foma v=13 p*—11 p.+ 3, se obtiene el sistema

[wC—2 (2 p—1) K, + (13 p>—11 y+ DE |, (1)

de género tres, invariante mediante S,. Las curvas elipticas E,
¥ By =pC—2@p— DK+ (1312 — 1114 2) 1,

son transformadas en si mismas por S,. Estas curvas se cor-
tan en «os puntos que forman un grupo de la involucidn en-
gendrada por S,.

Refiriendo proyectivamente las curvas del sistema (1) a los
planos del espacio, se obtiene la representacion de F sobre una
cuddrica doble.
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8. Entre las curvas elipticas trazadas sobre F, se encuen-
tran las curvas

D,=5C—2K—K, D,=5C—-K—2K,.

Las curvas D, son de orden 11, se apoyan en 19 puntos de K,
y en 17 de K,. Son marcadas sobre F por las superficies de quin-
to orden, que tienen a K, como curva doble v a K, como sim-
ple. Sea ¥ una tal superficie.

La superficie de quinto orden que contiene una ctibica ala-
beada doble, es representable punto por punto sobre un plano
©, por medio de las cuadricas que pasan por 11 puntos A,
A,, ..., A, (CLEBscH). Esta representaciéon de ¥, se obtiene re-
firiendo proyectivamente a las rectas del plano w, las cuadricas
que pasan por K,. Sean v, las cudrticas correspondientes a las
secciones planas de ¥,. Los puntos A, A,, ..., A ,, correspon-
den a las bisecantes de K,, que pertenecen a la superficie.

La superficie W, contiene la ctubica alabeada K, que no corta
a K,; a K, corresponde en o una curva v, de sexto orden. Ob-
servemos que la superficie ¥, contiene las diez bisecantes comu-
nes a las cubicas K,, K, ; estas diez bisecantes corresponden a
diez de los puntos A, A,, ..., A,,, por ejemplo, a los diez pri-
meros, que son, pues, dobles para la curva v,. Al punto A,
corresponde una bisecante de K,, que debe cortar en un punto
a K,, pues la curva y; pasa por A, (simplemente). Los puntos
fundamentales A, A,, ..., A, de la representacién ocupan, en
el caso actual, una posicién particular.

A Ja curva K, corresponde en w una involucién de segundo
orden, perteneciente a una curva v, de séptimo orden, que pasa
doblemente por los puntos A, A,, ..., A,,.




