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REMARQUES SUR LES SURFACES ALGÉBRIQUES 
POSSÉDANT UNE INVOLUTION CYCLIQUE PRIVÉE 

DE POINTS UNIS 

Par LUCIEN GODEAUX (Liége) 

A diverses reprises, nous avons étudié les involutions n’ayant 
qu’un nombre fini de points unis appartenant à une surface 
algébrique!). En particulier, nous avons -considéré les invo- 
lutions privées de points unis, ce qui nous a permis de construire 
une surface de genres p,=p,=0, P,=2, P,=4 2). Dans cette 
note, nous nous proposons de reprendre l’étude des involu- 
tions cycliques d’ordre p, privées de points unis, appartenant 
à une surface algébrique possédant co! courbes canoniques 
effectives au moins et dont les systèmes pluricanoniques ne 
sont pas composés au moyen d’un faisceau. Nous établissons 
notamment que le système canonique d’une telle surface con- 
tient p systèmes linéaires appartenant à l’involution, que la 
surface support de celle-ci soit régulière ou non. Nous complè- 
bons en outre, sur divers points, les résultats que nous avons 
obtenus antérieurement, dans les notes citées. 

1. Commençons par rappeler une propriété des courbes 
algébriques de genre supérieur à l’unité, contenant une invo- 
lution cyclique d’ordre premier, privée de points unis. 

ques appar- 1) Voir par exemple notre exposé: Les involutions cyc 
lenant & une surface algébrique (Paris, Hermann, 1935). 

%) Sur une surface algébrique de genres zéro et de bigenre deux (Rend. 
Accad. dei Lincei, 2° sem. 1931); Sur les surfaces algébriques de genres 
aritlmétique et géométrique zéro, dont le genre linéaire est égal à deux (Bull. 
Acad. de Belgique, 1932); Sur les involutions cycliques dépourvues de points 
wnis appartenant à une surjace algébrique régulière (Idem., 1932). 
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Soit C une courbe algébrique de genre x>1, contenant 

une involution cyclique I,, d’ordre premier p, privée de points 

unis. Désignons par T la transformation birationnelle de C 

en soi, génératrice de I,, et par ¢’ une courbe image de cette 

involution. Si x’ est le genre de €', on &, par la formule de 

ZEUTHEN, 
p(a'—1) = x — 1. 

La série canonique |Æ| de C est transformée en elle-même 

par T et contient un certain nombre y de séries linéaires par- 

tielles appartenant à I,. Désignons par | Æ,|, | Kyl,..., | K»| ces 

séries partielles. L’une d’elles, par exemple la première | K, 

est, d’après l’interprétation géométrique de la formule de 

ZRUTHEN donnée par M. CASTELNUOVO, la transformée de 

la série canonique de C’, de dimension x'—1. 

Les séries | Ky, | K5!, ; | F»| ont pour homologues, sur ¢, 

des séries d’ordre 27'—2, qui sont nécessairement des séries 

paracanoniques de (', de dimensions x'—2. 

La transformation T agit sur les groupes de | Æ| comme 

une homographie sur les points d’un espace linéaire à x—1 

dimensions et par conséquent on a 

a'—1+ (v—1) (7' —2) 4 v =x . 

En utilisant la formule de ZEUTHEN, on en déduit »=p. 

Done, la série canonique | K| de C contient p séries linéaires 

partielles appartenant à l’involution I,, l’une de dimension x'—1, 

les p—1 autres de dimension x'— 2. 

2. Soit F une surface algébrique régulière, de genre arithmé- 

tique pa>1, contenant une involution cyclique I,, d’ordre 

premier p, privée de points unis. Désignons par 7' la transfor- 

mation birationnelle de F en soi, génératrice de l’involution I,. 

Nous désignerons par @ une surface image de l’involution I, 

et par’ pa son genre arithmétique. 

Nous ferons les hypothèses suivantes: 

1) Le genre arithmétique pa de ® est supérieur à zéro; 

2) Les systèmes pluricanoniques de F ne sont pas composés 

au moyen d’un faisceau. 
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La surface & est, comme la surface F, régulière et entre 
les genres arithmétiques pa de F et pa de ®, on à la relations) 

1) Pat 1=p(pa+1). 
1l en résulte que, p étant supérieur à l’unité, on à p, > pa- 
Le système canonique | C| de F est transformé en lui-même 

par T. Il ne peut cependant appartenir à l’involution I,, car 
alors il lui correspondrait sur ® le système canonique de cette 
surface et on aurait p,= Pa, ce qui est impossible. 

Il en résulte que le système | €| contient un certain nombre » 
de systèmes linéaires partiels 

1G] | C2|,--5 104, 
appartenant à l’involution I,. A ces systèmes correspondent 
sur ® des systèmes linéaires complets 

171h |Peoh-5|F515 
dont l’un, par exemple [I,|, est le système canonique de ® 
d’après un théorème classique d’ENRIQUES. 

Soient 7y, 72,.…, 7, les dimensions des systèmes précédents. 
Z opère sur les courbes de | C| comme une homographie sur les 
points d’un espace linéaire à p,—1 dimensions, done on a 

(2) R R e 2 

On a d’ailleurs, puisque |} est le système canonique de @, 

7= pa—1. 
Désignons par x le genre linéaire de la surface F, par ° 

celui de la surface ®. Les courbes C, sont donc de genre x et 
les courbes I, de genre x’. Entre une courbe T” et la courbe C, 

homologue, on a une correspondance (1,p) privée de points 

unis, done, d’après la formule de ZEUTHEN, 

(3) a—1=p(a—1), 
La même formule s’applique également à la correspondance 

entre une courbe Iy, I%,..., ou I, et la courbe C;, C3,…, ou C, 

homologue, par conséquent les courbes I'y,I%,...,T% sont de 

genre x. 

%) Recherches sur les involutions douées d’un mombre fini de points de 
coïncidence appartenant à une surface algébrique (Bull. Soc. Math. de France, 
1919); Les involutions… (loc. cit.). 



244 1. GODEAUX 

3. L’adjoint [C'| à |C|, c'est-à-dire le système bicanonique 
de F, est transformé en lui-même par T. D’autre part, comme F 
est régulière, il découpe sur une courbe C la série canonique 

complète de celle-ci. Si cette courbe est transformée en elle- 

même par T, c’est-à-dire est une courbe C,,C5,.. ou Oy, la 

série canonique de cette courbe contient p séries linéaires 

partielles dont les groupes sont transformés en eux-mêmes 

par T. 

Soit G un de ces groupes. La dimension du système |C'] 

étant égale à Ppa+x— 1, il passe certainement des courbes C" 

par G et ces courbes sont transformées les unes dans les autres 

par . 11 en résulte qu’il existe au moins une courbe €', trans- 

formée en elle-même par T, passant par le groupe G. Par con- 

séquent, | C'| contient p systèmes linéaires partiels appartenant 
à Jl’involution I, et découpant, sur chacune des courbes 

0, Ca»-, C les p séries linéaires appartenant à £p- 
A ces p systèmes linéaires correspondent sur ® des sy- 

stèmes linéaires complets parmi usquels se trouvent les 

adjoints |11, 172 ,..., [ 1] aux s 8yl [ Tyl (10 
Puisque 1a sul‘fd.ce @ est régulière, l’adjoint }Fl\ au sy- 

stème || découpe, sur nne courbe I, la série canonique com- 

plète, de dimension x'—1. Si r est la dimension de |IY|, la di- 

mension du système canonique de ® est done r—x'=Ppa 

done |f{| a la dimension pa + x'— 1. 
Sur une courbe I, le système | | découpe une série linéaire 

d’ordre 2x"—2, paracanonlqhe Cette série est complete, car 

autrement, il existerait sur la courbe C,, homologue, des groupes 

canoniques appartenant à I, et non situés sur des courbes C” 

transformées en elles-mêmes par 7. Il en résulte que cette 

série a la dimension x'—2 et que le système |F —/5!| a la 
dimensien p,. Il en est de même des systèmes 

| =Tl (Y =Ty, [T =1 

Observons maintenant que les systèmes 

|1 =Ty, | Y — T3}y, (1Y — 1] 
coincident, dans un certain ordre, avec les systèmes 

1731 7. 
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On a donc . 

m 

Les relations (1) et (2) donnent 

(Pa + 1)—1= pa=p(pa+1)—1, 
d’où v=p. 

On voit donc que: 

Si une surface régulière F de genre arithmetique pa>1 el 
dont les systèmes pluricanoniques ne sont pas composés au moyen 

d’un faisceau, contient une involution cyclique d’ordre premier p, 

privée de points unis et dont l’image est une surface @ de genre 

arithmétique pa> 0, le système canonique | C| de F contient p sy- 

stèmes linéaires partiels appartenant à Vinvolution; l’un-a la 
dimension pa— 1 et est le transformé du système canonique de @, 
les autres ont la dimension pa- 

4. Supposons maintenant que la surface ® ait le genre 

arithmétique pa=0. On a alors 

Pa=p—1. 

Le raisonnement précédent n’est plus applicable sans modi- 

fication, le système canonique de ® n’existant pas et aucun 

des systèmes |1, | Iy|,...,| I, | ne coincidant done avecle système 
canonique de ®. 

On prouve encore, comme plus haut, que l’adjoint |C"| à | C| 
contient p systèmes linéaires appartenant à l’involution I, et 

auxquels correspondent sur ® des systèmes linéaires complets 

parmi lesquels se trouvent les adjoints 

VEC 1E | [TV & 3] [Fh |15 
Le système canonique |I{—T'| n’existant pas, [[ | a la di- 

mension x'—1 et il en est de même des systèmes |1y | B 
Le système | I7| découpe, sur une courbe I, une série para- 

canonique complète, de dimension x'—2 et par conséquent, 
il existe une courbe I'y—I%. De même, il existe une courbe 

T{1—T3,…, une courbe IY—-T,, une courbe I's— Iy, une courbe 
Iy—T4,..., une courbe I'y—I',_y. Ces différentes courbes coïnci- 
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dent nécessairement avec les courbes I7,1%,....I5, qui sont 

isolées (chaque courbe étant obtenue plusieurs fois). On a 

n=n=. r,=0 

et la formule (2) donne 

v=p=p—1. 

Si une surface algébrique régulière F, de genre arithmétique 

Pa>1 et dont les systèmes pluricanoniques ne sont pas composés 
au moyen d’un faisceau, contient une involution cyclique d’ordre 

premier p, privée de points unis ¢t de genre arithmétique pa=0, 

le système canonique |C| de F contient p—1 courbes isolées, 

appartenant à l’involution. On a pa=p —1. 

5. Nous allons maintenant construire le système bicano- 

nique de ®. 
Le système canonique |C| de F, de dimension 

Pa—1=p—2>0, 

contient p—1 courbes isolées 

C1, Oy s Op-13 

transformées en elles-mêmes par T. On peut choisir une racine 
primitive ¢ d’ordre p de l’unité, de manière à attacher à ces 

courbes respectivement les racines 

=1, g &..., P2, 

Le système bicanonique |C'|=I2C| de F contient p systèmes 
linéaires partiels appartenant à I, et qui contiennent respecti- 

vement les courbes 

20y, O1+ Oy, Ci+ Coy.. s C14 Cp-1, Co+ Cp—1 5 

auxquelles sont respectivement attachéés les racines 

&=1, & ,...,eP72, 1. 

À ces systèmes correspondent sur ® les systèmes 

. (4) |21 |y |Pi4Toly…ey | Tk T ps |y | Do+ Do | 

Parmi ces systèmes se trouvent les p —1 systèmes 

1), 28 ey [T
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Le système |/—T1| n’existant pas, |I7| ne peut coincider 
avec un des p—1 premiers systèmes (4) et on a 

| I | =Ty + Tpy]. 

Observons que les systèmes (4) peuvent s’écrire, dans un 
autre ordre, 

[Ty Taly |21, |T2 # Pafy00 y [Ty 4 Lol [ T3+ Pp=a] - 

On en déduit 

|19 = T3+ Tp| 

et par conséquent 

101 | = | T+ Tpa| = | T + 2001 
Or, les courbes 25,4 et I+ Ip—3 appartiennent au méme 

système linéaire et on a done 

(O | = | Ty To 4 Tps|.- 
Par conséquent, 

|I{'—TI'y| = |3+ Tp=s|- 

Le système bicanonique de ® correspond donc à la racine 

æ* et par conséquent, si nous posons 

p =3 +1, 

il comprend les courbes 

Ly 4 Tp=t, Po+Tp-e5 L+ P p-a5 0005 D2 +Ta4t - 

Le bigenre de ® est d’ailleurs P; = x. 

Observons que les à courbes précédentes sont linéairement 

indépendantes et que par suite on a x'> À, c’est-à-dire 

p<2x+1. 

6. Supposons maintenant que la surface F ait l’irrégularité 

4=P9— Pa>0 

et la surface @, l'irrégularité 

d=Pg—PaS 4- 
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Nous supposerons p,>1, p5 >pa>0 et que les systémés 
pluricanoniques de F ne sont pas composés au moyen d’un 
faisceau. ; 

La relation (1) liant les genres arithmétiques de F, ® est 
toujours valable et par conséquent on à p;< p,, donc p,>p,. 

Soient encore |C;|, | Ca|,…, | Cs| les systèmes compris dans 
le système canonique || de F, appartenant à l’involution I, 
et [I], |T5}, , || les systèmes correspondant sur ®. La re- 
lation (2) s’écrit maintenant 

(5) ot s e S c=10 

Le système |/,| sera, par hypothèse, le système canonique 
de @, de dimension p, — 1. 

Sur @, l’adjoint [TY | & | I | découpe sur une éourbe I, d’après 
le théorème de PICARD, une série de défaut ¢’ appartenant 
à la série canonique, c’est-à-dire une série de dimension 
x'—g'—1. Il en résulte que |I7| a la dimension 

Pg—1+a'—g =p;+a'—1 

Il en est de même, pour la méme raison, des systèmes 
|T% ;.. |15, respectivement adjoints à |Iyl,..., |1} 

Sur une courbe I, les courbes I’y découpent des groupes 

de 2x'—2 points appartenant à une série paracanonique; la 

dimension de cette série est donc au plus égale à x'—2. Nous 
supposerons qu’elle a la dimension x'—2— 6. 

De même, nous désignerons par x'—2— d,..., —2 —ô 
les dimensions des séries découpées sur une courbe I par les 
courbes I%,..., l'w. Ces séries appartiennent à des séries para- 
canoniques. 

Les courbes ly—1) forment un système linéaire de dimension 

Pat w—1—(x"—1— &) = pat &. 

De même, les systèmes |13—T1|,…, |1+—T;| ont les dimen- 
sions pg+dsy..., pat 0. 

Appliquons la relation (5); on a 

Pg—1+ ( —1)Pa + & + s+ .+ 0+ v = py. 

On en déduit, en utilisant la relation (1), 

(6) oS4 … +0,=g—4'+(p—v)(pé +1). 
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7. Aux systèmes |IY|,|I%],...,|I}| correspondent sur F 
des systèmes linéaires appartenant à l’involution I, et com- 
pris dans le système |C’| adjoint à |C|. 

Le système | (| découpe, sur une courbe €, d’après le théo- 
rème de PICARD, une série linéaire de dimension a—l1—g, 
appartenant à la série canonique. Les séries découpées sur 
une courbe C par les transformées des courbes BT D 
appartiennent à une série comprise dans la précédente. Cette 
série a la dimension 

=g+ (=1 (7' —1) 462404 + … 4+ 0H — 1. 
On a donc 

Wa'— 1)+ 8+ 4 H+6,<a—144—g" 

En tenant compte de (3), on en déduit 

82 #03 + … H 8 < (p—9)(x—1)+g—q". 

En rapprochant cette inégalité de la felati@ (6), on- a 

(P —7) (pa— '+ 2) 5 

On peut donc affirmer que y=yp sile genre linéaire =’ de ® est 
inférieur à pa +2. 

8. On peut, par une autre voie, montrer que l’on a tou- 
jours v = p. 

Dans le système bicanonique [C"| de F, adjoint à |C|, de 
dimension P,—1=pa+x—1, il existe un certain nombre u 
de systèmes linéaires partiels appartenant à l’involution I,. 
Parmi ceux-ci se trouvent les transformés des systèmes 
A, |T5|,…, | TV, de dimension p:+ x" —1. 

Supposons en premier lieu ; = v.-En appliquant la théorie 
des homographies au système |C'|, on a 

n(pa+a'—1) + v =pot %, 
d’où 

; v(pa+ x') = p(pa+ ') 
et y=179. 

Supposons maintenant u >vr,et- soient [[i4l,...,|lu| les 

p—» systèmes de ® correspondant aux y—y» nouveaux systèmes. 
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Les systèmes |y — I, |Pyte —T, |, .… , |Tu— F4| ne peuvent 

exister et ont donc des dimensions 7,+1,…,7, au plus égales 

à x'—2. En appliquant la théorie des homographies, on a actuel- 
lement 

Y(Pat @)+ Voo Tut p—v=pa+ 7, 
d’où À 

Paptt n 4 7 = (p—7) (pa+ ) — (u—2). 

Par conséquent, on a 

@—”Pat (p—p) 7'+ p—r<0. 

Cette inégalité entraîne l’égalité et on a 

P=r=4p, 
contrairement à l’hypothèse. 

On a donc toujours »=p et par conséquent: 

i une surface d’irrégularité q, de genre arithmétique pa >1, 
dont les systèmes pluricanoniques ne sont pas composés au moyen 

d’un faisceau, contient une involution cyclique d’ordre premier p, 

privée de points unis, d’irrégularité q' et de genre arithmétique 

Pa>0, le système canonique de F contient p systèmes linéaires 

Partiels appartenant à l’involution, dont l’un est le transformé 

du système canonique de la surface image de Vinvolution. 

En vertu de (6), on a 

Gt 034 … H d =4 —4", 

c’est-à-dire que la somme des défauts découpés sur une courbe I'y 

par les adjoints |7{|,.…,|Tp| aux systèmes |T1|,… , |Tp|, est 

égale à l’irrégularité de la surface F. 

En particulier, si ¢='¢’, on a 

02 = p =. = 8,=0. 

Il est aisé de voir que si p;=0, on a »=p—1. 

Liége, le 26 août 1947.


