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7 ans ses profondes recherches sur les surfaces hyperel-
liptiques, M. E. Picard s’est particulidrement attaché
aux surfaces dont les coordonnées des points s’expri-

telle manidre qu’a tout point de la surface corresponde un seul

systtme de valeurs de ces paramdtres, aux périodes prés. Ces
surfaces ont été appelées surfaces de Picard par H. Poincaré. Plus
tard, G. Humbert a considéré certaines surfaces hyperelliptiques,
et particulierement les surfaces de Kummer, telles qu’a tout point
de la surface correspondent deux systtmes de valeurs des para-
metres, aux périodes prés. En 1907, I'Académie des Sciences pro-
posa d’étudicr les surfaces hyperelliptiques telles qu’a un point
de la surface correspondent plusieurs systémes de valeurs des
parametres. Dans le Mémoire qui fut couronné (Prix Bordin,
1907), MM. Enriques et Severi ont démontré que toute surface ré-
pondant & la question est I'image d’une involution appartenant
a une surface de Jacobi, c¢’est-a-dire & une surface qui représente
les couples de points d’une courbe de genre deux et qui est une
surface de Picard particuliére. Si I’on écarte les surfaces ration-
nelles et les surfaces réglées (ou référables par des transforma-
tions birationnelles & des réglées), ces involutions ne présentent
qu'un nombre fini de points unis et sont engendrées par des
groupes finis de transformations birationnelles de la surface en
elle-méme. Vers la méme époque, la question fut également étu-
diée avec succes par Bagnera et M. De Franchis, dont un mémoire
fut couronné deux ans plus tard par "Académie (Prix Bordin,
1909).

- De ces travaux, retenons 'intérét que présentent les involu-
tions n’ayant qu'un nombre fini de points unis appartenant &
une surface algébrique.

ment en fonctions abéliennes de deux paramétres, de -
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Considérons les surfaces de genres un, surfaces que ’on peul
toujours ramener, par des transformations birationnelles, & des
surfaces d'ordre 2z — 2, & sections hyperplanes de genre =, ap-
partenant & un espace linéaire 4 = dimensions (pour = =3, on
obtient les surfaces du quatrieme ordre). Les correspondances
rationnelles entre deux surfaces de ce type conduisent également
4 des involutions n’ayant qu’un nombre fini de points unis ;
les conseils de M. Enriques, nous en avons fait I’étude. Nous
sommes ensuite passé & des recherches plus générales sur les
involutions n’ayant qu’un nombre fini de points unis, apparte-

sur

nant & une surface algébrique quelconque et nous avons plus
particulierement étudié les involutions cycliques. Nous nous pro-
posons, dans ce qui suit, d’exposer les résultals que nous avons
obtenus dans cette voie. Cet exposé est le développement d'une
conférence que nous avons eu 1’honneur de faire & 1'Université de
Poitiers, en mai 1934 ().

Nous avons fait suivre notre travail d'une liste aussi compléte
que possible des travaux consacrés aux correspondances entre
deux surfaces algébriques (*); nous avons également indiqué dans
quels ouvrages le lecteur pourra trouver l’exposé des théories de
géométrie algébrique dont nous faisons usage.

Liége, le 14 septembre 1934.

(*) Nous saisissons cette occasion de remercier M. le Recteur Martino,
M. Billard, Doyen de la Faculté des Sciences et notre excellent Collégue
M. Bouligand, qui ont eu 'amabilité de nous inviter A faire des conférences
i 1'Université de Poitiers. Nous tenons également & remercier M. Cartan
d’avoir accepté le présent travail dans la collection qu’il dirige.

(*) Les nombres en caracléres gras, placds dans le texte, renvoient A
cette liste bibliographique.




1. Préliminaires. — Soit F une surface algébrique possé-
dant une transformation birationnelle T en elle-méme, de période
p, o p est un nombre premier. Il existe, sur la surface F, oco®
groupes de p points tels qu'un groupe contenant un point contient
les p —1 points que T, T* ..., T*~* lui font correspondre ; I'en-

- semble de ces oo* groupes de p points constitue une involution I,

d’ordre p.

En général, un point de la surface F appartient 3 un et un
seul groupe de l'involution I, ; il peut cependant exister un nom-
bre fini de points, fondamentaux par la transformation T, appaz-
tenant & o0 groupes. :

On appelle surface image de l'involution I, une surface ®
dont les points correspondent birationnellement aux groupes de
Uinvolution. Entre les surfaces ® et F, on a donc une correspon-
dance (1, p).

Il peut exister, sur la surface F, des points transformés en
eux-mémes par T et par suite par les puissances de T ; un tel
point, compté p fois, forme un groupe de l'involution I, ; nous
dirons que c’est un point uni de I’involution I,. Le point de la
surface ® qui correspond & un point uni, sera appelé point de
diramation. Les points unis de 'involution I, peuvent &tre en
nombre fini ou infini et dans ce dernier cas ils forment une courbe
algébrique : la courbe unie de I'involution. Dans ce qui va sui-
vre, nous ne considérerons que les involutions n’ayant qu’'un
nombre fini de points unis. Il peut sembler & premitre vue que
nous nous limitons ainsi & un cas trés particulier : il convient
cependant d’observer que si F est un plan et T une homographie
cyclique de période p > 2, le cas général est celui ot T est non
homologique, I, possédant alors trois points unis.
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2. Construction d’un modéle projectif de la surface F.
— Nous commencerons par construire une surface de la classe
de F (c’est-d-dire en correspondance birationnelle avec F) sur
laquelle la transformation T soit déterminée par une homogra-
phie de I’espace ambiant. A cet effet nous démontrerons 1’exis.
tence, sur F, de systémes linéaires de courbes transformés en eux-
mémes par T, sans que chaque courbe du systéme soit transformée
en elle-méme par T.

Considérons, sur la surface F, un systéme linéaire simple
|Cy’|, o® au moins, dépourvu de points-base (par exemple e sys-
téme des sections planes ou hyperplanes de F). Les transforma-
tions T, T?, ..., T*™* font correspondre & |C,/| des systdmes linéai-
res |G/, 1Gl, ..., |G/ (qui peuvent éventuellement coincider
avec |C)']). Le systéme linéaire complet

|G| = IC;"J‘C::"‘I“ vea “JFCpJI

est transformé en lui-méme par T en ce sens qu'une courbe G est
transformée par T en une courbe C distincte ou non de la pre-
miére. '

Supposons que le systtme |C| soit composé au moyen de
Pinvolution I, ¢’est-d-dire que les courbes C passant par un point
de F passent en conséquence par les p — 1 qui, avec le point con-
sidéré, forment un groupe de I,. Dans ce cas, chaque courbe C
est transformée en elle-méme par T. Nous allons montrer que I’on
peut trouver un entier positif A tel que le systtme |AC| ne soit pas
composé au moyen de I,. Dans I’hypothese envisagée, aux cour-
bes C correspondent sur ® des courbes I' formant un systdme
linéaire complet [I'| de méme dimension que [C|. Si n est le
degré et = le genre de |T'|, le systéme |C| a le degré pn et, d’aprés
la formule de Zeuthen, le genre p(n — 1)-}- 1. Considérons les
systemes |AC| et [A'|. Le systdme |A'| a le degré et le genre respec-
tivement égaux i

o, 1(n—1)+%1(1—1)n+1
et le systéme [AG|, le degré et le genre respectivement égaux

1
Mpn, Ap(m—1) - '2_)‘ (h—1)pn4+-1.

On peut supposer X assez grand pour que les systémes |AC|,
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|Al'} soient réguliers. Les dimensions R, r de ces sysitmes sont
alors données par le théordme de Riemann-Roch et respective-
ment égales &

1. ,
Bo=p.+5 20+ D)pn—Ip=—1),

rlz'::a—}—%)\(l—i—i) n—i(z—1),

Pa élant le genre arithmétique de F, =, celui de @. Il est bien évi-
dent que l'on peut prendre A suffisamment grand pour que R,
soit supérieur a r, . Pour cette valeur de A (et pour les valeurs su-
périeures), le systéme |AC| n’est pas composé au moyen de I,, car
autrement chaque courbe de |AC| serait la transformée d’une
courbe de |AI'|. Par contre, |AC| est transformé en lui-méme par T.

En résumé, nous pouvons toujours former, sur ¥, un systéme
linéaire non composé au moyen de I, mais transformé en lui-
méme par T. Soient |C| un tel systtme, R"sa dimension. Rappor-
tons projectivement les courbes G aux hyperplans d'un espace
linéaire S, & R dimensions ; a la surface F correspond biration-
nellement une surface de S; que nous désignerons toujours par F.
Les sections hyperplanes de cette nouvelle surface F correspon-
dent aux courbes C ; nous les désignerons encore par C. A la
transformation G correspond une transformation birationnelle de
la nouvelle surface F en elle-mé&me, échangeant entre elles les
sections hyperplanes de cette surface ; cette transformation est
donc une homographie (cyclique, de période p); nous la dési-
gnerons encore par T.

L’homographie T étant cyclique, est générale. On peut suppo-
ser, quitte & remplacer éventuellement dans les raisonnements
précédents |C| par un de ses mulliples convenablement choisi,
que ’homographie T posstéde p axes ponctuels (espaces linéaires
formés de points unis) que nous désignerons par S, S™' .,
S§"=*  Les hyperplans passant par p — 1 de ces axes sont unis
pour T et découpent, sur F, des courbes C transformées en elles-
mémes par T. Nous désignerons par X, le systéme des hyperplans
passant par les axes de T, 8 excepté. La dimension de &; est égale
a celle, r;, de I'espace S". Les systémes X, %, ..., %,_, découpent,
sur F, des systémes partiels composés au moyen de 1'involution I,.

On peul prendre, comme modele projectif de la surface F, une
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surface sur laquelle Uinvolution I, est engendrée par une homo-
graphie cyclique, le systéme des sections hyperplanes contenant
p systémes partiels composés au moyen de Uinvolution.

3. Position des points unis de I'involution. — La courbe
réductible G,/ + G/ 4 ... -+ G,/ est transformée en elle-méme
par T, elle appartient donc & un hyperplan de 1'un des systémes
Zo, ..., I,s ; pour fixer les idées, nous supposerons que c¢’est au
systeme X, et nous désignerons par |C,| le syst®me partiel décou-
pé sur F par les hyperplans de ¥,. La courbe réductible envisagée
est done une courbe C, particuliére.

Soit A un point uni de I, ; supposons en premier lieu qu’il
ne soit pas fondamental pour T. D’aprés les hypotheses faites sur
|C'l, Ta courbe C)/ 4~ ... - C,’ ne passe pas par A, par suite A
ne peut ¢tre un point-base de |C,|. D’autre part, A appartient &
un des axes de ' ; cet axe est nécessairement S,

Supposons maintenant que le point uni A soit fondamental
pour T. Aux points de la surface F primitive, infiniment voi-
sins de A, T fait correspondre les points d’une courbe a,, passant
un certain nombre de fois par A. Parmi les points de a, infiniment
voisins de A, se trouvent des points unis de T. A la courbe @, T
fait correspondre une courbe . ; & celle-ci une courbe a, et ainsi
de suite jusqu’a une courbe «,_, aux poinis de laquelle T fait cor-
respondre les points infiniment voisins de A. Les courbes @, a.,

..y @1 passent par les points infiniment voisins de A, situés
sur @, unis pour T,

La courbe C.' rencontire les courbes w, a, ..., a,_, en des
points variables et par suite la courbe C,/ - ... -- G,/ passera un
certain nombre de fois par A, mais les tangentes & cette courbe
en ce point seront toutes variables avec C,/. Il en résulte que les
courbes C, ont en A un point multiple & tangentes variables. Par
suite, & I’ensemble de A et des courbes a,, ..., a,_, correspondra,
sur la nouvelle surface F de S, un ensemble de p courbes ration-
nelles ayant en commun des points qui correspondent aux points
unis infiniment voisins de A. Ces points n’appartiennent pas en
général aux courbes C, et par suite sont des points communs 3 F
et a I’axe S,

Sur le modele projectif de la surface F construit plus haut,
les points unis de I'involution I, appartiennent i I’espace S et
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sont simples pour la surface. Il en résulte que seul le systéme
partiel |Co| est dépourvu de points-base. Les systémes partiels dé-
coupés sur F par les hyperplans de X,, ..., ¥,_,, ont pour points-
base les points unis de I,.

4. Construction d’'un modéle projectif de la surface .
— Désignons par r=r, la dimension du systdme partiel, com-
posé au moyen de I, [Co|. Rapportons projectivement les cour-
bes C, aux hyperplans d’un espace linéaire 8, & r dimensions. A
la surface F correspond une surface de S, qui représente les grou-
pes de I, et qui est par suite un modele projectif de la surface @,
modele projectif normal.

Soient I' les sections hyperplanes de la sarface ® qui vient
d’étre construite, = leur genre, n 1'ordre de @ (degré de [T']). La
surface F est d’ordre pn et, d’aprés la formule de Zeuthen, les
courbes G, et par suite les courbes C, ont le genre p(r — 1) - 1.

Appelons |G|, [C.l, ..., |Gyl les syrstémes linéaires partiels,
composés au moyen de I, découpés sur F par les hyperplans de
X, B, .., ¥,y par [Tul, I, ..., IT,_.] les systémes linéaires
(nécessairement complels) qui leur correspondent sur @. Les
courbes de ces derniers syslémes passent par les points de dira-
mation de la surface @ et leurs caractéres (degré, genre) dépen-
dent de leurs comportements en ces points. Les courbes Ty, I,

.., Iy_1 sont d’ordre n et les systemes [I[, (1.1, ..., [T,_:| ont les
dimensions respectives 7., 7., ..., r,_.. On a d’ailleurs, d’aprés la
théorie des homographies,

r+r+---4+r,_ +p=R-+1.

5. Classification des points unis. — Soit A un point uni
de I, appartenant par conséquent & S*. Le plan tangent « & F en A
est ézalement uni pour T. Deux cas peuvent se présenter ;

a) A toute courbe tracée sur F et passant simplement par A,
T fait correspondre une courbe tangente & la premitre en A. Le
point A est dit point uni parfait de 'involution. Tous les points
de F infiniment voisins de A sont unis pour I,, ou encore, T déter-
mine, dans le plan «, une homologie de centre A ;

b) A une courbe tracée sur F et passant simplemenl par A,
T fait correspondre une courbe ne touchant pas en général la
premiére en A. Le point A est appelé point uni non parfait de
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Pinvolution. Dans le domaine du premier ordre de A sur F, T
détermine une involution d’ordre p ayant par suite deux points
unis.

Désignons par Co'" les courbes Co passant par le point uni A.
Si les courbes G,
chacune de ces courbes, une involufion d’ordre p n’ayant qu’un
point uni, ce qui est impossible d’aprés la formule de Zeuthen.
Les courbes G," ont donc un point au moins double en A et par
suite, les hyperplans de X, passant par A contiennent le plan «
tangent & F en A. Ce plan ne peut donc avoir en commun avec
S que le point A ; il s’appuie donc soit suivant une droite sur
un des espaces 8%, ..., 8”7 soif suivant un point sur deux de
ces espaces. Dans le premier cas, A est un point uni parfait, dans
le second cas un point uni non parfait.

avaient un point simple en A, il y aurait, sur

En particulier, si p=2, le plan o s’appuie nécessairement
suivant une droite sur ’espace S™ et A est nécessairement un
point uni parfait. On retrouve ainsi un théoréme de M. Severi
(52): Une involution du second ordre (n’ayant qu’un nombre
fini de points unis) ne posséde que des points unis parfaits.

6. Points unis parfaits. — Supposons que A soit un point
uni parfait de I’involution I,. Reprenons les systdmes [C./|, |Cy/|,
..., 1G] considérés plus haut. Considérons une courbe C./ pas-
sant simplement par A ; T et ses puissances successives lui font
correspondre des courbes C., G, ..., G, tangentes en A A la
courbe G,'. Nous avons donc construit une courbe C, particulitre,
ayant en A un point multiple d’ordre p & tangentes confondues.
Nous pouvons construire d’autres courbes C, possédant la méme
propriété, mais dont les tangentes en A sont distinctes de la
ltangente & la premigre. Ces différentes courbes C, appartiennent
a4 un systéme linéaire dont les courbes onl un point multiple
d’ordre p, A tangentes variables, en A. Nous désignerons ces cour-
bes par C*.

De ce qui précede, on conclut que les courbes C,, assujetties
a passer par A, acquiérent en ce point une multiplicité s telle que
r<s<p. Ces courbes, que nous avons désignées par C,", forment
un systéme linéaire et ont des tangentes variables en A.

Désignons par A’ le point de diramation de ® qui correspond
a A, par I' les courbes I' de @ qui correspondent aux courbes
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Co™. Sur une courbe G, se trouvent s groupes de I, formés par
les s points unis infiniment voisins de A, comptés chacun p fois.
Par conséquent, les courbes I'"' ont un point s-uple en A’. Mais
les courbes I''" ne sont autres que les sections de ® par les hyper-
plans passant par A/, donc @ a un point s-uple en A'.

Une courbe G, a le genre p(nw — 1)~} 1 ——%s{s — 1); elle

contient une involution d’ordre p ayant s points unis ; par con-
séquent, d'aprés la formule de Zeuthen, le genre x de la courbe
I'™ correspondante est donné par '

2p@—1)+s(p—1)=2pF—1) —s(s—1)

On en déduit que s(s — 2) est multiple de p et comme s<p, on a
§=p,z=m—p-1L

Il y a une correspondance birationnelle entre les tangentes
a Fen A et les tangentes & ® en A’, par copséquent le cone tangent
a4 @ en A’ est irréductible. Le systéme |[Co*| coincide avec le sys-
teme [Co™]; il a le degré pn — p* et par suite [I'”| a le degré
n — p. On en conclut que le point p-uple A’ de ® équivaut, au
point de vue des transformations birationnelles & une courbe
rationnelle de degré — p.

D’autre part, s’il existe sur la surface ® une courbe canoni-
que K’, elle doit rencontrer une courbe I en 2 = — 2 — p points
et une courbe I'” en 2 # — n — p points ; par conséquent K’ ren-
contre la courbe rationnelle équivalente au point p-uple A’ en
p — 2 points,

A un point uni parfait correspond un point de diramation
multiple d’ordre p pour la surface ®. Ce point équivaut & une
courbe rationnelle irréductible de degré — p, rencontrée en p — 2
points par les courbes canoniques éventuelles de ©.

7. Exemple d’une involution possédant des points
unis parfaits. — Considérons, dans 1’espace ordinaire, 1’homo-
graphie de période p > 2,

o _ @ & al 1)
x, z, | exy L'z’

ol ¢ est une racine primitive d’ordre p de 1'unité. La surface F
«d’équation
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azd* @, - b x; - 2l oy (2, 2,) - @ By (@, , 25)
__{_ x3n+1 $4n+l ®, (371 , 3;-2) _|_ . _E_maﬁ xii Oy o2 (33| 35-2) + e
+ Ty T 0, () 5 @) +?w+2 (2, 2)=0,
ol o, @, v sont des formes binaires dont le degré est donné par
I'indice et ot p==2 n -1, est transformée en elle-méme par
I’homographie (1). Celle-ci détermine donc, sur F, une involu-
tion I, d’ordre p, possédant p -+ 4 points unis :

a) Les points O, (0, 0, 1, 0) et O, (0, 0, 0, 1), qui sont des
points unis parfaits, car dans le plan z, = 0 tangent & F en O,,
par exemple, I’homographie (1) détermine une homologie ;

b) Les p 4 2 points

3"3:09 54:0} :Pp-}—S(ml ] $E)=0 ]
qui sont des poinfs unis non parfaits.

Pour construire un systéme [Cl, on peut partir du systdme
ICy'| des sections planes de F ; le syst¢tme |C| obtenu est découpé

sur F par les surfaces d’ordre p. Le systéme |C,| est découpé sur F
par les surfaces. '

hal+leaf +haz e Ml v ay W, =0,
ol r == n® 4 3 n -~ 3. En rapportant projectivement ces surfaces
aux hyperplans d'un espace S,, on obtiendra sans difficulté les
équations de la surface ®.

8. Classification des points unis non parfaits. — Con-
sidérons maintenant un point uni non parfait A. Dans le faisceau
des tangentes & F en A, T détermine une homographie de pério-
de p, non identique, possédant deux éléments unis. En d’autres
termes, il existe, dans le domaine du premier ordre de A sur F,
deux points unis A,, A: et deux seulement.

Transformons birationnellement F en une surface F/ de telle’
sorte qu’au point A corresponde une courbe exceptionnelle o' de
F'. A la transformation T correspond une transformation biration-

nelle T/ de ¥/ en elle-méme, engendrant une involution I,’ d’or-
dre p, transformée de I,. T’ transforme la courbe @’ en elle-méme
et posséde sur cette courbe deux points unis A/, A.', transformés
de Ay, A.. Les points Ay, A/, peuvent étre unis parfaits ou non
parfaits pour I,. Si le point A,/, par exemple, est uni non parfait
pour L/, on transformera F/, birationnellement, en une surface F’
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de telle sorte qu’a A,/ corresponde sur F’ une courbe exception-
nelle a)’. Sur cette courbe, 'involution L” transformée de I,/ pos-
sédera deux points unis A,", A.”, qui pourront &tre unis parfaits
ou non. Et ainsi de suite,

Les points unis non parfaits d’une involution peuvent donc
éire classés d’aprés la manidre dont opére la transformation T
dans les domaines des premier, second, ... ordres du point consi-
déré sur la surface F. Nous verrons plus loin que cette classifica-
lion est essentielle et a sa répercussion sur la singularité de la
surface ® au point de diramation correspondant.

9. Etude des points unis non parfaits. — Soient A un
point uni non parfait de I, ; A,, A. les points infiniment voisins
de A, unis pour I, ; a,, a. les tangentes 3 F en A passant respecli-
vement par A,, A.. Les droites @, ¢. s’appuient chacune sur un
des espaces S, ..., 8= . pour fixer les idées, nous supposerons
que ¢, s’appuie sur S et a. sur 8§?,

Considérons une courbe C,/ tangente 4 a, en A ; ses transfor-
mées G, ..., G,/ touchent o, en A et par conséquent la courbe
G/~ G/ 4 ... 4 G,/ ainsi construite a en A un point p-uple et
au point infiniment voisin A,, un point également p-uple. Dans
le systeme |G|, il existe donc un systéme linéaire de courbes
ayant en A un point p;uple et un second point p-uple A, infini-
ment voisin de A. De méme, il existe, dans |C,|, un systéme
linéaire de courbes ayant deux points p-uples infiniment voisins
successifs A, A.. Ces deux systdmes linéaires appartiennent & un
méme systéme |Co*|, compris dans |C,| et dont les courbes C,*
ont en A un point p-uple & tangentes variables.

Si un point P de F tend vers A sur une courbe Co*, les p — 1
points qui, avec le point considéré, forment un groupe de I, ten-
dent vers A sur les p — 1 autres branches d’origine A de la cour-
be. En d’autres termes, il existe un groupe de I, formé de points
distincts, infiniment voisin de A sur une courbe (,*

Les courbes Co* appartiennent au systéme |G, | formé par les
courbes Co passent par A, mais les systétmes |C,™], |Co*| ne peu-
vent coincider. En effet, si A/ est le point de diramation de ® ho-
mologue de A, les courbes T homologues des courbes o' auraient
un point simple en A’ ; ce point serait simple pour ® et ne serait
pas un point de diramation effectif,
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Cela étant, les courbes G, ne peuvent avoir une tangente
variable en A, car alors elles en auraient p — 1 autres et coinci-
deraient avec les courbes Co*. Les courbes C,'" doivent donc avoir
en A la multiplicité s, (2 < s. < p), les tangentes & ces courbes
étant confondues avec les droites a,, d..

Désignons par G,"™ les courbes C,"™ assujetties & avoir en A
une tangente distincte de a:, a.. Ces courbes ont en A la multipli-
cité s. >s,. Si les courbes Co™ ne coincident pas avec les courbes
Co*, elles ont en A des tangentes coincidant avec a., a. et on a
s;<p. Désignons par C,* les courbes C,® assujetties & toucher
en A une droite distincte de @, @, et ainsi de suite. On forme ainsi
une suite de systémes linéaires

1G], 1C®), vy 1G],

de dimensions respectives r — 1, r — 2, ..., r — v, dont les cour-
bes ont en A les multiplicités s, s:, ...,

5, =P (28 < 8 <o 8,1 P

Les courbes des v — 1 premiers systémes ont leurs tangentes en A
confondues avec @, a: ; les courbes C,™ ont des tangentes va-
riables en A et coincident avec les courbes Co*.

Rapportons projectivement les courbes G, aux hyperplans
d’un espace S,_; & r — 1 dimensions ; nous obtenons ainsi une
surface ®,, image de I, et par suite birationnellement identique
a @, transformée homographique de la projection de @, & partir
de A', sur un hyperplan de 1'espace ambiant ne passent pas par A'.
Nous désignerons par I' les courbes qui correspondent sur ® ou
sur @,, aux courbes C,"'. Sur P, les courbes I''" sont les sections
de la surface par les hyperplans passant par A’ ; sur @, ce sont
les sections hyperplanes.

Aux courbes Co'® correspondent, sur ® et @, des courbes que

nous désignerons par I'® ; sur @,, ces courbes sont découpées par
les hyperplans passant par un certain point Ay’ de la surface.
' En rapportant projectivement les courbes G, aux hyperplans
d’un espace S,_., on oblient une surface ¥, transformée homo-
graphique de la projection de ®,, & partir de A,/, sur un hyperplan
de D’espace ambiant ne passant pas par A). Les sections hyper-
planes de @, sont les courbes I'®.

Aux courbes C,* correspondent, sur ®, ®,, ®,, des cour-
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bes I'® qui, sur ®,, sont découpées par les hyperplans passant par
un certain point A/ de la surface.
En continuant de la sorte, on formera une suite de surfaces

q), (I)I, @2, ) q)v )

dont les ordres vont en décroissant, qui sont toutes des images
de I,. Le probleéme 3 résoudre est 1a détermination des singularités
des v premidres de ces surfaces aux points A/, A/, ..., A, ;.

10. La surface ®, — Le systéme 1G] ale degré pn — p*

1
et le genre p(n—i)—{—i——z-p(p— 1), par conséquent la surface

®, a l’ordre n — p et ses sections hyperplanes ' ont le genre

1
égal, d’apres la formule de Zeuthen, 3 = — 5 (p—1).

Sur chaque courbe C,® se trouve un groupe de I, infini-
ment voisin de A ; & ce groupe correspond un point simple de P, ,
dont le lieu est une droite a. , simple pour la surface. En parti-
culier, aux groupes de I, formés du point A; ou du point A, comptés
p fois correspondent sur o', des points A'y;,A'\y. Mais ces points
sont singuliers pour la surface. Les courbes G, ayant leurs p
tangentes en A confondues avec a, par exemple, forment un sys-
tetme de dimension r —vy —1 et il leur correspond sur @, les
sections de la surface par les hyperplans passent par A’,. Les
courbes G, envisagées forment un systéme linéaire de degré
pn — 2 p®, donc les sections de ¥ par les hyperplans passant par
A’y forment un systéme de degré n — 2 p. Le point A, , et
de méme le point A, , est multiple d’ordre p pour la surface d, .

Si le point A, est uni parfait pour I,, il existe sur chaque
courbe C,® ayant en A les p tangentes coincidant avec a;, P
groupes de I, formés par les points infiniment voisins de A,,
comptés chacun p fois. Dans ce cas, le point A% est p-uple coni-
que pour P, . Si au contraire A, n’est pas uni parfait pour I, il
existe sur chacune des courbes G, envisagées, un seul groupe de
I, formé des p points infiniment voisins de A, ; le point A’ est
p-uple uniplanaire pour ®, . Et de méme pour A/ ,,

La surface ®, est une transformée homographique de L
projection de ®, , , & partir de A’,_,, sur un hyperplan ne passant
pas par A',—tde l'espace S;—,_; contenant ®, ,. Aux points de
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&, _, infiniment voisins de A/, 4 correspondent les points de la
droite o/, de @, . Aux sections de @, par les hyperplans passant
par A’ | (ou par A'y,) correspondent sur ®,_; les courbes décou-
pées sur cette surface par les hyperplans contenant une droite
a, 4y (oud, 5 ) de la surface, passant par A’,_;. On en conclut
que le point A’,_, est simple pour la surface ®,_,.

Si 1’on remonte A la surface ®,_, , on remarquera que le point
A’ _, peutétre, pour cetle surface, soit un point double biplanaire,
soit un point simple.

11. Examen de deux cas particuliers. — Nous avons
résolu le probléme de la détermination des singularités des points
A’, A'y, ... pour les surfaces ®, @, ... dans deux cas (29).

1° Le point A, est uni parfait pour L.

Posons p=2 m—+1. On a v=m 41 les courbes G,
ont en A la multiplicité m 4 1, m tangentes coincidant avec a. et
une avec a; ; les courbes C,*' ont en A la multiplicité m -2,
m — 1 tangentes coincidant avec a et trois avec @, ; ... les
courbes Co™ ont la multiplicité 2m en A, une tangente coincidant
avec @ et 2m — 1 avec ..

En A/, la surface ® a la multiplicité m - 1, le cone tangent
étant formé d’un cone irréductible d’ordre m et d’un plan coupant
le cdne suivant une seule droite. Les points A's, A’,... sont simples
pour les surfaces @, ®,, ...

Au point de vue des transformations birationnelles, le point
A’ est équivalent & I’ensemble de deux courbes rationnelles ayant
un point commun, I'une de degré — (m—-1), lautre de
degré—2. Sila surface @ posséde des courbes canoniques, celles-ci
rencontrent la premiere des courbes rationnelles en m — 1 points,
mais ne rencontrent pas la seconde (33) ;

2 Les points A’, A’y, ... A/,_, soni doubles biplanaires pour
les surfaces @, ®@,, ..., ®,_, . Posons encore p = 2m 1 ;o0na
y=m - 1.

Les courbes Co™ ont en A un point double dont les tangentes
sont a, g : les courbes Go*, un point quadruple avec deux tan-
gentes coincidant avec a, les deux autres avec @, ; les courbes
C.m=Y ont en A la multiplicité 2m, m tangenies coincidant avec

et m avec d..
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12. Multiplicité du point A’ pour la surface ®. — Re-
tournons au cas général. Les courbes C,™ ont en A la mulliplicité
s: < p, les tangentes étant a,, .. Considérons une de ces courbes
et une de ses transformées birationnelles A privée de points mul-
tiples. La courbe A est transformée en elle-méme par une cer-
taine transformation birationnelle = de période p. Les points unis
de 7 sur A correspondent aux différentes branches de la courbe C,™
ayant pour origine A ; le nombre de ces branches s,/ est inférieur -
a s, et par suite & p. De plus, toute branche d’origine A de Co" a
pour homologue sur A un point uni de z. La courbe I'¥ homo-
logue sur @ de la courbe G, considérée a donc s,/ points infini-
ment voisins de A’. Comme les courbes I'" ont des tangentes
variables en A/, il en résulte que la multiplicité de A’ pour la sur-
face @ est au moins égale au nombre s,’ des branches des courbes
G, d’origine A. D’une maniére précise, le cone tangent 4 Ia sur-
face ® en A’ a I’ordre s/, mais certaines parties de ce cdne peuvent
éventuellement &tre multiples, de telle sorte que la multiplicité
de A’ pour ¢ peut étre supérieure a s’

13. Les homographies planes cycliques. — Les homo-
graphies cycliques du plan fournissent des exemples intéressants
de points de diramation, mais méme dans ce cas, la résolution
compléte du probléme posé plus haut est extrémement compli-
quée (28).

Considérons I'homographie T d’équations

/3w =@ e, ety ,

ol ¢ est une racine primitive d’ordre p (p > 2) de 'unité et od o
est un nombre compris entre 2etp —1 (2 <a <p—1). T en-
gendre une involution d’ordre p, I,, possédant trois points unis
0. (1, 0,0), 0. (0,1, 0), O, (0, 0, 1). Chacun de ces points unis
est non parfait et les tangentes unies issues de chacun des points
sont les cotés du triangle de référence.

Nous pouvons prendre pour systdme |C| celui des courbes
d’ordre p. Le systtme |C,| a alors pour équation

3 g —1)—(h—1 Ap—ai g4
Zhhﬁllm )= Pty =0,

k étant un entier pouvant prendre les valeurs 0, 1, 2, ... « el ¢
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un entier satisfaisant, pour chaque valeur de k, & la double iné-
galité

(ev—1) 2 gigk—g.

w—1
Etudions par exemple le point O,. Désignons par O.. le
point (uni) infiniment voisin de O, sur la droite O, Os, par Oi; le
point (uni) infiniment voisin de O, sur la droite O, O,. Effectuons
la transformation quadrique

@yt By =" V1 Y2l Ye¥ao (%)
qui fait correspondre le point 0.’ (1, 0, 0) au point 01a. A T cor-
respond 1'homographie

Wity =yieye T s
Le point O,, est donc uni parfait si « = 2, il est uni non par-
fait si @ > 2.

Pour étudier O, on effectuera la transformation

T Xyl By =21 1 2230 U Y, (8:)

qui fait correspondre 0,” (1, 0, 0) au point O, et 'homographie

212y iy =2, 1T 2y 1 e%g,,

1
4 I'homographie T. Pour « =5 (p -+ 1), O est donc uni par-

fait.
En rapportant projectivement les courbes C, aux hyper-

plans d’un espace linéaire 5‘3;}23- (p -+ 8) dimensions, on obtient

un modele projectif de la surface ® image de l'involution I,
et il est aisé de déterminer la singularité de cette surface au point
de diramalion homologue du point O.. Pour fixer les idées, nous
traiterons rapidement un exemple, choisi de maniére que la sin-
gularité de la surface ® au point de diramation envisagé soit un
poini quadruple dont le cone tangent soit formé de trois parties.

Supposons p =23, « =9. Le systtme |Co,| a alors pour

équation

o 1 0 @V @y w5 M@y @y @ A @y @y @y

4+ hy 0wty + Xz’ z,' + W, @ Ty - hy ®,°%5° 5"° (1)
g a3 @ - 2 3 @ e ho @2 @0 2

+ @y B, T A=y ®," -y " =0.

s
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Ecrivons cette équation sous la forme

ToXo M Xy 2Ky hy Xy =0 @)
et interprétons les quantités X, ..., X1s comme coordonnées ponc-
tuelles d'un espace S;, & 13 dimensions. Cela revient & rapporter
projectivement les courbes C, aux hyperplans de cet espace. Les
équations de la surface ® s’obtiendront en éliminant les x entre
les équations exprimant la proportionnalité des coefficients des A
dans les équations (1) et (2). Au poini uni O, de L, correspond
le point de diramation O/ (Xo=1, X; = ... = X, =0) de d.

Le systtme |C™,| s’obtiendra en faisant X = 0 dans 1’équa-
tion (1). Les courbes C," ont en 0, un point sextuple & tangentes
fixes. Effectuons une fois la transformation §; sur les courbes G,".

Nous obtenons

MYy MY eyt AN vy R ¥ 3 =0 (3)

Les courbes Co ont donc en O, un“point triple A tangentes
fixes. Opérons de nouveau sept fois la transformation 0, sur les
courbes (3) ; nous avons

VR Ay Yot he 1) 0 1y v A ¥a ¥
+ 2 ¥2°) = ¥ ¥yt (M ¥ o R o) 0T ¥ ¥a' (R ¥a (4)
-+ ho ¥2) + PO P P + P R Zh P + M ¥ Py =0

Les courbes C,"” ont donc sept points doubles fixes infini-
ment voisins successifs de O.., le dernier de ces points étant uni
parfait pour L. _

Pour voir ce qui correspond sur la surface ® au domaine du
dernier de ces points doubles, faisons ys==1y. dans 1’équation (4),
puis dans les équations

X, X,

R PYREE

LTI P Y2 Yo
obtenues aprés cetle substitution, faisons tendre y. vers 0. On
obtient ainsi

X’_ ‘:' -v
‘j“?_w;e_%, XIEOJ}"-BZX'}:K?::S’KT:"'
; :Xll'_’oyxlﬂ:o'

Aux points envisagés, correspondent donc les points de la

surface @, infiniment voisins de O,/ situés sur le céne quadratique

X —X, X, =0, X;=0,.---,X;;=0.
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Opérons maintenant deux fois la transformation 8, sur les
courbes (3). Il vient

2,5 (\ 2 + hs 5) + z,* 2,° 3315 (Rs 25° —1‘ Ay 2, 24 + Xy 2,0 24 + A 25°)
"{‘ 2,% 2, 2% ()\? Z5° —l_ hs 2, z,* + ho 2,° 25’ + Ao 25° 2,° —I" h 2.t 2y
+hez’) F M2 257 =0

Les courbes Co™ ont donc deux points simples fixes, infini-
ment voisins successifs de O., dont le dernier est uni parfait
pour I.;. En opérant comme précédemment, on irouve qu’au
domaine de ce point correspondent, sur ®, les points infiniment
voisins de O/, situés dans le plan X, = X, = .., = X, = 0.

Opérons enfin 17 fois la transformation 8. sur les courbes C,";
nous obtenons

2 e M zg) Ry 2 2,0 2,2 .. =0,

Les courbes C," ont donc une suite de 17 points simples
fixes, infiniment voisins successifs de O,, le premier étant O,. et
le dernier étant uni parfait pour I... Au domaine de ce dernier
point correspondent sur @ les points infiniment voisins de O,
situés dans le plan X = .., = X.. = 0.

La surface ¢ a I'ordre 23, le systéme |G| a le degré 23 X 19,
donc 0o est un point quadruple de ia surface @, le céne tangent
étant constitué par le cone quadratique et par les deux plans ren-
contrés plus haut. :

Au point de vue des transformations birationnelles, la singu-
larité de ® en O,/ est équivalente & 1'ensemble d'une conique et
de deux droites, I'une de celles-ci s'appuyant sur la conique et
sur 1'autre droite.

La détermination des singularités des points A,/, A./, ... pour
les surfaces @,, ®,, ... dans le cas actuel s’achéverait sans autre

difficulté que la longueur des calculs.

14. Les points unis non parfaits des involutions du
troisiéme ordre. — Nous allons montrer que, si A est un point
uni non parfait d'une involution cubique I, existant sur une
surface I quelconque, les deux points du domaine du premier

ordre de A, unis pour I,, sont unis parfaits pour cette involu-
tion (27).

Reprenons les notations utilisées plus haut dans le cas général.
Actuellement, I'homographie T de S posséde trois axes $', §¥, §®,
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Le plan tangent « & F en A (point qui appartient & 8'"°' s’appuie
en un point B, sur 8" et en un point B, sur S*. Les tangentes
AB,, AB. sont unies pour T et les points infiniment voisins A,, A.
de A, unis pour I,, appartiennent I'un & la tangente a, = AB,,
l’autre 2 la tangente a. = AB.. Il est aisé de voir que les courbes
Co™ ont nécessairement un point double en A, les tangentes en
ce point étant a,, a., et que les courbes Co™ ont un point triple &
tangentes variables en A.

Sur la surface @, les courbes I''" ont un point double au point
de diramation A’ homologue de A et par suite, A’ est double
pour ®. D’aprés ce que nous avons vu, le point A/ est simple
pour la surface ®,. Il en résulte que le point A’ est un point
double biplanaire de la surface ®. Au domaine du point A’ sur @
correspond, sur @, I'ensemble des droites a.', aw’, se coupant
en A/ et simples pour la surface. Les points de a.,’ (ou a..') cor-
respondent aux groupes de I, infiniment voisins de A, (ou de
A.) et par suite A, (et A.) sont unis parfaits pour Ig

Observons d’ailleurs que la surface @, est d’ordre n — 2 et
que par conséquent, le degré de [C,"'| est égal & 8n — 6. Par
suite, le point A absorbe six intersections de deux courbes G,".
Il en résulte que le plan osculateur & la branche d'une courbe
C.," ayant @, comme tangente, par exemple, est variable avec
cette courbe (et passe par a,). Cela étant, soit S;_, un hyperplan
de X, ne passant pas par A et projetons F & partir de A sur cet
hyperplan. A F correspond une surface F, contenant la droite
a = B,B; et au domaine de A sur F correspond cette droite a.
Sur F,, il correspond & I, une involution L/ ayant comme points
unis (simples pour la surface F:) les points B,, B. et engendrée
par T. Le plan B., tangent & F, en B,, est uni pour T ; il passe
par la droite a. A une courbe C,'” correspond sur I, une courbe C
passant simplement par B,, B. ; la tangente & cette courbe en B,
est I'intersection de @: et du plan osculateur en A & la branche
de la courbe G, envisagée tangente & ;. Cette tangente en B,
a la courbe C est unie pour T et par suite, dans 3., T détermine
une homologie de centre B,. Il en est de méme pour B. el par suite
B., B: sont unis parfaits pour I,/. Par conséquent, A, A. sont
unis parfaits pour L. :

Inversement, si A est un point uni non parfait d'une invo-
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~ lution I, d’ordre premier p, et s’il existe deux points unis parfaits

pour I, dans le domaine du premier ordre de A, on a p=3 (11,1°).

Dans une involution du troisiéme ordre, un point uni non
parfait posséde deux poinis unis parfaits dans son domaine du
premier ordre. Inversement, si une involution d’ordre premier
posséde un point uni non parfait ayant, dans son domaine du
premier ordre, deux points unis parfaits, Uordre de cette invo-
lution est égal a trois. :

Nous avons en outre établi la propriété suivante - désignons
par a; I’espace linéaire lieu des plans osculateurs en A aux courbes
tracées sur F el passant par A. L’espace a, a cinq dimensions, il
est uni par T et s’appuie suivant une droite sur chacun des axes
81, 8%, 8 de T. Les hyperplans de £, découpant sur F les courbes
Co® contiennent a, et réciproquement, les hyperplans des ¥, con-
tenant a, découpent sur F les courbes C,™.

15. Relations fonctionnelles entre les courbes tracées
sur ®. — En partant du systtme |C|, nous avons construit, sur ®,
p systémes linéaires complets |T'|, ITu[, ...IT,.]. Les courbes T,
correspondent aux courbes C; découpées sur F par les hyper-
plans de .. Observons que les hyperplans des systtmes %,, ... 5, _,
passent tous par ', par conséquent les courbes I, T}, ...
passent par tous les points de diramation de la surface P.

A une courbe C de F, non transformée en elle-méme par T,

p—1

correspond sur ® une courbe T ; A cette courbe I correspondent in-
versement, sur F, p courbes C transformées les unes dans les
autres par T. La courbe I' a le genre p (= — 1) |- 1 et posséde

% p(p — 1)n points doubles variables, correspondant aux couples

de points de la courbe C envisagée qui appartiennent i des groupes
de I,. La courbe I appartient donc & un systéme linéaire T, de

genre virtuel p(r — 1) —{—%. p(p—1)n -1, dont la courbe

générale est dépourvue de points doubles.
Faisons varier d'une maniére continue C dans le systéme [C]|
Jusqu’a ce qu’elle coincide avec une courbe Co. La courbe I' varie

d’une manidre continue dans [T, et se réduit & une courbe pr.
On a done

|IT|=|pr].
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Faisons d’autre part varier d’une manidre continue C dans |G|
jusqu’a ce qu’elle vienne coincider avec une courbe C,. La courbe
T se réduit & une courbe pl, & laquelle il faut cependant ajouter
certaines composantes. Les courbes I', passent en effet par les
points de diramation de ® et ceux-ci sont équivalents, au point de
vue des transformations birationnelles, & des ensembles de courbes

rationnelles. On devra done écrire

[Fl=]plh+X],
ot X, est une courbe formée de composantes provenant des points
de diramation de P.

En introduisant des notations analogues pour [I.|, ..., on
aura done
PP | =|pl+ X | = = | plypey + X, | -

Projectivement, cette propriété s'interpréte de la manidre
suivante : désignons par |V| le systéme’linéaire des hypersur-
faces de S, découpant, sur @, le systéme complet |pT’|. (Ce systéme
IVl comprend comme partie le systtme des hypersurfaces d’ordre
p ou coincide avec ce systtme). Le long de chacune des courbes
I, I., ..., T,_., il existe une hypersurface V ayant un contact
d’ordre p — 1 avee la surface .

Appliquons ce qui préceéde au cas p = 2. Un point de dira-
mation est un point double conique de @ ; il est équivalent a
une courbe rationnelle de degré — 2. Une courbe T, rencontre
une telle courbe en un point, car une courbe C, passe simple-
ment (avec une tangente variable) par le point uni correspon-
dant. Si I'on désigne par k le nombre de points unis de I’invo-
lution L, par 11, v: ..., v, les courbes rationnelles équivalentes
aux points de diramation correspondants, on a (16)

|20 | =20y v o by

16. Involutions dépourvues de points unis. — Les invo-
lutions privées de points unis appartenant 3 une surface algé-
brique, ont comme surfaces images des surfaces dont le diviseur
de Severi (*) o est supérieur & 'unité (18).

\&’.\- (*) F. Sevenr, Sulla tolalitd delle curve algebriche tracciate sopra una

superficie algebrica (Math. Annalen, 1906, t. 62, Pp. 194-925); La base
minima pour la totalité des courbes tracdes sur une surface algébrique
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Soit F une surface algébrique contenant une involution
cyclique I,, d’ordre premier p, dépourvue de points unis. Cons-
truisons un systéme |C| invariant pour la transformation T géné-
ratrice de I, et contenant p systémes partiels |Col, [Cil, ..., |C,_.]
composés au moyen de I,. Les systémes linéaires distincts [T'], [T,
..oy ITp_2l qui leur correspondent sur la surface ® image de I,
donnent lieu 4 la relation fonctionnelle

| | =|pl\ | =" =|pPlp.].

Il en résulte que le diviseur = de la surface ® admet p comme
facteur.

Il est aisé de construire par ce procédé des surfaces dont le
diviseur de Severi est un nombre quelconque. Il suffit de consi-
dérer dans 1’espace S; une homographie cyclique de période p >3,
ayant quatre points unis, et une surface F d’ordre Ap transformée
en elleeméme par cette homographie, ne passant par aucun des
points unis de "’homographie.

On observera que la construction précédente de surfaces de
diviseur quelconque est encore valable si p n’est pas un nombre
premier, I'involution étant toujours privée de points unis.

17. Relations entre les invariants des surfaces F et 0.
— Considérons une surface F contenant une involution I, ne
.y AL et
soient A)/, A, ..., A’z les poinls de diramation correspondants
sur P.

possédant qu’un nombre fini de points unis A;, A.,

Supposons qu’en chacun des points A/, ..., A’c | la surface ®
ait une singularité abaissant la classe respectivement de p./, ./, ...,
p’. unités. Si § est la classe de @, I'invariant de Zeuthen-Segre I'
de ®, calculé au moyen d'un faisceau de sections hyperplanes I,
a pour valeur

U'=54 o/ Fps - or pe —n—dr.
Calculons l'invariant de Zeuthen-Segre I de F en partant

du faisceau des courbes C, homologue du faisceau de courbes I'
qui vient d’étre considéré. A une courbe I' ayant un point double

(Annales de I'Ecole norm. sup., 1908, pp. 449-468); Complementi alla leoria
della base per la lotalitda delle curve di una superficie algebrica (Rend.
Circolo Matematico di Palermo, 2° sem. 1910, pp. 265-288).
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en un point simple de ®, correspond une courbe G, ayant p points
doubles. Soit d’autre part p; le nombre de points doubles qui
équivaut & la singularité en A, d’'une courbe C, passant par ce
point. On a

I=pitp+p+t- - po—pn—4dpr—1)—4-
En éliminant 8 entre ces formules, on obtient la relation

ItHd=pT+Hhtatet - +o—pe/ +e/+ o)

Soient maintenant p™ et =" les genres linéaires de F et de &.
Désignons par [I'| le systéme linéaire adjoint a |T'| sur @ ; son
transformé sur F appartient au systtme [C’| adjoint & |C|. Le
degré de [I'| est égal A #' — 1 +4(nw — 1) — n. Le degré effec-
tif du systéme formé par les courbes G/ transformées des courbes
de IT'] est donc égal a

p(="—1)+4p(x—1)—pn.

Lorsque la multiplicité d’un des points A}/, ..., A ' pour la
surface @ dépasse deux, les courbes I passent par ces points et
les courbes C' correspondantes ont des point multiples aux points
unis correspondants. Soit s; le nombre d’intersection de deux de
ces courbes C' absorbés au point A,. Le degré effectif du systéme
de ces courbes C’ est donc

P —1+44p(r—1) —pn— (3,03, 45)
On a done, en comparant les deux relations,
O —1=p ) —1)f o, oy - .
De la relatmn classique
PP +1=12p,+9,
on déduit alors, en désignant par p,, =, les genres arithmétiques
de F, 9,
2 (pa —'_ l) == 12 p(ﬂrx—E— 1) —!_Pl +' - + fr— P (E;].r +' " '_I'"P':r;'
-+ s +. 4o,
Si par exemple I'involution I, posséde =, points unis parfaits

et 7, points unis non parfaits donnant naissance a4 des points
doubles de ® (11, 2°), les relations précédentes deviennent (17)

I4-4=p (I’+4)—(2P—1)‘=|-—(p—1)fs,
“’Mi—q(r“’—i)Jr (p—2)*=,
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2p.+)=22p (=+1)+p—1) (p—5) =

En particulier, pour p=2, on a (v. =0).

(p*—1) =,.

Tf4=21'4+4)—81, p®—1=2(="_1),
4P+ 1) =8 (ry 1) — .

Ces différentes formules pourraient d’ailleurs se déduire des
relations trés générales données par M. Severi (51) pour les
correspondances (n, n') entre deux surfaces algébriques.

18. Involutions réguliéres appartenant & une surface
irréguliére. — Supposons que la surface F soit irrégulidre
et I'involution I, qu’elle contient réguliére. Soit g > 1 'irrégu-
larité de F. Construisons sur F le systéme |Cl, que 'on peut sup-
poser régulier en le remplacant éventuellement par un de ses
multiples. Le systéme [C| appartient & un systtme continu com-
plet |G formé de co? systémes linéaires analogues a |C].

Soit [C| un systéme linéaire, distinct de |G|, appartenant au
systéme |C{. L’homographie T lui fait correspondre un systéme
linéaire [C]. Lorsque le systéme [C] varie d’une manitre continue
dans |G| et vient coincider avec |Gl, le systéme [Cl varie d’une
maniére continue et vient également coincider avec [C[. Par
suite, |G| éppartient au systéme continu |G| et ce dernier est
transformé en lui-méme par T.

Supposons que le systtme {C|{ contienne, ouire [Cl, un
second systéme linéaire [Cil, transformé en lui-méme par T. On

peut supposer sans restriction que le systéme |C:] contient P sys-
temes linéaires partiels |Ciol, |Cul, ..., [Cy ,_.| composés au moyen
de I,, car s’il en était autrement, il suffirait de remplacer |C]| et
par suite |G| par un multiple convenablement choisi. Observons
qu’il n’existe pas nécessairement, parmi les systetmes [Cul, ...,
|Cip—al, un syst®me n’ayant pas pour points-base des points unis
de I,. Nous désignerons par [Tl, ..., ITy,_.| les systémes complets
de courbes d’ordre n qui correspondent sur la surface régulidre
@ aux systemes |Ciol, ..., |G 1],

II ne peut exister, dans le systeme |C{, une infinité de sys-
temes linéaires transformés en eux-mémes par T, car ces systémes
formeraient alors une série continue et on aurait, sur ®, une série

continue de systémes linéaires de courbes d’ordre n, ayant le
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méme comportement aux points de diramation, ce qui est im-
possible puisque la surface @ est régulitre. Cela étant, soit V,
la variété de Picard attachée a la surface F, c¢’est-d-dire fa variété
abélienne 4 g dimensions dont les poinis représentent les sys-
témes linéaires de |C}. D’aprés ce qui précéde, il correspond
a4 T une transformation birationnelle T, de V, en elle-méme,
de période p, n’ayant qu'un nombre fini de points unis (corres-
pondant aux systémes linéaires de }C{ transformés en eux-mémes
par T). Il existe donc, sur la surface @, un nombre fini, multiple
de p, de systémes linéaires de courbes d’ordre n, dont les homo-
logues sur la surface F sont des systémes linéaires (partiels) appar-
tenant au systéme continu |Cf. '

Nous avons particulierement étudié les cas ¢ = 2 (22, 23) et
g =3 (24) ; nous reviendrons plus loin sur le premier de ces
cas.

19. Construction d’involutions irréguliéres apparte-
nant a une surface irréguliére. — Soit L une courbe de genre
¢ contenant une involution cyelique i, d’ordre p, premier. Dési-
gnons par L' la courbe image de cette involution, par o’ son
genre. Considérons la surface F qui représente les couples de
points non ordonnés de la courbe L(*) et la.surface F’ représentant
les couples de points non ordonnés de la courbe 1. La surface F
a les genres

1 1 )
Po=gp—1, P=gel—D—p P'=(—2p—5);

son irrégularité est donc égale & p. La surface F' a les genres

1 1
P/=75¢" (¢'—1), P/=5¢ (') —p, P'V=p"—2) (1¢'—b);

son irrégularité est égale & ¢’
Soit P un point de F représentant le couple de points Py, P.

(Y) Severi, Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica el
sopra certe classi di superficie (Mem. R. Accad. di Torino, 1903, pp. 1-49};
Sulle superficie che rappresentano le coppie di punti di una curva algebrica
(Atti R. Accad. di Torino, 1902-1903, pp. 185-200); De Francms, Sulle
varietd oo® delle coppie di punti di due curve o di una curva algebrica
(Rend. Cire. matem. di Palermo, 1903, pp. 104-121); Marowi, Sulle super-
ficie algebriche possedenti due fasci di curve algebriche unisecantisi (Alli
R. Accad. di Torino, 1902-1903, pp. 149-154).
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de L. Soient P./, P,/ les points que la transformation birationnelle
de L en elle-mé&me, génératrice de i,, fait correspondre & P,, P, :
P’ le point de F représentant le couple P,/ P./. Le point P’ corres-
pond & P dans une transformation birationnelle de F en elle-
méme, de période p, engendrant une involution I, d’ordre p-

Considérons d’autre part, un point Q de F/, les points Q., Q.
de L’ représentés par Q et les deux groupes de i, de L homologues
de Qu, Q.. Il existe p* points de F représentant les couples de L dont
un point appartient & chacun des groupes de i, considérés. Au
point Q, faisons correspondre ces p* points. Les groupes de p*
points ainsi obtenus forment sur F une involution J, d’ordre j
ayant F' comme image. Il est facile de voir qu’un groupe de J est
formé de p groupes de I, ; par suile la surface @, image de I,
posseéde & son tour une involution J/, d’ordre p, ayant F/ come
image.

Si p =2, la courbe lieu des points de F qui représentent les
couples de I'involution i, est une courbe unie de I'involution L.
Par contre, si p > 2, I'involution I, ne posséde qu’un nombre
fini de points unis ; ceux-ci sont les points de F qui représentent
les couples de points unis (distincts ou non) de i,. Si I'involution

i, posséde & points unis, 'involution I, posséde'_j 8(8 -} 1) points

unis. On a d’ailleurs, d’aprés la formule de Zeuthen,

2p(E'—D4+(p—1s=20p—1).

L’involution J posséde toujours une courbe unie : la courbe
de F qui représente les couples de points appartenant & un méme
groupe de 7,. La courbe correspondante sur @ est unie par J'.

Si p' > 0, la surface F’ est irrégulidre et il en est de méme
de la surface ®. Dans le cas ot I'involution i, est dépourvue de
points unis (8= 0), nous avons pu démontrer que I'irrégularité
de @ est égale & ¢’ (35). Ce résultat peut d’ailleurs s’étendre au
cas 8 >> 0. Nous avons également étudié le cas ot L est une courbe
de genre o= 3 non hyperelliptique (19). Le cas ¢ = 2 conduit
aux surfaces hyperelliptiques, il en sera question plus loin.

20. Conditions pour qu’une surface représente une
involution. — Une surface normale ® étant donnée, dans quelles

conditions est-elle 'image d’une involution d’ordre p apparte-
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nant & une surface F et n’ayant qu’un nombre fini de points unis?
Soient x,, @, ..., z, les coordonnées non homogénes des
points de l'espace S, auquel appartient la surface @, est

ey, Xy, v y ) =0,0,=0, ..+ ,0,_,=0

les équations de ®. Supposons qu’il existe une hypersurface

$(z), @, oo 1"*’3)?20
appartenant au systéme linéaire des hypersurfaces découpant sur
@ le systtme p-uple de celui des sections hyperplanes, el ayant un
contact d’ordre p — 1 avec ® en chaque point d’intersection (en
dehors des courbes multiples éventuelles de ®). Considérons,
dans un espace S,;., les équations

0, =0,9,=0, - ,¢_,=0,2" ,=1%¢.

Si ces équations représentent une surface irréductible F,
celle-ci posséde une involution I, d’ordre p, engendrée par 1'ho-
mographie ’

&) =, n) =, - !xr’:$r’xrl‘+l;€‘/’vr+1}
e étant une racine primitive d’ordre p de I'unité. Cette involution
présente un nombre fini de points unis, éventuellement nul.

S’il existe effectivement des points unis, la surface ® doit
présenter les singularités appropriées aux points de diramation
correspondants, points qui doivent appartenir & la section de ®
par I’hypersurface ¢ = 0. Dans ce cas, la surface F esl cerlaine-
ment irréductible, et nous pouvons énoncer le théordme suivant :

Si une surface normale ® posséde un certain nombre de
points singuliers, dont les singularités sont celles de points de
diramation et si, parmi les hypersurfaces découpant sur @ le sys-
téeme p-uple de celui des sections hyperplanes, il en existe une
passant par tous les points singuliers et ayant un contact d’ordre
p — 1 avec la surface en tout point d’interseclion, ceite surface
représente une involution d’ordre p, n’ayant qu’un nombre fini
de points unis, appartenant a une surface algébrique.

En d’autres termes, il faul qu’il existe sur @, en plus des
points de diramation, une des courbes I, I';, ..., ou I,

~ Le cas ol il n’existe pas de points de diramation a donné lieu
4 d'intéressantes recherches de M. Comessaiti (8).
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21. Involutions régulidres du second ordre apparte-
nant & une surface irréguliére. — Soit F une surface d’irré-
gularité ¢ > 1, contenant une involution I. d’ordre deux possé-
dant = points unis. Construisons comme plus haut le systéme |C|
et la surface normale ®, image de L, régulidre par hypothése.
Cette surface possdde ¢ points doubles coniques équivalents 3 7
courbes rationnelles de degré — 2, T4 Tz o0, Yo, eb v est d’ailleurs
multiple de quatre (n° 17).

Le systéme |C[ appartient 3 un systéme continu complet icl,
formé de co® systdmes linéaires, transformé en lui-méme par T
et contenant k = 2¢ systdmes linéaires transformés en eux-mémes
par T. L’un de ces systémes est |C| et donne naissance, sur @, au
systeme des sections hyperplanes |T'| et & un systéme I, dont les
courbes, d’ordre n, passent par les © points de diramation. Dési-
gnons par [Cl, [C.|, ..., [Cesl les autres systtmes de {C| trans-
formés en eux-mémes par T.

Fixons I'attention sur le systtme [C.l. 11 contient deux sys-
lémes linéaires partiels |Cy|, |Gl composés au moyen de I.
Soient [I'n|, [T, les systémes linéaires complets qui leur corres-
pondent sur ®. Supposons que les courbes C,, passent par 7. des
points unis de I, et soit my, le genre des courbes I',,. Les courbes
C étant de genre 2 = — 1, on a, d’aprés la formule de Zeuthen,

4(“11‘_'1)—%'111:'2(2“_'2)'

On en conclut que =, est multiple de 4. Les courbes T, passent
par ©. points de diramation de @ ; désignons par X., la somme
des courbes v équivalentes & ces points.

Considérons une courbe G arbitraire de |G| et soit T Ila
courbe qui lui correspond sur ®. Puisque cette surface est régu-

litre, la courbe T‘-'_varie, lorsque C décrit IC{, dans un systéme
linéaire |T|. En faisant varier C d’une manitre continue dans |C}
et en la faisant tendre vers une courbe Co, puis vers une courbe
Cii, on obtient la relation fonctionnelle

TI=(27|=]2T), X,

En considérant les systdmes [Cal, ... et en introduisant des
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notations analogues, on trouvera, sur @, 21+ systémes linéaires
|I‘[, IT.1, Tal, [Tl ITal, ... tels que

|2P|ﬁ§21‘;1+xn|:|2 Ffz"‘&ﬂ) (‘E:i, 2,"',k—1)

avec
Xao+Xe=n+Tt+1

Observons maintenant que si le diviseur o de ® est impair,
il n’existe, parmi les systtmes [Tul, [T/, ... aucun systeme dont
les courbes ne passent par aucun des points de diramation de @ ;
si o est pair, il en existe un. Comme par hypothese on a g > 2,
on a2 > 4 et par conséquent, on peut dans tous les cas supposer
que 1’on a par exemple 0 < 7, < . Cela étant, I’existence de [T
conduit  celle d’une surface @, contenant une involution d’ordre
deux ayant 7., points unis, dont ® est I'image. De méme, Pexis-
tence de |T.s| entraine celle d'une surface @, contenant une invo-

lution d’ordre deux ayant .. = 7 — T peints unis, dont D est
I'image. Entre @, ®,, existe donc une correspondance (2,2).
Désignons par F, la surface représentant les couples de poinis
homologues dans cette correspondance. La surface F, posséde
deux involutions d’ordre deux, permutables ; I'une posséde 2 71
points unis et a @, comme image, I’autre posséde 2 = poinis unis
et a @, comme image. Le produit des transformations génératrices
de ces involutions engendre & son tour une involution du second
ordre, privée de points unis, ayant F comme image. On arrive
ainsi au théoréme suivant (23).

Si une surface algébrique d'irrégularité q = 2 contient une
involution réguliére d’ordre deuz, n’ayant qu'un nombre fini de
points unis, elle est & son tour U'image d’une involution d’ordre
deuz, privée de points unis, appartenant a une surface algébrique.

Nous avons en outre démontré que la surface F. avait la
méme irrégularité que F.

22. Surface irréguliére contenant une involution de
méme irrégularité. — Soit F une surface d’irrégularité ¢ con-
' tenant une involution I, d’irrégularité g également el n’ayant

qu’un nombre fini de points unis. Construisons comime précé-
demment le systdme |C| sur F et sur la surface ® image de I, les
systtmes [T, ITu, ..., T4l

Le systéme [T

appartient & un systéme confinu complet iy,
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formé de oo systémes linéaires. A ces systémes correspondent, sur
F, co? systémes formant le systéme complet [C{ déterminé par |C|.

Les courbes des systémes linéaires de }I'{ ne passent pas en gé-
néral par les points de diramation de ® et par conséquent, chaque
systéme linéaire de |C| contient p systémes linéaires partiels com-
posés au moyen de I, ; les courbes de I'un de ces systémes ne
passent pas par les points unis de I,, mais s’il existe de tels points,
les courbes des p — 1 autres systémes les contiennent. On en con-
clut qué si I, posséde effectivement des points unis, les surfaces F,
@ ont méme variété de Picard.

Supposons maintenant que I, soit dépourvue de points unis.
Dans chacun des systémes linéaires de |Cf, il y a p sysiémes
linéaires composés au moyen de I,. Les systémes linéaires corres-

pondant sur ® appartiendront, dans un certain ordre, aux syste-
mes continus complets T}, {T'{,---, .

Si les systémes |I'l,|I{ sont distincts, on a une relation fone- ‘

tionnelle

| pU =1} pl) |

et le diviseur de Severi ¢ de @ est multiple de p. Les surfaces F,
@ ont méme variété de Picard. Si le diviseur ¢ de ® n’est pas
multiple de p, les systdmes |T'{,-..,|[,_,{ coincident. Soient
alors V,, V,/ les variétés de Picard de F, @. A un point de V, cor-
respondent p points de V,/ et on a, sur cette variété, une involu-
tion I/, d’ordre p, dont V, est I'image. Comme chaque syst®me
|Gl de }Cl contient p systémes linéaires composés au moyen
de T,, I'involution I/ est privée de points unis.

On en conclut que (25, 36).

Si une surface F irréguliére contient une involution d’ordre p,
n’ayant qu’'un nombre fini de points unis, de méme irrégularité ;
si Uinvolution 1, posséde effectivement des points unis, la surface
F et la surface ® image de I, ont méme variété de Picard ; si I, est
dépourvue de points unis et si le diviseur de ® étant maultiple de p,
les surfaces F, ® peuvent avoir méme variété de Picard ; dans les
autres cas la variété de Picard de ® contient une involution d’or-
dre p, privée de points unis, dont l'image est la variété de Picard
de F.

23. Involutions d’ordre quelcongue. — Considérons

:j__ |
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maintenant, sur F, une involution cyclique I, d’ordre m quel-
conque, n’ayant qu'un nombre fini de points unis. Désignons
encore par T la transformation birationnelle génératrice de 1,,.
Les points unis de I'involution I, ne sont pas nécessairement
des points unis de T. Si p est un facteur de m, il peut exister des

groupes del;- points dont chacun est transformé en lui-méme

par T*, mais non par T.

Pour construire une surface image de Iinvolution I, on
procédera de la manidre suivante : soient p un facteur premier
de m, I, I'involution engendrée sur F par la transformation T,
ot m == pq. Chaque groupe de I,, sera composé de g groupes de
I,. Construisons une surface normale ®,, image de I,. A U'involu-
lion I, correspond sur ®, une involution I,, d’ordre g, n’ayant
qu’un nombre fini de points unis. Soit alors @,/ une transformée
birationnelle de ®, dépourvue de points singuliers. Si p, est un
facteur premier de ¢, on recommencera 1’opération précédente
sur la surface ®,'. Ei ainsi de suite.

Le méme procédé peut servir pour construire une surface
image d’une involution I,, d’ordre m, n’yant qu’un nombre fini
de points unis, engendrée par un groupe de transformations de la
surface F en elle-méme.

On remarquera que, dans tous les cas, on peut construire
sur F un systéme linéaire |C|, transformé en lui-méme par les
transformations générairices de I,, et contenant un systéme
linéaire partiel |Ci| composé au moyen de I, dont les courbes
n’ont pas pour poings-base des points unis de Iinvolution. II suffit
de reprendre le raisonnement fait au début de cet exposé, en appli-
quant au systéme |C.'| toutes les transformations génératrices
de I,, et leurs différentes puissances. En rapportant projective-
ment les courbes Co aux hyperplans d’un espace convenablement
choisi, on obtiendra une surface normale ® image de I,,. Tl g’agira
alors de déterminer les singularités de @ aux points de diramation.

Observons d’ailleurs qu’en étendant un théoréme de MM. En-
riques et Severi relatif aux surfaces hyperelliptiques, nous avons
pu démontrer que toute involution n’ayant qu'un nombre fini de
points unis, appartenant & une surface algébrique, est engendré
par un groupe de transformations birationnelles de cette surface
en elle-méme (17).
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24. Application aux surfaces ayant une courbe cano-
nicque ou pluricanonique d’ordre zéro. — Les premiéres
recherches sur les involutions cycliques appartenant & une surface
algébrique ont porté sur le cas ol la surface conienant I'involu-
tion et la surface image ont des courbes canoniques ou pluricano-
niques d’ordre zéro. Ces surfaces sont :

1° Les surfaces hyperelliptiques (surfaces de Picard et surface
de Jacobi), de genres p, = P. =1, p, = — 1. Ces surfaces possé-
dent une courbe canonigue d’ordre zéro (et par suite une courbe
i~canonique d’ordre zéro). Tout systéme linéaire de genre = tracé
sur la surface a le degré 2 = — 2 et la division = — 2 ; il appar-
tient & un systéme continu oo’ ;

2° Les surfaces de genres un, caractérisées par p, = P.= 1.
Ces surfaces possédent une courbe canonique d’ordre zéro (et par
suite une courbe i-canonique d’ordre zéro). Toute courbe de
genre © tracée sur Ja surface appartient & un systéme linéaire com-
plet de degré 2 = — 2 et de dimension = ;

3° Les surfaces de bigenre un, caractérisées par p, = P, =0,
P, = 1. Ces surfaces possédent une courbe bicanonique et une
courbe 2 i-canonique d’ordre zéro, mais sont dépourvues de cour-
bes canonique et (2 i - 1)-canoniques. Une courbe de genre w
tracée sur la surface appartient & un sysiéme linéaire complet de
degré 2 © — 2 et de dimension = — 1.

Considérons une correspondance rationnelle (1, m) entre
deux surfaces @, F appartenant & 'une des catégories précédentes,
en tenant compte du fait, dans le choix de @, que le genre géomé-
trique p, et Uirrégularité p, — p, de ® soni respectivement au
plus égaux au genre géoméirique et & I'irrégularité de F. L’invo-
lation 1, d’ordre m, ainsi déterminée sur F, ne peut avoir une
courbe unie, car celle-ci appartiendrait & la courbe canonique de
la surface. Cette involution ne posséde donc qu’'un nombre fini
de points unis et par suite elle est engendrée par un groupe de
transformations birationnelles de la surface F en elle-méme. Ce
théoréme a 6té démontré par MM. Enriques et Severi (11) dans
le cas ol la surface F est hyperelliptique, par M. Enriques (10)
dans le cas oir la surface F est de genres un, par nous (14) lorsque
T est de bigenre un.

Le probleme de la détermination des singularités de la sur-
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face @ aux points de diramation est simplifié dans le cas actuel
par le fait que cette surface (supposée normale) ne peut posséder
de point de multiplicité supérieure & deux. Par conséquent, si m
est premier, un point de diramation est un point double conique
{m =2) de la surface ® ou un point double biplanaire (m > 2)

auquel sont infiniment voisins successifs une suite de — (m — 3)

=

points doubles biplanaires dont le dernier est ordinaire.

Supposons m = p premier impair et reprenons les notations
du cas général. La surface normale @ a l'ordre n =27 —2 ; la
surface normale F a I'ordre 2 p(= — 1). Un point A de ¥, uni
pour l'involution I, est nécessairement, d’aprés ce qui précede,
un point uni non parfait. Il convient ici de faire une observation.
Supposons pour plus de simplicité p = 3 ; dans le domaine du
point A, il exisle deux points A,, A;, unis parfaits pour I.. Si I'on
projette la surface F & partir de A sur un hyperplan de I, ne pas-
sant pas par A, on obtient une surface ¥/, contenant une involu-
tion I/, projection de I, possédant deux points unis parfaits B,
B., projections de A,, A.. Il semble donc qu’il y ait ici une contra-
diction. Il n’en est cependant rien, car la surface I’ n’est pas une
surface normale, puisque le systéme des sections hyperplanes de
cette surface n’est pas complet. '

Les involutions abparlenant aux surfaces envisagées ici ont
éié étudiées en détail. Le cas ou la surface F est hyperellipligue a
été considéré par MM. Enriques et Severi (11) d’'une part, par
Bagnera et M. De Franchis (2) d’autre part, en utilisant le fait
que les coordonnées d’un point d’une telle surface s’expriment
en fonctions quadruplement périodiques de deux parameétres. En
particulier, parmi ces surfaces se trouve la surface de Jacobi,
représentant les couples de points d'une courbe de genre deux.
Ei les involutions appartenant & une surface de Jacobi dérivent
des involutions apparlenant & une courbe de genre deux.

Nous avons étudié les cas ot F et @ sont de genres un (12),
ou de genres zéro et de bigenre un (14), et enfin le cas ot F est

de genres un, ® étant de genres zéro et de bigenre un (15).
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