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MMSN ANS ses profondes recherches sur les surfaces hyperel- 
&\ liptiques, M. E. Picard s’est particulièrement attaché 

à ÿ/ä aux surfaces dont les coordonnées des points s’expri- 
PSP ment en fonctions abéliennes de deux paramètres, de 

telle manière qu’à tout point de la surface corresponde un seul 
système de valeurs de ces paramètres, aux périodes près. Ces 
surfaces ont été appelées surfaces de Picard par H. Poincaré. Plus 
tard, G. Humbert a considéré certaines surfaces hyperelliptiques, 
el particulièrement les surfaces de Kummer, telles qu’à tout point 
de la surface correspondent deux systèmes de valeurs des para- 
mètres, aux périodes près. En 1907, l'Académie des Sciences pro- 
posa d’étudior les surfaces hyperelliptiques telles qu’à un point 
de la surface correspondent plusieurs systèmes de valeurs des 
paramètres. Dans le Mémoire qui fut couronné (Prix Bordin, 
1907), MM. Enriques et Severi ont démontré que toute surface ré- 
pondant à la question est l’image d’une involution appartenant 
à une surface de Jacobi, c’est-à-dire-à une surface qui représente 
les couples de points d’une courbe de genre deux et qui est une 
surface de Picard particulière. Si l’on écarte les surfaces ration- 
nelles et les surfaces réglées (ou référables par des transforma- 
tions birationnelles à des réglées), ces involutions ne présentent 
qu’un nombre fini de points unis et sont engendrées par des 
groupes finis de transformations birationnelles de la surface en 
elle-même. Vers la même époque, la question fut également, étu- 
diée avec succès par Bagnera et M. De Franchis, dont un mémoire 
fut couronné deux ans plus tard par l’Académie (Prix Bordin, 
1909). 

De ces travaux, retenons l’intérêt que présentent les involu- 
tions n’ayant qu’un nombre fini de points unis appartenant à 
une surface algébrique. 
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Considérons les surfaces de genres un, surfaces que !’on peul 

toujours ramener, par des transformations birationnelles, à des 

surfaces d’ordre 2x — 2, à sections hyperplanes de genre =, ap- 

partenant à un espace linéaire à = dimensions (pour = =3, on 

obtient les surfaces du quatrième ordre). Les correspondances 

rationnelles entre deux surfaces de ce type conduisent également 

à des involutions n’ayant qu’un nombre fini de points unis ; sur 

les conseils de M. Enriques, nous en avons fait l’étude. Nous 

sommes ensuite passé à des recherches plus générales sur les 

involutions n’ayant qu’un nombre fini de points unis, apparte- 

nant à une surface algébrique quelconque et nous avons plus 

particulièrement étudié les involutions cycliques. Nous nous pro- 

posons, dans ce qui suit, d’exposer les résultats que nous avons 

obtenus dans cette voie. Cet exposé est le développement d’une 

conférence que nous avons eu l’honneur de faire à l’Université de 

Poitiers, en mai 1934 (). 

Nous avons fait suivre notre travail d’une liste aussi complète 

que possible des travaux consa srés aux correspondances entre 

deux surfaces algébriques (*) ; nous avons également indiqué dans 

quels ouvrages le lecteur pourra trouver l’exposé des théories de 

géométrie algébrique dont nous faisons usage. 

Liége, le 14 septembre 1934. 

() Nous saisissons cette occasion de remercier M. le Recteur Martino, 
M. Billard, Doyen de la Faculté des Sciences et notre excellent Collègue 
M. Bouligand, qui ont eu l’amabilité de nous inviter à faire des conférences 
à l’Université de Poitiers. Nous tenons également à remercier M. Cartan 
d’avoir accepté le présent travail dans la collection qu’il dirige. 

(%) Les nombres en caractères gras, placés dans le texte, renvoient à 
cette liste bibliographique. 
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1. Préliminaires. — Soit F une surface algébrique possé- 
dant une transformation birationnelle T en elle-même, de période 
P, ou p est un nombre premier. Il existe, sur la surface F, co® 
groupes de p points tels qu’un groupe contenant un point contient 
les p — 1 points que T, T*, ..., T"* lui font correspondre ; l’en- 
semble de ces cc* groupes de p points constitue une involution I,, 
d’ordre p. “ 

En général, un point de la surface F appartient à un et un 
seul groupe de l’involution I, ; il peut cependant exister un nom- 
bre fini de points, fondamentaux par la transformation T, appar- 

tenant à œ" groupes. 
On appelle surface image de l’involution I, une surface ® 

dont les points correspondent birationnellement aux groupes de 
l’involution. Entre les surfaces ® et F, on a donc une correspon- 
dance (1, p). 

Il peut exister, sur la surface F, des points transformés en 
eux-mêmes par T et par suite par les puissances de T ; un tel 
point, compté p fois, forme un groupe de l’involution I, ; nous 
dirons que c’est un point uni de l’involution I,. Le point de la 
surface ® qui correspond à un point uni, sera appelé point de 
diramation. Les points unis de l’involution I, peuvent être en 
nombre fini ou infini et dans ce dernier cas ils forment une courbe 
algébrique : la courbe unie de l’involution. Dans ce qui va sui- 
vre, nous ne considérerons que les involutions n’ayant qu'un 
nombre fini de points unis. Il peut sembler à première vue que 
nous nous limitons ainsi à un cas très particulier ; il convient 
cependant d’observer que si F est un plan et T une homographie 
cyclique de période p > 2, le cas général est celui où T est non 
homologique, I, possédant alors trois points unis. 
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2. Construction d’un modéle projectif de la surface F. 

— Nous commencerons par construire une surface de la classe 

de F (c’est-à-dire en correspondance birationnelle avec F) sur 

laquelle la transformation T soit déterminée par une homogra- 

phie de l’espace ambiant. A cet effet nous démontrerons l’exis- 

tence, sur F, de systèmes linéaires de courbes transformés en eux- 

mêmes par T, sans que chaque courbe du système soit transformée 

en elle-même par T. 

Considérons, sur la surface F, un système linéaire simple 

|G|, ce* au moins, dépourvu de points-base (par exemple le sys- 
tème des sections planes ou hyperplanes de F). Les transforma- 

tions T, T*, ..., T"* font correspondre à |C:'| des systèmes linéai- 

res |Ga'|, |C:'|, ..., |G/l (qui peuvent éventuellement coïncider 

avec |C:'|). Le système linéaire complet 

G} = 1C C4 + ... +C;1 

est transformé en lui-même par T en ce sens qu’une courbe C est 

transformée par T en une courbe C distincte ou non de la pre- 

mière. 

Supposons que le système |C| soit composé au moyen de 

l’involution I,, c’est-à-dire que les courbes C passant par un point 
de F passent en conséquence par les p — 1 qui, avec le point con- 

sidéré, forment un groupe de I,. Dans ce cas, chaque courbe C 

est transformée en elle-même par T. Nous allons montrer que l’on 

peut trouver un entier positif À tel que le système |XC| ne soit pas 

composé au moyen de I,. Dans l’hypothèse envisagée, aux cour- 
bes C correspondent sur ® des courbes I' formant un système 
linéaire complet |T| de même dimension que |C|. Si n est le 
degré et = le genre de [T, le système |C| a le degré pn et, d’après 

la formule de Zeuthen, le genre p(7 — 1)-+ 1. Considérons les 

systèmes |AC| et |AF|. Le système [P| a le degré et le genre respec- 
tivement égaux à 

Xn ; M( —1) + %X(Â—i)n+1 

et le système |AG|, le degré et le genre respectivement égaux à 

¥pn, p (e — +520 —D pa+1. 

On peut supposer À assez grand pour que les systèmes [ACI, 



APPARTENANT À UNE SURFACE ALGÉBRIQUE 9 

lAP| soient réguliers. Les dimensions R, , r, de ces systèmes sont 

alors données par le théorème de Riemann-Roch et respective- 

ment égales à 

Ry = pof 5 (1) pn —}p(= — 1), 

n=«a+%ï0—+î) n—)(a—1), 

Pa étant le genre arithmétique de F, =, celui de ®. Il est bien évi- 

dent que l’on peut prendre À suffisamment grand pour que R, 

soit supérieur à r, . Pour cette valeur de À (et pour les valeurs su- 

périeures), le système |AC] n’est pas composé au moyen de I,, car 

autrement chaque courbe de |\C| serait la transformée d’une 

courbe de |AT'|. Par contre, |XC| est transformé en lui-même par T. 

En résumé, nous pouvons toujours former, sur F, un système 

linéaire non composé au moyen de I,, mais transformé en lui- 

même par T. Soient |C| un tel système, R’sa dimension. Rappor- 

tons projectivement les courbes C aux hyperplans d’un espace 

linéaire S, à R dimensions ; à la surface F correspond biration- 

nellement une surface de S, que nous désignerons toujours par F. 

Les sections hyperplanes de cetle nouvelle surface F correspon- 
dent aux courbes C ; nous les désignerons encore par C. A la 

transformation C correspond une transformation birationnelle de 

la nouvelle surface F en elle-même, échangeant entre elles les 

sections hyperplanes de cette surface ; cette transformation est 

donc une homographie (cyclique, de période p); nous la dési- 

gnerons encore par T. 

L’homographie T étant cyclique, est générale. On peut suppo- 

ser, quitte à remplacer éventuellement dans les raisonnements 

précédents |C| par un de ses multiples convenablement choisi, 

que l’homographie T possède p axes ponctuels (espaces linéaires 

formés de points unis) que nous désignerons par S”, S, .., 

S-v, Les hyperplans passant par p — 1 de ces axes sont unis 

pour T et découpent, sur F, des courbes C transformées en elles- 

mêmes par T. Nous désignerons par Z, le système des hyperplans 

passant par les axes de T, ¥ excepté. La dimension de , est égale 

à celle, r,, de l’espace 8. Les systèmes Z,, %, ..., %, découpent, 

sur F, des systèmes partiels composés au moyen de l’involution I,. 

On peut prendre, comme modèle projectif de la surface F, une 
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surface sur laquelle l’involution I, est engendrée par une homo- 

graphie cyclique, le système des sections hyperplanes contenant 
p systèmes partiels composés au moyen de Uinvolution. 

3. Position des points unis de l’involution. — La courbe 

réductible C" — C" + ... 4 C;! est transformée en elle-même 
par T, elle appartient donc à un hyperplan de l’un des systèmes 
Z, .… E,- ; pour fixer les idées, nous supposerons que c’est au 

système X, et nous désignerons par [Co| le système partiel décou- 

pé sur F par les hyperplans de %,. La courbe réductible envisagée 

est donc une courbe C. particulière. 

Soit A un point uni de I, ; supposons en premier lieu qu’il 

ne soit pas fondamental pour T. D’après les hypothèses faites sur 

[C:"|, la courbe C," + ...+ G,/ ne passe pas par A, par suite A 
ne peut être un poinl-base de |Co|. D'autre part, A appartient à 
un des axes de T ; cet axe est nécessairement S, 

Supposons maintenant que le point uni A soit fondamental 
pour T. Aux points de la surface F primitive, infiniment voi- 
sins de A, T fait correspondre les points d’une courbe a,, passant 
un certain nombre de fois par A. Parmi les points de a, infiniment 
voisins de A, se trouvent des points unis de T. A la courbe a, T 
fait correspondre une courbe a. ; à celle-ci une courbe às et ainsi 
de suite jusqu’à une courbe à,_ aux points de laquelle T fait cor- 
respondre les points infiniment voisins de A. Les courbes a2, @, 

.., @p-1 passent par les points infiniment voisins de A, situés 
sur ,, unis pour T. 

La courbe C:' rencontre les courbes di, as, ..., a,.. en des 

points variables et par suite la courbe C" + … — C,/ passera un 
certain nombre de fois par A, mais les tangentes à cette courbe 
en ce point seront toutes variables avec C:'. Il en résulte que les 
courbes Co ont en A un point multiple à tangentes variables. Par 
suite, à l’ensemble de A et des courbes ai, ..., ¢,_, correspondra, 

sur la nouvelle surface F de S,, Un ensemble de p courbes ration- 
nelles ayant en commun des points qui correspondent aux points 
unis infiniment voisins de A. Ces points n’appartiennent pas en 
général aux courbes C. et par suite sont des points communs à F 
et à l’axe S, 

Sur le modèle projectif de la surface F construit plus haut, 
les points unis de l’involution I, appartiennent à l’espace S et 
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sont simples pour la surface. Il en résulte que seul le système 

partiel |Co| est dépourvu de points-base. Les systèmes partiels dé- 
coupés sur F par les hyperplans de %, ..., E,-1, ont pour points- 

base les points unis de I,. 

4. Construction d’un modèle projectif de la surface ®. 

— Désignons par r = ro la dimension du système partiel, com- 

posé au moyen de I,, |Co|. Rapportons projectivement les cour- 

bes C, aux hyperplans d’un espace linéaire S, à r dimensions. A 

la surface F correspond une surface de S, qui représente les grou- 

pes de I, et qui est par suite un modèle projectif de la surface ®, 

modèle projectif normal. 

Soient T les sections hyperplanes de la surface ® qui vient 

d’être construite, x leur genre, n l'ordre de ® (degré de |T[). La 

surface F est d’ordre pn et, d’après la formule de Zeuthen, les 

courbes Co et par suite les courbes C, ont le genre p(x — 1) — 1. 

Appelons [C:|, |C:|, ..., |C,-1| les sy'stèmes linéaires partiels, 

composés au moyen de I,, découpés sur F par les hyperplans de 

2, B, <… Bp-s ; par D, IT:|, … T, les systèmes linéaires 

(nécessairement complets) qui leur c rrespondent sur ®. Les 

courbes de ces derniers systèmes passent par les points de dira- 
mation de la surface ® et leurs caractères (degré, genre) dépen- 

dent de leurs comportements en ces points. Les courbes Ty, T, 

.., P,- sont d’ordre n et les systèmes [T'[, [P:|, ..., |F,-1| ont les 

dimensions respectives r:, 72, ..., T,-. On a d’ailleurs, d’après la 

théorie des homographies, 

rHrbeePmstp=R+1. 
5. Classification des points unis. — Soit A un point uni 

de I,, appartenant par conséquent à S‘’. Le plan tangent « à F en A 

est également uni pour T. Deux cas peuvent se présenter : 

a) A toute courbe tracée sur F et passant simplement par A, 

T fait correspondre une courbe tangente à la première en A. Le 

point À est dit point uni parfait de l’involution. Tous les points 

de F infiniment voisins de A sont unis pour I,, ou encore, T déter- 

mine, dans le plan «, une homologie de centre A ; 

b) A une courbe tracée sur F et passant simplement par A, 

T fait correspondre une courbe ne touchant pas en général la 

première en A. Le point A est appelé point uni non parfait de 
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l’involution. Dans le domaine du premier ordre de A sur F, T 

détermine une involution d’ordre p ayant par suite deux points 

unis. 

Désignons par Cs les courbes Co passant par le point uni A. 

Si les courbes C. avaient un point simple en A, il y aurait, sur 

chacune de ces courbes, une involution d’ordre p n’ayant qu’un 

point uni, ce qui est impossible d’après la formule de Zeuthen. 
Les courbes G, ont donc un point au moins double en A et par 

suite, les hyperplans de B passant par A contiennent le plan « 

tangent à F en A. Ce plan ne peut donc avoir en commun avec 

S” que le point A ; il s’appuie donc soit suivant une droite sur 

un des espaces S, ..., S-”, soit suivant un point sur deux de 

ces espaces. Dans le premier cas, À est un point uni parfait, dans 

le second cas un point uni non parfait. 

En particulier, si p=2, le plan « s’appuie nécessairement 

suivant une droite sur l’espace S™ et A est nécessairement un 
point uni parfait. On retrouve ainsi un théorème de M. Severi 

(52): Une involution du second ordre (n’ayant qu’un nombre 

fini de points unis) ne possède que des points unis parfaits. 

6. Points unis parfaits. — Supposons que A soit un point 

uni parfait de l’involution I,. Reprenons les systèmes |C/|, |Cz|, 
.… 1G)'] considérés plus haut. Considérons une courbe C pas- 
sant simplement par À ; T et ses puissances successives lui font 

correspondre des courbes C:', C:!, ..., G, tangentes en A à la 

courbe Cu’. Nous avons donc construit une courbe C, particulière, 
ayant en À un point multiple d’ordre p à tangentes confondues. 
Nous pouvons construire d’autres courbes C, possédant la même 
propriété, mais dont les tangentes en A sont distinctes de la 
tangente à la première. Ces différentes courbes C. appartiennent 
à un système linéaire dont les courbes ont un point multiple 
d’ordre p, à tangentes variables, en A. Nous désignerons ces cour- 

bes par Co*. 

De ce qui précède, on conclut que les courbes Co, assujetties 
à passer par À, acquièrent en ce point une multiplicité s telle que 
r<s<p. Ces courbes, que nous avons désignées par Co”, forment 
un système linéaire et ont des tangentes variables en A. 

Désignons par A’ le point de diramation de ® qui correspond 
à A, par T” les courbes T de ® qui correspondent aux courbes
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Co™. Sur une courbe Co‘Ÿ se trouvent s groupes de I, formés par 

les s points unis infiniment voisins de A, comptés chacun p fois. 

Par conséquent, les courbes F ont un point s-uple en A’. Mais 

les courbes T” ne sont autres que les sections de ® par les hyper- 

plans passant par A/, donc ® a un point s-uple en A’. 

Une courbe Co a le genre p(x — 1)~ 1 —âs(s — 1); elle 

contient une involution d’ordre p ayant s points unis ; par con- 

séquent, d’après la formule de Zeuthen, le genre x de la courbe 

T correspondante est donné par 

2p@—)ds(p—1)=2p@H—1) —s(s—1). 
On en déduit que s(s — 2) est multiple de p et comme s<p, on a 

s=pe=r—p+l 

Il y a une correspondance birationnelle entre les tangentes 

à F en A et les tangentes à ® en A', par conséquent le cône tangent 

à ® en A’ est irréductible. Le système [Co*| coïncide avec le sys- 
tème |C”|; il a le degré pn — p* et par suite |[| a le degré 

n — p. On en conclut que le point p-uple A’ de ® équivaut, au 

point de vue des transformations birationnelles à une courbe 

rationnelle de degré — p. 

D’autre part, s’il existe sur la surface ® une courbe canoni- 

que K/, elle doit rencontrer une courbe P en 2 = — 2 — p points 

et une courbe I'” en 2 7 — n — p points ; par conséquent K’ ren- 

contre la courbe rationnelle équivalente au point p-uple A’ en 

P — ? points. 

A un point uni parfait correspond un point de diramation 

multiple d’ordre p pour la surface ®. Ce point équivaut à une 

courbe rationnelle irréductible de degré — p, rencontrée en p — 2 

points par les courbes canoniques éventuelles de ®. 

7. Exemple d’une involution possédant des points 

unis parfaits. — Considérons, dans l’espace ordinaire, l’homo- 

graphie de période p > 2, 

@/ @ x =/ 

z, z, T ewy 'y û 1) 

où e est une racine primitive d’ordre p de l’unité. La surface F 

«d’équation 
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aop æ 4= Da,P æ H P ay (0 e) + 2 By (21, @) 

ot e p @, 0) bt el gy (@ @) H =- 
s @5 9, (@15 62) H Ppyo (@1, @) =0, 

où o, B, p sont des formes binaires dont le degré est donné par 

l’indice et ot p—2 n 1, est transformée en elle-même par 
l’homographie (1). Celle-ci détermine donc, sur F, une involu- 

tion I, d’ordre p, possédant p — 4 points unis : 

a) Les points O, (0, 0, 1, 0) et O. (0, 0, 0, 1), qui sont des 
points unis parfaits, car dans le plan æ = 0 tangent à F en O,, 
par exemple, l’homographie (1) détermine une homologie ; 

b) Les p —2 points 

23=0, 2,=0, ¢,.(z,2)=0, 

qui sont des points unis non parfaits. 

Pour construire un système |Cl, on peut partir du système 
[C:"| des sections planes de F ; le système |C| obtenu est découpé 
sur F par les surfaces d’ordre p. Le système }Cl est découpé sur F 
par les surfaces. 

X eP H d 04P 5 ez 04 HM 05" w 0a H d uP =0, 

oùr=n'-3n<-3. En rapportant projectivement ces surfaces 

aux hyperplans d’un espace S,, on obtiendra sans difficulté les 
équations de la surface ®. 

8. Classification des points unis non parfaits. — Con- 
sidérons maintenant un point uni non parfait A. Dans le faisceau 
des tangentes à F en A, T détermine une homographie de pério- 
de p, non identique, possédant deux éléments unis. En d’autres 

termes, il existe, dans le domaine du premier ordre de A sur F, 
deux points unis A,, A; et deux seulement. 

Transformons birationnellement F en une surface F" de telle 
sorte qu’au point A corresponde une courbe exceptionnelle o de 
F’. À la transformation T correspond une transformation biration- 
nelle T/ de F" en elle-même, engendrant une involution I,/ d’or- 
dre p, transformée de I,. T’ transforme la courbe a’ en elle-même 
et possède sur cette courbe deux points unis A:', A.', transformés 
de Ay, A.. Les points A/, A.', peuvent être unis parfaits ou non 
parfaits pour I/. Si le point A/, par exemple, est uni non parfait 
pour [,', on transformera F', birationnellement, en une surface F" 
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de telle sorte qu’à A corresponde sur F" une courbe exception- 
nelle a’. Sur cette courbe, l’involution L" transformée de I,/ pos- 
sédera deux points unis A:", A.", qui pourront être unis parfaits 
ou non. Et ainsi de suite. 

Les points unis non parfaits d’une involution peuvent donc 
être classés d’après la manière dont opère la transformation T 
dans les domaines des premier, second, … ordres du point consi- 
déré sur la surface F. Nous verrons plus loin que cette classifica- 
tion est essentielle et a sa répercussion sur la singularité de la 
surface ® au point de diramation correspondant. 

9. Etude des points unis non parfaits. — Soient A un 
point uni non parfait de I, ; A1, A, les points infiniment voisins 
de A, unis pour I, ; à, à les tangentes à F en A passant respecti- 
vement par A:, A,. Les droites , a: s’appuient chacune sur un 
des espaces 8™, ..., S-" ; pour fixer les idées, nous supposerons 
que à s’appuie sur S et à sur S. 

Considérons une courbe G," tangente à a en A ; ses transfor- 
mées C:', ..., G,/ touchent a en A et par conséquent la courbe 
C#F C # ... 4 C;! ainsi construite a en A un point p-uple et 
au point infiniment voisin A,, un point également p-uple. Dans 
le système |Col, il existe donc un système linéaire de courbes 
ayant en À un point p;uplc et un second point p-uple A, infini- 
ment voisin de A. De même, il existe, dans |C.|, un système 
linéaire de courbes ayant deux points p-uples infiniment voisins 
successifs A, A,. Ces deux systèmes linéaires appartiennent à un 
même système [C*|, compris dans |Co| et dont les courbes Co* 
ont en A un point p-uple à tangentes variables. 

Si un point P de F tend vers À sur une courbe Co*,les p—1 
points qui, avec le point considéré, forment un groupe de I, ten- 
dent vers À sur les p — 1 autres branches d’origine A de la cour- 
be. En d’autres termes, il existe un groupe de I,, formé de points 
distinets, infiniment voisin de A sur une courbe Co*. 

Les courbes Co* appartiennent au système |Co® | formé par les 
courbes Co passent par A, mais les systèmes |Co|, |Co*| ne peu- 
vent coincider. En effet, si A’ est le point de diramation de ® ho- 
mologue de A, les courbes I’ homologues des courbes C.* auraient 
un point simple en A’ ; ce point serait simple pour ® et ne serait 
pas un point de diramation effectif. 
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Cela étant, les courbes G, ne peuvent avoir une tangente 

variable en A, car alors elles en auraient p — 1 autres et coïnci- 

deraient avec les courbes Co*. Les courbes Co‘ doivent donc avoir 

en A la multiplicité s.(2 < s1 < p), les tangentes à ces courbes 

étant confondues avec les droites a, d. 

Désignons par Co” les courbes Co‘? assujetties à avoir en A 

une tangente distincte de a:, @. Ces courbes ont en A la multipli- 

cité s.>s,. Si les courbes G, ne coïncident pas avec les courbes 

Ca*, elles ont en A des tangentes coïncidant avec a, a. et on a 

s.<p. Désignons par G, les courbes Co” assujetties à toucher 

en A une droite distincte de a,, a., et ainsi de suite. On forme ainsi 

une suite de systèmes linéaires 

1G], 1Ce®], ooy 1G], 
de dimensions respectives r — 1, 7 — 2, ..., 7 — v, dont les cour- 

bes ont en À les multiplicités si, s, ..., 

5, =P (28 < 8 <… <y,_1<PI. 

Les courbes des v — 1 premiers systèmes ont leurs tangentes en A 

confondues avec @, @ ; les courbes C,) ont des tangentes va- 

riables en A et coïncident avec les courbes Co*. 

Rapportons projectivement les courbes Co” aux hyperplans 

d’un espace S, à r — 1 dimensions ; nous obtenons ainsi une 

surface ®,, image de I, et par suite birationnellement identique 

à ®, transformée homographique de la projection de ®, à partir 

de A', sur un hyperplan de l’espace ambiant ne passent pas par A’. 

Nous désignerons par T” les courbes qui correspondent sur ® ou 

sur ®,, aux courbes Co’. Sur ®, les courbes [” sont les sections 

de la surface par les hyperplans passant par A’ ; sur ®,, ce sont 

les sections hyperplanes. 

Aux courbes Co” correspondent, sur ® et @, des courbes que 

nous désignerons par I'® ; sur ®,, ces courbes sont découpées par 

les hyperplans passant par un certain point A,/ de la surface. 

En rapportant projectivement les courbes Co‘” aux hyperplans 

d’un espace S,_,, on obtient une surface ®,, transformée homo- 

graphique de la projection de ®,, à partir de A./, sur un hyperplan 

de l’espace ambiant ne passant pas par A:. Les sections hyper- 

planes de @, sont les courbes [. 

Aux courbes Co correspondent, sur ®, ®,, ®., des cour-
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bes T” qui, sur ®., sont découpées par les hyperplans passant par 
un certain point A’ de la surface. 

En continuant de la sorte, on formera une suite de surfaces 

D, D, D, … D, 
dont les ordres vont en décroissant, qui sont toutes des images 
deT,. Le problème à résoudre est la détermination des singularités 
des y premières de ces surfaces aux points A/, A/, ..., A,_4 . 

10. La surface ®, — Le système (G| a le degré pr—p 
1 et le genre p(w—1)+1—äp(p— 1), par conséquent la surface 

®, a l’ordre n — p et ses sections hyperplanes TP ont le genre 
1 égal, d’après la formule de Zeuthen, à = — 3 (p—1). 

Sur chaque courbe C se trouve un groupe de I, infini- 
ment voisin de À ; à ce groupe correspond un point simple de ®,, 
dont le lieu est une droite o', , simple pour la surface. En parti- 
culier, aux groupes de I, formés du point A; ou du point A; comptés 
P fois correspondent sur o', des points A'u,A"e. Mais ces points 
sont singuliers pour la surface. Les courbes C ayant leurs p 
tangentes en A confondues avec a, par exemple, forment un sys- 
tème de dimension r — y — 1 et il leur correspond sur ®, les 
sections de la surface par les hyperplans passent par A’u. Les 
courbes G, envisagées forment un système linéaire de degré 
pn—? p°, donc les sections de ® par les hyperplans passant par 
Ay forment un système de degré n — 2 p. Le point A, , et 
de méme le point A’, , est multiple d’ordre p pour la surface D, . 

Si le point A, est uni parfait pour I, il existe sur chaque 
courbe C,‘ ayant en A les P langentes coïncidant avec , p 
groupes de I, formés par les points infiniment voisins de A,, 
comptés chacun p fois. Dans ce cas, le point A'a est p-uple coni- 
que pour ®, . Si au contraire A, n’est pas uni parfait pour I,, il 
existe sur chacune des courbes C. envisagées, un seul groupe de 
I, formé des p points infiniment voisins de Ay ; le point A', est 
p-uple uniplanaire pour ®, . Et de même pour A/, 

La surface ®, est une transformée homographique de k 
projection de ®,_, , à partir de A’,_,, sur un hyperplan ne passant 
pas par A",—: de l’espace S,—,_; contenant ®,—1. Aux points de 
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®,_, infiniment voisins de A',—x correspondent les points de la 

droite @/, de @, . Aux sections de ®, par les hyperplans passant 

par A’ (ou par A’,) correspondent sur @, les courbes décou- 

pées sur cette surface par les hyperplans contenant une droite 

@,y (OU d',_y2 ) de la surface, passant par A',_y. On en conclut 

que le point A”,_, est simple pour la surface ®,_,- 

Si l’on remonte à la surface ®,_, , ON remarquera que le point 

A’,_, peut être, pour cetle surface, soit un point double biplanaire, 

soit un point simple. 

11. Examen de deux cas particuliers. — Nous avons 

résolu le problème de la détermination des singularités des points 

A’, Al,, … pour les surfaces ®, ®,, ... dans deux cas (29). 

1° Le point A, est uni parfait pour L- 

Posons p=2 m+—1. On a v= m -1 ; les courbes Co 

ont en A la multiplicité m — 1, m tangentes coïncidant avec a et 

une avec à; ; les courbes C.* ont en A la multiplicité m +2, 

œ 

m — 1 tangentes coïncidant avec a et trois avec a ; … les 

courbes Co™ ont la multiplicité 2m en A, une tangente coïncidant 

avec a et 2m — 1 avec as. 

En A/, la surface ® a la multiplicité m —- 1, le cône tangent 

étant formé d’un cône irréductible d’ordre m et d’un plan coupant 

le cône suivant une seule droite. Les points A, A/,… sont simples 

pour les surfaces ,, Dy, … 

Au point de vue des transformations birationnelles, le point 

A/ est équivalent à l’ensemble de deux courbes rationnelles ayant 

un point commun, l’une de degré — (m--1), l’autre de 

degré—2. Si la surface ® possède des courbes canoniques, celles-ci 

rencontrent la première des courbes rationnelles en m — 1 points, 

mais ne rencontrent pas la seconde (33) ; 

2 Les points A’, A’y … A/, sont doubles biplanaires pour 

les surfaces @, P,, ..., ®,_ . Posons encore p — 2m —H 1; 0n a 

y=m+1. 
Les courbes Ca® ont en A un point double dont les tangentes 

sont @, @ ; les courbes Co*, un point quadruple avec deux tan- 

gentes coincidant avec d, les deux autres avec d ; les courbes 

o™ ont en À la multiplicité 2m, m tangentes coincidant avec d 

et m avec . 
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12. Multiplicité du point A’ pour la surface ®. — Re- 
tournons au cas général. Les courbes C” ont en A la multiplicité 
& < p, les tangentes étant , a.. Considérons une de ces courbes 
et une de ses transformées birationnelles À privée de points mul- 

tiples. La courbe À est transformée en elle-même par une cer- 
taine transformation birationnelle 7 de période p. Les points unis 
de v sur À correspondent aux différentes branches de la courbe Co” 
ayant pour origine À ; le nombre de ces branches s’ est inférieur 
à s, et par suite à p. De plus, toute branche d’origine A de C. a 
pour homologue sur A un point uni de r. La courbe l homo- 
logue sur ® de la courbe Co considérée a donc s,/ points infini- 
ment voisins de A’. Comme les courbes I ont des tangentes 
variables en A/, il en résulte que la multiplicité de A’ pour la sur- 
face ® est au moins égale au nombre s,/ des branches des courbes 
C d’origine A. D’une manière précise, le cône tangent à la sur- 
face ® en A’ a l’ordre s;', mais certaines parties de ce cône peuvent 
éventuellement être multiples, de telle sorte que la multiplicité 
de A’ pour ® peut être supérieure à s:’. 

13. Les homographies planes cycliques. — Les homo- 
graphies cycliques du plan fournissent des exemples intéressants 
de points de diramation, mais même dans ce cas, la résolution 
complète du problème posé plus haut est extrémement compli- 
quée (28). 

Considérons l'homographie T d’équations 

@@ =, eyt ety 

où e est une racine primitive d’ordre p (p > 2) de l’unité et où « 
est un nombre compris entre 2 et p — 1 (2 <a < p —1). T en- 
gendre une involution d’ordre p, I,, possédant trois points unis 
0. (1,0, 0), O: (0, 1, 0), 0, (0, 0, 1). Chacun de ces points unis 
est non parfait et les tangentes unies issues de chacun des points 
sont les côtés du triangle de référence. 

Nous pouvons prendre pour système |G| celui des courbes 
d’ordre p. Le système |Co| a alors pour équation 

Es syt grsi g, 
k étant un entier pouvant prendre les valeurs 0, 1, 2, ... aetu 
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‘ un entier satisfaisant, pour chaque valeur de k,  la double iné- 

galité 

1) Ly <i<k 2
}
 

Etudions par exemple le point O.. Désignons par O.. le 

point (uni) infiniment voisin de O, sur la droite O, O, par O:s le 

point (uni) infiniment voisin de O, sur la droite O, Os. Effectuons 

la transformation quadrique 

mm== YT EN Y VoYs ( 

qui fait correspondre le point 0,/ (1, 0, 0) au point O:s. A T cor- 

respond l'homographie 

Wy iy =i T Ys - 

Le point Os est donc uni parfait si « = 2, il est uni non par- 

fait si o >2. 

Pour étudier Oz,, on effectuera la transformation 

Z e 04 — N" : Z, 23 ! 2,25, () 

qui fait correspondre O." (1, 0, 0) au point O.. et l’homographie 

V1 129 105 ==7, 1T 29 ! ety 

1 
à l’homographie T. Pour « =5 (p — 1), Ou est donc uni par- 

fait. 

En rapportant projectivement les courbes Co aux hyper- 

plans d’un espace linéaire à—â— (p -} 3) dimensions, on obtient 

un modèle projectif de la surface ® image de l’involution I,, 

et il est aisé de déterminer la singularité de cette surface au point 

de diramation homologue du point O:. Pour fixer les idées, nous 

traiterons rapidement un exemple, choisi de manière que la sin- 

gularité de la surface ® au point de diramation envisagé soit un 

point quadruple dont le cône tangent soit formé de trois parties. 

Supposons p =23, a—9. Le système [Co| a alors pour 

équation 

d A 0 2,5 4= d 99 uf f 4X æ æ æ" 
T e lel + et e as HAaér!a,}kasas s"( q 
PE E R PEPE S 
L M @ e 04 Dy 27 e = 0. 

e
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Ecrivons cette équation sous la forme 

d Xo HM X1 H A Xy #1* H Ms Xy =0 @) 
et interprétons les quantités Xo, ..., X1 comme coordonnées ponc- 

tuelles d’un espace S:, à 13 dimensions. Cela revient à rapporter 

projectivement les courbes Co aux hyperplans de cet espace. Les 

équations de la surface ® s’obtiendront en éliminant les x entre 

les équations exprimant la proportionnalité des coefficients des À 

dans les équations (1) et (2). Au point uni O, de Ls correspond 

le point de diramation Oc" (Xo=1, X = ... K1s — 0) de ®. 

Le système |C™,| s’obtiendra en faisant À, = 0 dans l’équa- 

tion (1). Les courbes C. ont en O, un point sextuple à tangentes 

fixes. Effectuons une fois la transformation 6 sur les courbes Co”. 

Nous obtenons 

M YS HN 917 e A 4X V1 e 990 450eN Y0T 991 =0 2 O] 

Les courbes Co‘ ont donc en O:s un"point triple à tangentes 

fixes. Opérons de nouveau sept fois la transformation 0, sur les 

courbes (3) ; nous avons 

N 00 HN e Yo I ) H 0 X ¥ Qù vt ÀÀs Ye Ya 
D0 1) Y Oue Y R ¥o) F 0T s (@) 
e 92) Fhe 1" 1 9 H a 9 903 H M V 999 =0 

Les courbes Co ont donc sept points doubles fixes infini- 

ment voisins successifs de O.s, le dernier de ces points étant uni 

parfait pour Ls. 

Pour voir ce qui correspond sur la surface ® au domaine du 

dernier de ces points doubles, faisons ys=}yz dans l’équation (4), 

puis dans les équations 

X 
PRI 

Xy 
163, 73 

Y2 ¥e 

obtenues après cetle substilution, faisons tendre y, vers 0. On 

obtient ainsi 

Aux points envisagés, correspondent donc les points de la 

surface ®, infiniment voisins de O." situés sur le cône quadratique 

X=X, X =0, X,=0,.-,X;=0. 
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Opérons maintenant deux fois la transformation 8 sur les 

courbes (3). I vient 

200z H e 2 4 8 20 2 (0 e e 2 2t E À 2t 25 k 20 
UR 201 2009 2 Mzt he 2 259 Mo 2’ 2l 2a* 2 
4002 H ha 501218 = 0. 

Les courbes Co‘” ont donc deux points simples fixes, infini- 

ment voisins successifs de O, dont le dernier est uni parfait 

pour I. En opérant comme précédemment, on trouve qu’au 

domaine de ce point correspondent, sur ®, les points infiniment 

voisins de O/, situés dans le plan X; = X = ... = X,, = 0. 

Opérons enfin 17 fois la transformation 0. sur les courbes Cs ; 

nous obtenons 

21004 Q 2 M 29) À= e 900 2 25 -0 0. 
Les courbes Co‘” ont donc une suite de 17 points simples 

fixes, infiniment voisins successifs de O, le premier étant O, et 

le dernier étant uni parfait pour Ls. Au domaine de ce dernier 

point correspondent sur ® les points infiniment voisins de O." 

situés dans le plan X, = ... =X, = 0. 

La surface ® a l’ordre 23, le système |Co*| a le degré 23 X 19, 

donc On" est un point quadruple de la surface @, le cône tangent 

étant constitué par le cône quadratique et par les deux plans ren- 

contrés plus haut. 

Au point de vue des transformations birationnelles, la singu- 

larité de ® en O," est équivalente à l’ensemble d’une conique et 

de deux droites, l’une de celles-ci s’appuyant sur la conique et 

sur l’autre droite. 

La détermination des singularités des points A,, A.', … pour 

les surfaces ®,, ®., … dans le cas actuel s’achèverait sans autre 

difficulté que la longueur des calculs. 

14. Les points unis non parfaits des involutions du 
troisième ordre. — Nous allons montrer que, si À est un point 
uni non parfait d’une involution cubique I, existant sur une 
surface F quelconque, les deux points du domaine du premier 
ordre de A, unis pour I, sont unis parfaits pour cette involu- 
tion (27). 

Reprenons les notations utilisées plus haut dans le cas général. 
Actuellement, l’homographie T de S possède trois axes S, S, S, 
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Le plan tangent « à F en A (point qui appartient à S'“ s’appuie 

en un point B, sur S et en un point B. sur S. Les tangentes 

! AB,, AB: sont unies pour T et les points infiniment voisins A:, A, 

de A, unis pour I,, appartiennent l’un à la tangente a. = AB,, 

l’autre à la tangente a = AB.. Il est aisé de voir que les courbes 

Co‘ ont nécessairement un point double en A, les tangentes en 

ce point étant a, a, et que les courbes C” ont un point triple à 

tangentes variables en A. 

Sur la surface ®, les courbes ” ont un point double au point 

de diramation A’ homologue de A et par suite, A’ est double 

pour ®. D'après ce que nous avons vu, le point A/ est simple 

pour la surface ®. Il en résulte que le point A’ est un point 

double biplanaire de la surface ®. Au domaine du point A’ sur ® 

correspond, sur ®,, l’ensemble des droites a.’, ', se coupant 

en A,/ et simples pour la surface. Les points de au’ (ou a:’) cor- 

respondent aux groupes de I, infiniment voisins de A, (ou de 

A:) et par suite A: (et A:) sont unis parfaits pour Iz. 

Observons d’ailleurs que la surface ® est d’ordre n — ? et 

que par conséquent, le degré de |Co‘*| est égal à 3n — 6. Par 

suite, le point A absorbe six intersections de deux courbes Co‘?, 

Il en résulte que le plan osculateur à la branche d'une courbe 

Co® ayant m comme tangente, par exemple, est variable avec 

cette courbe (et passe par ). Cela étant, soit S, _, un hyperplan 

de L ne passant pas par A et projetons F à partir de A sur cet 

hyperplan. A F correspond une surface F, contenant la droite 

a =— B,B. et au domaine de A sur F correspond cette droite a. 

| Sur F,, il correspond à I, une involution I/ ayant comme points 

unis (simples pour la surface F:) les points B., B: et engendrée 

par T. Le plan £, tangent à F, en B,, est uni pour T ; il passe 

par la droite a. A une courbe Co” correspond sur F, une courbe c 

passant simplement par B,, B. ; la tangente à cette courbe en B, 

est l’intersection de B et du plan osculateur en A à la branche 

{ de la courbe Co™ envisagée tangente à a. Cette tangente en B: 

à la courbe C est unie pour T et par suite, dans B, T détermine 

une homologie de centre B. Il en est de même pour B. et par suite 

B, B: sont unis parfaits pour I/. Par conséquent, A:, A. sont 

unis parfaits pour I. 

Inversement, si A est un point uni non parfait d'une invo- 

S
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lution I, d’ordre premier p, et s’il existe deux points unis parfaits 
pour I, dans le domaine du premier ordre de A, on a p=3 (11,1°). 

Dans une involution du troisième ordre, un point uni non 
parfait possède deux points unis parfaits dans son domaine du 
premier ordre. Inversement, si une involution d’ordre premier 
Possède un point uni non parfait ayant, dans son domaine du 
premier ordre, deux points unis parfaits, l’ordre de cette invo- 
lution est égal à trois. 

Nous avons en outre établi la propriété suivante : désignons 
par a l’espace linéaire lieu des plans osculateurs en A aux courbes 
tracées sur F el passant par A. L’espace « a cinq dimensions, il 
est uni par T et s’appuie suivant une droite sur chacun des axes 
81, 8%, 8 de T. Les hyperplans de %, découpant sur F les courbes 
C“ contiennent æ et réciproquement, les hyperplans des E con- 
tenant œ découpent sur F les courbes Co®. 

15. Relations fonctionnelles entre les courbes tracées 
sur ®. — En partant du système |C|, nous avons construit, sur P, 
P systèmes linéaires complets |T], I.], …IT,-:|. Les courbes T, 
correspondent aux courbes C; découpées sur F par les hyper- 
plans de £,. Observons que les hyperplans des systèmes B, … %,_, 
passent tous par S‘’, par conséquent les courbes T\, Ta, .… Y 
passent par tous les points de diramation de la surface ®. 

A une courbe C de F, non transformée en elle-même par T, 
correspond sur ® une courbeT ; à cette courbe T coi‘respondent in- 
versement, sur F, p courbes C transformées les unes dans les 
autres par T. La courbe T a le genre p (x — 1) +1 et possède 

% P(p — 1)n points doubles variables, correspondant aux couples 

de points de la courbe C envisagée qui appartiennent à des groupes 
de I,. La courbe I' appartient donc à un système linéaire IT1, de 

genre virtuel p(x — 1) +_â. P(P— In +1, dont la courbe 

générale est dépourvue de points doubles. 
Faisons varier d’une manière continue C dans le système [C| 

jusqu’à ce qu’elle coïncide avec une courbe Co. La courbe T varie 
d’une manière continue dans [T, et se réduit à une courbe pr. 
On a donc 

JF]=1æ|.
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Faisons d’autre part varier d’une manière continue C dans |G| 
jusqu’à ce qu’elle vienne coïncider avec une courbe C,. La courbe 

T se réduit à une courbe PpT,, à laquelle il faut cependant ajouter 
certaines composantes. Les courbes T, passent en effet par les 
points de diramation de ® et ceux-ci sont équivalents, au point de 
vue des transformations birationnelles, à des ensembles de courbes 

rationnelles. On devra donc écrire 

JÎÏ:‘PI‘I’Ëxl 1> 

où X, est une courbe formée de composantes provenant des points 
de diramation de ®. 

En introduisant des notations analogues pour |T:|, ..., on 
aura donc 

PPP]=1PHX | = 1P + X, | - 
Projectivement, cette propriété s'interprète de la manière 

suivante : désignons par |V| le système'linéaire des hypersur- 
faces de S, découpant, sur ®, le système complet |pF'|. (Ce système 
IV] comprend comme partie le système des hypersurfaces d’ordre 
p ou coïncide avec ce système). Le long de chacune des courbes 
I, I, ..., T,_,, il existe une hypersurface V ayant un contact 

d’ordre p — 1 avee la surface ®. 

Appliquons ce qui précède au cas p=2. Un point de dira- 
mation est un point double conique de & ; il est équivalent à 
une courbe rationnelle de degré — 2. Une courbe T rencontre 
une telle courbe en un point, car une courbe C, passe simple- 
ment (avec une tangente variable) par le point uni correspon- 
dant. Si l’on désigne par k le nombre de points unis de l’invo- 
lution I, par 11, Ÿ ..., 7, les courbes rationnelles équivalentes 
aux points de diramation correspondants, on a (16) 

[ = ah byt ] 
16. Involutions dépourvues de points unis. — Les invo- 

lutions privées de points unis appartenant à une surface algé- 
brique, ont comme surfaces images des surfaces dont le diviseur 
de Severi (*) c est supérieur à l’unité (18). 

S- ) F. Seveni, Suila totatità delle curve algebriche tracciate sopra una 
superficie algebriea (Math. Annalen, 1906, t. 62, pp. 194-225); La base minima pour la totalité des conrbes tracées sur une surface algébrique 
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Soit F une surface algébrique contenant une involution 

cyclique I,, d’ordre premier p, dépourvue de points unis. Cons- 

truisons un système |C| invariant pour la transformation T géné- 

ratrice de I, et contenant p systèmes partiels |Co!, [C:|, ..., |Gyl 

composés au moyen de I,. Les systèmes linéaires distincts [T, !T:|, 

… |F,-i| qui leur correspondent sur la surface ® image de I,, 
donnent lieu à la relation fonctionnelle 

[pr|=lph|=-—=|r-|- 
11 en résulte que le diviseur r de la surface ® admet p comme 

facteur. 

Il est aisé de construire par ce procédé des surfaces dont le 

diviseur de Severi est un nombre quelconque. Il suffit de consi- 

dérer dans l’espace Ss une homographie cyclique de période p >3, 

ayant quatre points unis, et une surface F d’ordre Ap transformée 

en elle-même par cette homographie, ne passant par aucun des 

points unis de l’homographie. 

On observera que la construction précédente de surfaces de 

diviseur quelconque est encore valable si p n’est pas un nombre 

premier, l’involution étant toujours privée de points unis. 

17. Relations entre les invariants des surfaces F et ®. 

— Considérons une surface F contenant une involution I, ne 

possédant qu’un nombre fini de points unis A:, A:, ..., A, et 

soient Ay, A, ..., A’z les points de diramation correspondants 

sur ®. 

Supposons qu’en chacun des points A/, ..., A’z , la surface ® 

ait une singularité abaissant la classe respectivement de p:', g/, ..., 

p’. unités. Si à est la classe de @, l’invariant de Zeuthen-Segre I 

de @, calculé au moyen d’un faisceau de sections hyperplanes T, 

a pour valeur 

U=38+4p/+p/ - H p —n—dr. 
Calculons l’invariant de Zeuthen-Segre I de F en partant 

du faisceau des courbes Co homologue du faisceau de courbes I' 

qui vient d’être considéré. A une courbe I' ayant un point double 

(Annales de UEcole norm. sup., 1908, pp. 449-468) ; Complementi alla teoria 
della base per la totalitä delle curve di una superficie algebrica (Rend. 
Circolo Matematico di Palermo, 2° sem. 1910, pp. 265-288).
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en un point simple de ®, correspond une courbe C, ayant p points 
doubles. Soit d’autre part p; le nombre de points doubles qui 
équivaut à la singularité en A, d’une courbe C. passant par ce 

point. On a 

I=p+e-p+-""5.—pn—4p(a—1)—4- 

En éliminant à entre ces formules, on obtient la relation 

I 4=pCH9FetetEe=plet +eit - te) 
Soient maintenant p‘’ et = les genres linéaires de F et de ®. 

Désignons par |T’| le système linéaire adjoint à |F| sur ® ; son 

transformé sur F appartient au système [C’| adjoint à |GI. Le 
degré de |T'| est égal à =™ — 1 —4(x — 1) — n. Le degré effec- 

tif du système formé par les courbes C/ transformées des courbes 

de |T| est donc égal à 

P —1)+4p(E—1)—pn. 
Lorsque la multiplicité d’un des points A,', ..., A / pour la 

surface ® dépasse deux, les courbes I" passent par ces points et 

les courbes C' correspondantes ont des point multiples aux points 

unis correspondants. Soit c; le nombre d’intersection de denx de 

ces courbes C' absorbés au point A, Le degré effectif du système 

de ces courbes C/ est donc 

pPP— LH 4 p (x —1) — pn — (s H 62 + 5:) - 
On a donc, en comparant les deux relations, 

PP —1=p ) — ) o fot o o 
De la relation classique 

pPHI=12p,+9, 
on déduit alors, en désignant par p,, % les genres arithmétiques 

de F, ®, 

125 0=12p@+DEÆp 4h e — P e +- - o) 
oo 

Si par exemple I'involution I, possède 7 points unis parfaits 

et 7, points unis non parfaits donnant naissance à des points 

doubles de ® (11, 2°), les relations précédentes deviennent (17) 

I4td=pI'+H—Ep—1)7— (@' — 1=, 
PO—1=g (" — 1)+ (p—2), 
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12(p,H+1)=12p (&H+)+E—1) E—5) 3 —@—1) =. 
En particulier, pour p=2, on a (% =0). 

IFH4=23(H4)—34, p»—1=2("—1), 

L) =8(m 1) —x. 
Ces différentes formules pourraient d’ailleurs se déduire des 

relations très générales données par M. Severi (51) pour les 

correspondances (n, n’) entre deux surfaces algébriques. 

18. Involutions régulières appartenant à une surface 

irrégulière. — Supposons que la surface F soit irrégulière 

et l’involution I, qu’elle contient régulière. Soit q > 1 l’irrégu- 

larité de F. Construisons sur F le système |C|, que l’on peut sup- 

poser régulier en le remplaçant éventuellement par un de ses 

multiples. Le système |C| appartient à un système continu com- 
plet |C{ formé de co* systèmes linéaires analogues à |CI. 

Soit TC[ un système linéaire, distinct de |G|, appartenant au 

système }C{. L’homographie T lui fait correspondre un système 

linéaire [CI. Lorsque le système JGÏ varie d’une manière continue 

dans |C{ et vient coïncider avec |C|, le système ÎËI varie d’une 

manière continue et vient également coïncider avec |C|. Par 

suite, |G appartient au système continu |C| et ce dernier est 

transformé en lui-même par T. 

Supposons que le système }C{ contienne, outre |C|, un 

second système linéaire [C:|, transformé en lui-même par T. On 

peut supposer sans restriction que le système [€:! contient P Sys- 

tèmes linéaires partiels |Czo|, |Cu:!, ..., |Gy p-11 composés au moyen 

de I,, car s’il en était autrement, il suffirait de remplacer [C| et 

par suite }G{ par un multiple convenablement choisi. Observons 

qu’il n’existe pas nécessairement, parmi les systèmes |Crol, ..., 

|C:p-1|, Un système n’ayant pas pour points-base des points unis 

de I,. Nous désignerons par |T:0l, ..., P.,-1| les systèmes complets 

de courbes d’ordre n qui correspondent sur la surface régulière 

® aux systèmes |Caol, ..., 1Cy p-il. 

Il ne peut exister, dans le système }C{, une infinité de sys- 

tèmes linéaires transformés en eux-mêmes par T, car ces systèmes 

formeraient alors une série continue et on aurait, sur ®, une série 

continue de systèmes linéaires de courbes d’ordre n, ayant le 
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même comportement aux points de diramation, ce qui est im- 

possible puisque la surface ® est régulière. Cela étant, soit V, 

la variété de Picard attachée à la surface F, c’est-à-dire fa variété 

abélienne à q dimensions dont les points représentent les sys- 

tèmes linéaires de |C|. D’après ce qui précède, il correspond 

à T une transformation birationnelle T, de V, en elle-même, 

de période p, n’ayant qu’un nombre fini de points unis (corres- 

pondant aux systèmes linéaires de {C{ transformés en eux-mémes 

par T). Il existe donc, sur la surface ®, un nombre fini, multiple 

de p, de systèmes linéaires de courbes d’ordre n, dont les homo- 

logues sur la surface F sont des systèmes linéaires (partiels) appar- 

tenant au système continu }C{. 

Nous avons particulièrement étudié les cas q = 2 (22, 23) et 

q =23 (24) ; nous reviendrons plus loin sur le premier de ces 

cas. 

19. Construction d’involutions irréguliéres apparte- 

nant à une surface irrégulière. — Soit L une courbe de genre 

¢ contenant une involution cyclique i, d’ordre p, premier. Dési- 

gnons par LI/ la courbe image de cette involution, par ¢/ son 

genre. Considérons la surface F qui représente les couples de 

points non ordonnés de la courbe L(*) et la surface F" représentant 

les couples de points non ordonnés de la courbe L'. La surface F 

a les genres 

1 1 5 
p=5ée—1, Po=gele—D—p P'=(—2(p—5); 

son irrégularité est donc égale à p. La surface F' a les genres 

1 L ; P/==50 ('), p= p e=1)—;;, P 

son irrégularité est égale à ¢’ 

Soit P un point de F représentant le couple de points P,, P, 

() Sevemi, Sulle corrispondenze fra i punti di una curva algebrica el 
sopra certe classi di superficie (Mem. R. Accad. di Torino, 1903, pp. 1-49); 
Sulle superficie che rappresentano le coppie di punti di una curva algebrica 
(Atti R. Accad. di Torino, 1902-1903, pp. 185-200); De Fravoms, Sulle 
varietd cc* delle coppie di punti di due curve o di una curva algebrica 
(Rend. Cire. matem. di Palermo, 1903, pp. 104-121); Manomi, Sulle super- 
ficie algebriche possedenti due fasci di curve algebriche unisecantisi (Atli 
R. Accad. di Torino, 1902-1903, pp. 149-154). 
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de L. Soient P,', Py les points que la transformation birationnelle 
de L en elle-même, génératrice de i,, fait correspondre à P,, P, ; 
P" le point de F représentant le couple P,/ P./. Le point P’ corres- 
pond à P dans une transformation birationnelle de F en elle- 
même, de période p, engendrant une involution I, d’ordre p. 

Considérons d’autre part, un point Q de F/, les points Q, Q. 
de L' représentés par Q et les deux groupes de i, de L homologues 
de Qu, Q.. Il existe p* points de F représentant les couples de L dont 
un point appartient à chacun des groupes de i, considérés. Au 
point Q, faisons correspondre ces p* points. Les groupes de p* 
points ainsi obtenus forment sur F une involution J, d’ordre P*, 
ayant F’ comme image. Il est facile de voir qu’un groupe de J est 
formé de p groupes de I, ; par suite la surface ®, image de I,, 
possède à son tour une involution J', d’ordre p, ayant F’ comme 
image. 

Si p—2, la courbe lieu des points de F qui représentent les 
couples de l’involution i, est une courbe unie de l’involution I,. 
Par contre, si p >2, l’involution I, ne possède qu’un nombre 
fini de points unis ; ceux-ci sont les points de F qui représentent 
les couples de points unis (distincts ou non) de i,. Si l’involution 

i, possède à points unis, l’involution I, possède% 3(3 + 1) points 

unis. On a d’ailleurs, d’après la formule de Zeuthen, 

2P — 1) (p—1)3=2(—1). 
L’involution J possède toujours une courbe unie : la courbe 

de F qui représente les couples de points appartenant & un méme 
groupe de i,. La courbe correspondante sur ® est unie par J'. 

Si / >0, la surface F' est irrégulière et il en est de même 
de la surface ®. Dans le cas où l’involution i, est dépourvue de 
points unis (8= 0), nous avons pu démontrer que l’irrégularité 
de ® est égale à ¢’ (35). Ce résultat peut d’ailleurs s’étendre au 
cas à > 0. Nous avons également étudié le cas où L est une courbe 
de genre p — 3 non hyperelliptique (19). Le cas ¢ = 2 conduit 
aux surfaces hyperelliptiques, il en sera question plus loin. 

20. Conditions pour qu’une surface représente une 
involution. — Une surface normale ® étant donnée, dans quelles 
conditions est-elle 'image d’une involution d’ordre P apparte- 
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nant à une surface F et n’ayant qu’un nombre fini de points unis? 

Soient &, %, ..., æ les coordonnées non homogènes des 

points de l’espace S, auquel appartient la surface ®, est 

P (@, @y, e, @) =0,0,=0, -+ ,9, =0 

les équations de ®. Supposons qu’il existe une hypersurface 

Y@, @, e, 9,) =0 
appartenant au système linéaire des hypersurfaces découpant sur 

® le système p-uple de celui des sections hyperplanes, et ayant un 

contact d’ordre p — 1 avec ® en chaque point d’intersection (en 

dehors des courbes multiples éventuelles de ®). Considérons, 

dans un espace S,;1, les équations 

G0, =0, 59e =0 0 =4 
Si ces équations représentent une surface irréductible F, 

celle-ci possède une involution I, d’ordre p, engendrée par l’ho- 

mographie ‘ 

@) =2, =Ty, 2 =, D p =y, 

e étant une racine primitive d’ordre p de l’unité. Cette involution 

présente um nombre fini de points unis, éventuellement nul. 

S’il existe effectivement des points unis, la surface ® doit 

présenter les singularités appropriées aux points de diramation 

correspondants, points qui doivent appartenir à la section de ® 

par l’hypersurface $ = 0. Dans ce cas, la surface F est certaine- 

ment irréductible, et nous pouvons énoncer le théorème suivant : 

Si une surface normale ® possède un certain nombre de 

points singuliers, dont les singularités sont celles de points de 

diramation et si, parmi les hypersurfaces découpant sur @ le sys- 

tème p-uple de celui des sections hyperplanes, il en existe une 

passant par tous les points singuliers et ayant un contact d’ordre 

p — 1 avec la surface en tout point d’intersection, cette surface 

représente une involution d’ordre p, n’ayant qu’un nombre fini 

de points unis, appartenant à une surface algébrique. 

En d’autres termes, il faut qu’il existe sur @, en plus des 

points de diramation, une des courbes I, I's, ..., ou P,-1. 

Le cas où il n’existe pas de points de diramation a donné lieu 

à d’intéressantes recherches de M. Comessatti (6). 
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21. Involutions régulières du second ordre apparte- nant à une surface irrégulière. — Soit F une surface d’irré- gularité q > 1, contenant une involution L d’ordre deux possé- dant © points unis. Construisons comme plus haut le système [C| et la surface normale b, image de L, régulière par hypothèse. Cette surface possède = points doubles coniques équivalents à - courbes rationnelles de degré — 2, Yo Y2 , Y, » et r est d’ailleurs multiple de quatre (n° 17). 

Le système |CI appartient à un système continu complet fCt » formé de ° systèmes linéaires, transformé en lui-même par T et contenant K = 2* systèmes linéaires transformés en eux-mêmes par T. L’un de ces systèmes est |G| et donne naissance, sur ®, au système des sections hyperplanes [T et à un système |T,| dont les courbes, d’ordre n, passent par les x points de diramation. Dési- 
gnons par [G,], G, … TGl les autres systèmes de {C{ trans- formés en eux-mêmes par T. 

Fixons l’attention sur le système [C:|. 11 contient deux sys- tèmes linéaires partiels |Cul, |G| composés au moyen de I. Soient |Ful, '] les systèmes linéaires complets qui leur corres- pondent sur ®. Supposons que les courhes C., passent par zn des points unis de I. et soit x. le genre des courbes P. Les courbes 
C étant de genre 2 7 — 1, on a, d’après la formule de Zeuthen, 

4@n=1) 4m =2@r—2), 
On en conclut que =, est multiple de 4. Les courbes T}, passent Par tn points de diramation de ® ; désignons par X. la somme des courbes y équivalentes à ces points. 
Considérons une courbe T arbitraire de jC{ et soit T la courbe qui lui correspond sur ®. Puisque cette surface est régu- 

lière, la courbe T varie, lorsque G décrit 1C{, dans un système 
linéaire [T|. En faisant varier Ç d’une manière continue dans }C{ et en la faisant tendre vers une courbe Co, puis vers une courbe Cu, on obtient la relation fonctionnelle 

ITI=[20|=|2T, 4-X,1. 
En considérant les systèmes |C:|, ... et en introduisant des
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notations analogues, on trouvera, sur ®, 2" systèmes linéaires 

ID}, T, 1Tl Tl [Pal, … tels que 

T = 2 T A Xl = 2 T+ Xal » (=12, 
avec 

k—1) 

XaXe=mbrebobre 
Observons maintenant que si le diviseur « de ® est impair, 

il n’existe, parmi les systèmes [T, [T, … aucun système dont 

les courbes ne passent par aucun des points de diramation de ®; 

si « est pair, il en existe un. Comme par hypothèse on a q >2, 

on a 2* > 4 et par conséquent, on peut dans tous les cas supposer 

que l’on a par exemple 0 < m < =. Cela étant, l’existence de |Pu! 

conduit à celle d’une surface ®, contenant une involution d’ordre 

deux ayant t. points unis, dont ® est I'image. De même, l’exis- 

tence de |T,.| entraîne celle d’une surface ®, contenant une invo- 

Tution d’ordre deux ayant m = 7 — Tu points ‘unis, dont ® est 

l’image. Entre ®,, ®., existe donc une correspondance (2,2). 

Désignons par F, la surface représentant les couples de points 

homologues dans cette correspondance. La surface F: possède 

deux involutions d’ordre deux, permutables ; l’une possède 2 m 

points unis et a ®. comme image, l’autre possède 2 zu points unis 

ot a ®, comme image. Le produit des transformations génératrices 

de ces involutions engendre à son tour une involution du second 

ordre, privée de points unis, ayant F comme image. On arrive 

ainsi au théorème suivant (23). 

Si une surface algébrique d’irrégularité q > 2 contient une 

involution régulière d’ordre deux, n’ayant qu’un nombre fini de 

points unis, elle est à son tour l’image d’une involution d’ordre 

deux, privée de points unis, appartenant à une surface algébrique. 

Nous avons en outre démontré que la surface F, avait la 

même irrégularité que F. 

22. Surface irrégulière contenant une involution de 

même irrégularité. — Soit F une surface d’irrégularité ¢ con- 

tenant une involution I, d’irrégularité q également et n’ayant 

qu’un nombre fini de points unis. Construisons comme précé- 

demment le système |G| sur F et sur la surface ® image de I, les 

systèmes [T|, |T:|, IVR 

Le système |I'| appartient à un système continu complet Tt 
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formé de cc* systèmes linéaires. À ces systèmes correspondent, sur 

F, co* systèmes formant le système complet {C{ déterminé par [CI. 

Les courbes des systèmes linéaires de }F{ ne passent pas en gé- 

néral par les points de diramation de ® et par conséquent, chaque 

système linéaire de }C{ contient p systèmes linéaires partiels com- 

posés au moyen de I, ; les courbes de l’un de ces systèmes ne 

passent pas par les points unis de I,, mais s’il existe de tels points, 

les courbes des p — 1 autres systèmes les contiennent. On en con- 

clut que si I, possède effectivement des points unis, les surfaces F, 

® ont même variété de Picard. 

| Supposons maintenant que I, soit dépourvue de points unis. 

Dans chacun des systèmes linéaires de |C{, il y a p systèmes 

linéaires composés au moyen de I,. Les systèmes linéaires corres- 

pondant sur ® appartiendront, dans un certain ordre, aux systè- 

mes continus complets |T{, iy, - -, Tpsf- 

Si les systèmes }T{, }T,{ sont distincts, on a une relation fonc- 

tionnelle 

bpr{=}pV, l 

et le diviseur de Severi ¢ de ® est multiple de p. Les surfaces F, 

® ont même variété de Picard. Si le diviseur ¢ de ® n’est pas 

multiple de p, les systèmes |T{,---, T,_{ — coïncident. Soient 

alors V,, V,/ les variétés de Picard de F, ®. A un point de V, cor- 

respondent p points de V; et on a, sur cette variété, une involu- 

tion L/, d’ordre p, dont V, est I'image. Comme chaque système 

|G| de |C! contient p systèmes linéaires composés au moyen 

de I,, l’involution I’ est privée de points unis. 

On en conclut que (25, 36). 

Si une surface F irrégulière contient une involution d’ordre p, 

n’ayant qu’un nombre fini de points unis, de même irrégularité ; 

si l’involution T, possède effectivement des points unis, la surface 

F et la surface ® image de I, ont même variété de Picard ; si 1, est 

dépourvue de points unis et si le diviseur de ® étant multiple de p, 

les surfaces F, ® peuvent avoir même variété de Picard ; dans les 

autres cas la variété de Picard de ® contient une involution d’or- 

dre p, privée de points unis, dont l'image est la variété de Picard 

de F. 

23. Involutions d’ordre quelconque. — Considérons 
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maintenant, sur F, une involution cyclique I, d’ordre m quel- 
conque, n’ayant qu’un nombre fini de points unis. Désignons 
encore par T la transformation birationnelle génératrice de 1,,. 

Les points unis de l’involution I,, ne sont pas nécessairement 
des points unis de T. Si p est un facteur de m, il peut exister des 

groupes del; points dont chacun est transformé en lui-mème 

par T, mais non par T. 

Pour construire une surface image de l'involutio_n L., on 
procédera de la manidre suivante : soient p un facteur premier 
de m, I, l’involution engendrée sur F par la transformation T*, 
où m = pq. Chaque groupe de I, sera composé de 4 groupes de 
I,. Construisons une surface normale ®,, image de I,. A U'involu- 
tion L, correspond sur ® une involution I,, d’ordre q, n’ayant 
qu’un nombre fini de points unis. Soit alors ®,/ une transformée 
birationnelle de ®, dépourvue de points singuliers. Si P est un 
facteur premier de g, on recommencera l’opération précédente 
sur la surface ®;'. Et ainsi de suite. 

Le même procédé peut servir pour construire une surface 
image d’une involution L, d’ordre m, n’yant qu’un nombre fini 
de points unis, engendrée par un groupe de transformations de la 
surface F en elle-méme. 

On remarquera que, dans tous les cas, on peut construire 
sur F un système linéaire |Cl, transformé en lui-même par les 
transformations génératrices de I,, et contenant un système 
linéaire partiel |Co| composé au moyen de I, dont les courbes 
n’ont pas pour points-base des points unis de l’involution. Il suffit 
de reprendre le raisonnement fait au début de cet exposé, en appli- 
quant au système |C:'| toutes les transformations génératrices 
de I, et leurs différentes puissances. En rapportant projective- 
ment les courbes C aux hyperplans d’un espace convenablement 
choisi, on obtiendra une surface normale ® image de I,,. Il s’agira 
alors de déterminer les singularités de ® aux points de diramation. 

Observons d’ailleurs qu’en étendant un théorème de MM. En- 
riques et Severi relatif aux surfaces hyperelliptiques, nous avons 
pu démontrer que toute involution n’ayant qu’un nombre fini de 
points unis, appartenant à une surface algébrique, est engendré 
par un groupe de transformations birationnelles de cette surface 
en elle-même (17). 
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24. Application aux surfaces ayant une courbe cano- 

nique ou pluricanonique d’ordre zéro. — Les premières 

recherches sur les involutions cycliques appartenant à une surface 

algébrique ont porté sur le cas où la surface contenant l’involu- 

tion et la surface image ont des courbes canoniques ou pluricano- 

niques d’ordre zéro. Ces surfaces sont : 

1° Les surfaces hyperelliptiques (surfaces de Picard et surface 

de Jacobi), de genres p, = P. =1, p, = — 1. Ces surfaces possè- 

dent une courbe canonique d’ordre zéro (et par suite une courbe 

i-canonique d’ordre zéro). Tout système linéaire de genre = tracé 

sur la surface a le degré 2 = — 2 et la division = — 2 ; il appar- 

tient à un système continu c°* ; 

2 Les surfaces de genres un, caractérisées par p, = P— 1. 

Ces surfaces possèdent une courbe canonique d’ordre zéro (et par 

suite une courbe i-canonique d’ordre zéro). Toute courbe de 

genre r tracée sur la surface appartient à un système linéaire com- 

plet de degré 2 « — 2 et de dimension = ; 

3° Les surfaces de bigenre un, caractérisées par p, = Ps =0, 

P, = 1. Ces surfaces possèdent une courbe bicanonique et une 

courbe 2 i-canonique d’ordre zéro, mais sont dépourvues de cour- 

bes canonique et (2 i + 1)-canoniques. Une courbe de genre = 

tracée sur la surface appartient à un système linéaire complet de 

degré 2 r — 2 et de dimension = — 1. 

Considérons une correspondance rationnelle (1, m) entre 

deux surfaces ®, F appartenant à l’une des catégories précédentes, 

en tenant compte du fait, dans le choix de ®, que le genre géomé- 

trique p, et l’irrégularité p, — p, de ® sont respectivement au 

plus égaux au genre géométrique et à l’irrégularité de F. L’invo- 

lution 1,, d’ordre m, ainsi déterminée sur F, ne peut avoir une 

courbe unie, car celle-ci appartiendrait à la courbe canonique de 

la surface. Cette involution ne possède donc qu’un nombre fini 

de points unis et par suite elle est engendrée par un groupe de 

transformations birationnelles de la surface F en elle-même. Ce 

{héoréme a été démontré par MM. Enriques et Severi (11) dans 

le cas où la surface F est hyperelliptique, par M. Enriques (10) 

dans le cas où la surface F est de genres un, par nous (14) lorsque 

F est de bigenre un. 

Le problème de la détermination des singularités de la sur- 
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face ® aux points de diramation est simplifié dans le cas actuel 

par le fait que cette surface (supposée normale) ne peut posséder 

de point de multiplicité supérieure à deux. Par conséquent, si m 

est premier, un point de diramation est un point double conique 

m = 2) de la surface ® ou un point double biplanaire (m > 2) 

auquel sont infiniment voisins successifs une suite de 71,* (m — 3) 

points doubles biplanaires dont le dernier est ordinaire. 

Supposons m = p premier impair et reprenons les notations 

du cas général. La surface normale ® a l’ordre n = 2 r — 2 ; la 

surface normale F a l’ordre 2 p(r — 1). Un point A de F, uni 

pour l'involution I,, est nécessairement, d’après ce qui précède, 

un point uni non parfait. Il convient ici de faire une observation. 

Supposons pour plus de simplicité p = 3 ; dans le domaine du 

point A, il existe deux points A,, A, unis parfaits pour L. Si l’on 

projette la surface F à partir de A sur un hyperplan de %, ne pas- 

sant pas par A, on obtient une surface F', contenant une involu- 

tion I/, projection de I,, possédant deux points unis parfaits B,, 

B», projections de A, A.. I semble donc qu’il y ait ici une contra- 

diction. Il n’en est cependant rien, car la surface F/ n’est pas une 

surface normale, puisque le système des sections hyperplanes de 

cette surface n’est pas complet. 

Les involutions nbparlennnt aux surfaces envisagées ici ont 

été étudiées en détail. Le cas où la surface F est hyperelliptique a 

été considéré par MM. Enriques et Severi (11) d’une part, par 

Bagnera et M. De Franchis (2) d’autre part, en utilisant le fait 

que les coordonnées d’un point d’une telle surface s’expriment 

en fonctions quadruplement périodiques de deux paramètres. En 

particulier, parmi ces surfaces se trouve la surface de Jacobi, 

représentant les couples de points d’une courbe de genre deux. 

Et les involutions appartenant à une surface de Jacobi dérivent 

des involutions apparlenant à une courbe de genre deux. 

Nous avons étudié les cas où F et ® sont de genres un (12), 

ou de genres zéro et de bigenre un (14), et enfin le cas où F est 

de genres un, ® étant de genres zéro et de bigenre un (15). 
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