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La Géométrie algébrique a subi depuis un siécle de nombreux
accroissements et il nous a paru intéressant d'en dresser le bilan
a grands traits. Nous avons commencé cette étude a I'époque ou
Cremona baétit la théorie des transformations birationnelles. Le
développement de la Géométrie avant cette époque a été décrit par
Michel Chasles dans son Apercu Historique et dans le Rapport qu'il
écrivit en 1870. D'austre part on doit a Brill et Noether une étude
trés fouillée sur la théorie des fonctions algébriques.

M. Chasles, «Apercu historique sur I'origine et le développement des méthodes
en Géométrie, particulierement de celles qui se rapportent a la Géométrie moderne».
Bruselles, Mémoires de I'’Académie royale de Belgique, 1837, 2e éd. en 1875.
«Rapport sur les progré de la Géométrie». Paris, Imprimerie Nationale, 1870.

f-Brill et Noether «Die Entwicklung der Théorie der algebraischen Functionen
in alterer und neuerer Zeit». Leipzing, Teubner. 1894.

Transformations birationnelles ou cremoniennes

1. On appelle transformation birationnelle entre deux plans une
correspondance généralement biunivoque entre les points de ces
plans telle que les coordonnées d'un point de chacun des plans
s'expriment en fonctions rationnelles des coordonnées du point
homologue de l'austre plan.

Dans une transformation birationnelle T entre les points de deux
plans o, a', aux points d'une droite a de o correspondent les point
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d'une courbe rationnelle A' de o' et aux points d’'une droite a' de a,
correspondent ceux d'une courbe A de a. Les courbes A et A" ont le
méme ordre n. Ces courbes forment des réseaux |A|, | A'|.

Au point commun a deux droites a' de a' correspond un point
commun oux courbes A homologues (donc deux courbes A se rencontrent
en un seul point, variable avec les courbes). Les courbes A ont en
commun un certain nombre de points Olt O........... 0,, respectivement
multiples d'ordres st, s2,..., sv. En exprimant que le réseau | A|
est de degré un et que les courbes A sont rationnelles, on a(Cremona)

n -1 *

Sia + Sjg + ... +sv*
3] (n-1) ) ~

Si + s2 + ..+ +sv

De méme, les courbesA' ont en commun le méme nombre v de
points 0*, 02, .... Ov', multiples d'ordres s'i, s'2,. .., sv', nombres liés
par des relations analogues aux (1).

Les réseaux | A |, | A'| sont appelés réseaux homaloidaux. Entre
le réseau |A| (ou | A'l) et I'ensemble des droites du plan a' (ou 0),
on a une projectivité en ce sens qu'a un faisceau de courbe6 A (ou A')
correspond un faisceau de droites de a' (ou de a).

La connaissance de l'un des réseaux homaloidaux | A |, | A"| suffit
pour déterminer la transformation T. Il convient de remarquer qu'une
solution en nombres entiers positifs des équations (1) ne donne pas
toujours un réseau homaloidal formé de courbes irréductibles.

Les points - base des réseaux |A], |A'| sont appelés points
fondamentaux de T.

2. Supposons qu'en chacun des points-base du réseau | A |, les
courbes A aient des tangentes variables. L'homologue du point OIf par
exemple, est indéterminé. On léve cette indétermination de la maniéere
suivantes:

Considérons une droite p passant par Oi et les courbes A qui
touchent cette en ce point. Elles forment un faisceau auquel correspond
dans 0' un faisceau de droites de sommet P'. On convient de dire que
le point P' est I'homologue du point (fictif) P' infiniment voisin de Ot
sur p. Lorsque la droite p tourne autour de Oi, le point P' décrit une
courbe rationnelle Q'i, d'ordre st, appelée courbe fondamentales
associée au point O,.

Dans le plan 0 on a v courbes fondamentales Q'i, Q2,..., Qv
d'ordres s,, sf,..., sv. Chacune de ces courbes ne peut étre rencon-
trée par les courbes A' en dehors des points-base et deux de ces
courbes ne peuvent se rencontrer en dehors des mémes points.
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La jacobienne du réseau | A'| estfformée des courbes Q'

Si de méme les courbes A' ont des tangentes variables aux
points-base de | A'|, on a, dans a, v courbes fondamentales QIt Qa,
Qv, d'ordres s'i, s, s'v- La multiplicité aik du point Oi pour la
courbe Qk, est égale a celle du point O’k pour la courbe QI|.

On peut construire une surface F, d'ordre 2n + 2, appartenant a
un espace a n + 4 dimensions, dont les sections hyperplanes corres-
pondent projectivement aux courbes des systemes complets |a + A],
|]a'+A'|. A I'ensemble d'un point fondamental Oi et de la courbe
fondamentale associée Q'i correspond une courbe rationnelle Gi d'ordre
su et a l'ensemble O'k, Qk correspond une courbe G'k d'ordre s'k.
Si l'on désigne par C, C' les courbes qui correspondent sur F aux
droites et aux courbes A de a, on a les ralations fonctionnelles

C' = nC —SjGx—SjG2—1+ -sv GV,
G'i;=|s'-C — O]jGj — «ti;Ga— ... -~«VviGvi 0=1, 2

et des relations analogues en intervertissant les réles des plans a, o'
De ces relations, on déduit facilement les relations existant entre les
entiers n, s, ', a.

Les points-base des réseaux |A], | Al peuvent étre infiniment
voisins. La détermination des courbes fondamentales se fait de la
manieére suivante: supposons que Oa soit infiniment voisin de O;j.
On considére une courbe y passant simplement par OIlt Oa et les
courbes A rencontranty en st + ss + 1 points confondus en ces points,
c'est-a-dire les courbes A passant par le point P infiniment 'voi-
sin de Oa sur 7. Ces courbes forment un faisceau auquel correspond
un faisceau de droites de sommet P', I'nomologue de P. Lorsque 7
varie, le point P' décrit une courbe fondamentale Q'

3. Les transformations birationnelles les plus simples, en dehors
de I'homographie, sont les transformations quadratiques, définies
en partant d'un réseau homaloidal de coniques (coniques passant
par trois points, ou par deus points avec une tangente déterminée
en I'un de ceux-ci, ou conigues osculant l'une d'entre elles en un point).
Les réseaux sont méme nature dans les deux plans.

Si I'on range les nombres slt s2,... en ordre non décroissant,
on asx + sa + ss> n. Noether en a déduit que par un nombre fini de
transformations quadratiques, on peut transformer un réseau homa-
loidal quelconque en le réseau des droites. Ou encore que toute
transformations birationnelle est le produit d’un nombre fini de
transformations quadratiques (a trois points fondamentaux). La
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démonstration rigoureuse du théoréeme de Noether est due a Castel-
nuovo et a Chisini.

4. La définition d’'une transformation irrationnelle se transporte
immédiatement a I’espace. Une transformation irrationnelle entre
deux espaces 2, 2' est une correspondance généralement biunivoque
telle que les coordonnées d’un point d'un des espaces s’expriment
en fonctions rationnelles des coordonnées du point homologue et
réciproquement.

Aux points d’un plan a de 2 correspondent les points d’une
surface A’ d'ordre n’et aux points d’un plan a' de 2’ correspondent
les points d’une surface A d’'ordre n, qui peut étre distinct de n’.
Les surfaces A forment un systéme linéaire de dimension 3 et trois
surfaces n'appartenant pas a un méme faisceau se rencontrent en un
seul point, Variable avec les surfaces. Ce systéme est appelé systeme
homaloidal. Les surfaces |A’'l forment également un systéeme
homal oidal.

Les plans de 2 et les surfaces A’, ies plans de 2’ et les surfaces
A se correspondent projectivement. A une droite a de 2, T fait
correspondre une courbe d’ordre n, intersection Variable de deux
surfaces A'. A une droite de 2', correspond dans 2 une courbe d'ordre
n', intersection de deux surfaces A en dehors de la base.

La base des systemes |A |, | A’| est constituée de points mul-
tiples et de courbes multiples; ce sont les éléments fondamentaux
de la transformation.

La connaissance d’un des systemes |A]|, |A’| suffit pour déterminer
la transformation.

5. Considérons un point O multiple d’ordre r pour les surfaces A
et supposons que les cOnes tangents en ce point a ces surfaces
soient variables. Les surfaces A touchant en O une droite p forment
un réseau auquel correspond une gerbe de plans de sommet P’. Ce
point est I’hnomologue du point P infiniment voisin de O su P. Lorsque
p varie, P’ décrit une surface fondamentale, rationnelle, Q' dont I'ordre
est égal a la multiplicité du point O pour les courbes homologues des
droites de 2’.

Considérons une courbe Y d'ordre v, multiple d'ordre s pour
les surfaces A. Supposons que les plans tangents aux surfaces A en
un point de T soient variables. Les surfaces A tangentes en un
point P de T a un plan 6 tangent en P a T, forment un réseau auquel
correspond une gerbe de plans de sommet P’. Celui-ci est I’homologue
des points du plan < infiniment voisins de P. Lorsque le plan f>
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tourne autour de la tangente a T en P, le point P’ décrit une courbe
rationnelle T’. Lorsque le point P décrit la courbe I\ ou bien la
courbe F varie et décrit une surface fondamentale ou bien cette
courbe reste fixe. Dans le premier cas, la courbe T est fondamentale
de premiere espece, dans le second, de seconde espéce.

Lorsque la courbe T est fondamentale de premiére espeéce, la
courbe F est d'ordre s et engendre un faisceau sur la surface
L’'ordre de celle-ci est égal au nombre de points d'appui de trans-
formées des droites de £ sur la courbe T, variables avec les droites.

Lorsque la courbe T est fondamentale de seconde espéce, aux
plans passant par un point P' de F correspondent des surfaces A
ayant, en chaque point de F, X plans tangents communs. On a
s = Xv', V' étant I'ordre de F. La multiplicité de F pour les surfaces
A’ est s = Xv et F est a son tour fondamentale de seconde espéce.

La jacobienne de | A’| est formée des surfaces fondamentales
Q’, £, les premiere étant comptées deux fois.

On peut représenter les couples de points homologues dans une
transformation T par les points d’'une Variété a trois dimensions V
dont les sections hyperplanes correspondent aux surfaces de systemes
complets |a+A]et|a’ + A’|. Aux éléments fondamentaux correspondent
sur V des surfaces et on peut trouver facilement les relations entre
les entiers intervenant dans la définition des systémes | A| et | A'|.

Si h est le nombre des points fondamentaux de | A | et k celui des
courbes fondamentales, et si h’, k' ont la méme signification pour
|A'l,onah+k=h+Kk"

6 Les systemes homaloidaux formés de quadriques sont: le
systeme des quadriques passant par un point et une conique dont le
plan ne passe pas par le point, le systéme des quadriques passant par
une droite et par trois points, le systeme des quadriques passant par
quatre points et touchant un pian en I’'un d’eux. Dans le second
espace, le systeme homaloidal est formé de quadriques, de surfaces
cubiques et de surfaces du quatrieme ordre.

I ne peut exister, pour les transformations birationnelles de
I'espace, un théoreme analogue a celui de Noether pour les transfor-
mations du plan.
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Propriétés projectives des courbes algébriques

1. Une courbe algébrique plane peut étre définie comme I’ensemble
des points dont les coordonnées homogéenes satisfont a une équation
f (*i, xa, X,) = O ou f est un polynébme entier, rationnel et homogene.
L’ordre d'une courbe C est le nombre de ses points de rencontre
avec une droite (degré de f), sa classe est le nombre des tangentes
que l'on peut mener par un fpoint. On peut attacher a la courbe C

3

ses premieres polaires lyi “~ = O, ses polaires d'ordre k, obtenues

en appliquant k fois l'opération précédente, la hessienne, lieu des
points doubles pour les premieres polaires, la steinerienne, lieu des
points dont les premieres polaires ont un point double, la cayleyenne,
enveloppe des droites joignant les points homologues de la hessienne
et de la steinerienne. La hessienne passe par les points d’inflexion
de C. Les propriétés de C sont les interprétations géométriques de
de la théorie des formes algébriques.

Si la courbe C est dordre n et de classe m, posséde d points
doubles ordinaires (nodes), r points de rebroussement (cuspides),
i points d’inflexion et t tangentes doubles, on a les formules de Pliicker

m= n (n-1)—2d—3r, i=3n (n - 2)—6d —8r,
'n = m(m-1)—2t —3i, r=3m (m - 2)—6t — 8i.

Un systéeme linéaire de dimension r de courbes est I’ensemble
des courbes dont les coefficients dépendent linéairement de r para-
metres non homogénes. Si r=1, c’est un faisceau, si r=2, c'est un
réseau. Par r points du plan passe une courbe du systéme et en général
une seule.

La jacobienne d’'un réseau est le lieu des points tels que les

courbes passant par un de ces points y ont méme tangente. Une de
ces courbes posséde un point double au point considéré.

2. Considérons la transformation birationnelle T,
X=X,y =Xy
Elle fait correspondre a deux courbes algébriques

y=ax+f2 (x, y)+fj (x, y) + ..., y=ax+gl (x, Y)+g, (X, Y)+... (1)

se touchant a l'origine, les f et les g étant des polyndbmes homogenes
dont le degré est indiqué par l'indice, les courbes

y =a+ xXf2 (LyO + x’M.d,
y =a+xg@y)+x*g (Ly)+ ..
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se coupant au point X’=0, y'=a. On convient de dire que les courbes
(1) ont en commun un point fictif infiniment voisin de O sur la
droite y=ax et que T fait correspondre a ce point fictif le point
proprement dit X’ =0, Yy =a. L’ensemble des points fictifs infiniment
Voisins de O est le domaine du premier ordre de O, il correspond
a la ponctuelle x'=0.

Soit Ox un point infiniment voisin de O et O’t le point que T
lui fait correspondre sur x'=O. Au domaine du premier ordre de
O\, T-1 fait correspondre des points fictifs dits infiniment voisins
de Oi. L’ensemble des points infiniment voisins des points du domaine
du premier ordre de O constitue le domaine du second ordre de O.
On définit de méme les domaines du troisieme, quatrieme,... ordres
du point O.

Soit C une courbe algébrique ayant en O un point multiple d’ordre s,

fs(x,y) + f8+i (x,y) + ... = O. Q)

T lui fait correspondre la courbe
fs(l,y’) + Xf8+1(l,y’) + ... =0. 2
Supposons que les points X' =0, fs (1, y’) = O se répartissent en t
points multiples d’ordres slf s2, ..., st pour la courbe (2). On a

s, +s2+ ... +st”s, car la courbe (2) peut toucher la droite x’= O en
certains points de rencontre. On dit que la courbe C possede, dans
son domaine du premier ordre, des points Ot, O2 ..., Ot multiples
d’ordres, s5 s, ..., st. On obtiendra les points du domaine du second
ordre de O et leurs multiplicités en opérant des transformations
analogues a T en chacun des points X’ =0, f8 (1, y’)=0, et ainsi de
suite. Il existe un domaine d’ordre fini du point O dans lequel la
courbe C n’a plus que des points simples. Supposons que l'on ait
trouvé une suite de points Olt On,... infiniment voisins successifs
de O, le dernier étant simple pour C. S’il est possible de trouver
une courbe ayant des points simples en O, Ot, Ou,..., on dit que ces
points appartiennent a une branche linéaire d’'origine O de la coube.
C. Dans le cas opposé, on dit que cette suite de points appartient
a une branche superlinéaire de la courbe C. Un point double ordi-
naire est l'origine de deux branches linéaires. Un point de rebrous-
sement est l'origine d’une branche superlinéaire, la transformée de la
courbe par T touchant la courbe x'=0.

Par un nombre fini de transformations quadratiques, on peut
transformer une courbe en une courbe n’ayant que des points doubles
ordinaires (nodes). Si n est l'ordre de la courbe et d le nombre
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des points doubles, le genre p de cette courbe est défini par
p=>» (n-1) n-2) —d.

3. Une courbe algébrique gauche ou plus généralement une courbe
appartenant a un espace linéaire ardimensions, se définit comme
une transformée rationnelle d’une courbe algébrique plane. On a,
en coordonnées homogenes,

Xi = fj (ui, Uj, u8), (i=0, 1....r), g(u,, u¢, u,) = O,

Pour r=3, I’ordre n d’une courbe C est le nombre de ses points
de rencontre avec un plan, son rang r est le nombre de ses plans
tangents passant par une droite. Le lieu des tangentes a C (déve-
loppable circonscrite) est I'enveloppe de ses plans osculateurs, son
ordre est r et sa classe est égale au nombre de plans osculateurs
passant par un point.

Le nombre h des cordes ou bhisécantes d’une courbe gauche C
passant par un point est appelé nombre de points doubles apparents.
La projection de C sur un plan a partir d’'un point est une courbe
d’ordre n possédant h points doubles. Le genre p de cette courbe
est le genre de C. Halphen a introduit le nombre k, ordre minimum
du cdne contenant les cordes de C passant par un point. Les nombres
n, h, k ne suffisent pas pour caractériser une famille de courbes.

Dans une famille de courbes algébriques hyperspatiales, il existe
des courbes limites formées de droites dont la configuration est carac-
téristique, configuration déterminée par M. Seven.

Dans I'espace ordinaire, une courbe C d’ordre n peut étre repré-
sentée par les équations:

fn (Xi, Xi, X,) = O, x4gm_x (Xi, X2, Xj) = gm (xt, Xa, X,),

fn = O représentant le cone projetant la courbe du point (O, O, 0, 1)
supposé ne pas appartenir a la courbe et la seconde étant un monoide
(surface d’ordre m ayant un point multiple d’ordre m-1). Les deux
surfaces ont en commun, en dehors de la courbe C, n (m-1) droites
(representation de Cayley). Cette représentation s’étend aux courbes
hyperspatiales.

4. Les droites s’appuyant en trois points sur une courbe gauche C

0
passant — (n-2) (n-3)-p fois parla courbe, n étant I’ordre et p le

(trisécantles) forment une réglée d’ordre -=- (n-1) (n-2) (n-3)-p (n -2),

genre de celle-ci.
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Il existe en général un nombre fini de droites s’appuyant en
qguatre points sur une courbe gauche (tétrasécantes). Ce nombre est

égal a 2 i n-2-i n-3-i p
S ¢ —C_)C_)(C)

5. L’étude des points singuliers d’une courbe gauche peut se faire
par une méthode analogue a celle qui a été utilisée pour les courbes
planes. La transformation T doit étre remplacée par

X=X,y=XYy,z=X2Z,
qui fait correspondre aux points (fictifs) infiniment voisins de O
les points du plan x'=0. On définira de la méme maniére les domaines
des différents ordres du point O et l'analyse de la singularité d'une
courbe en O.

6. Les propriétés de certaines courbes ont été étudiées d’une

maniere approfondie.

Une cubique plane C sans point double possede neuf points
d’inflexion, situés sur la hessienne H, qui est également une cubique.
Les courbes C et H déterminent un faisceau contenant quatre courbes
dégénérées en trois droites. Chacune de ces douze droites passe par
trois points d’inflexion et cette configuration est caractéristique.

Une quartiqgue plane sans points double posséde 24 points d’in-
flexion et 28 bitangentes. Elle est I’enveloppe de 63 systemes de
coniques, de dimension un et d’indice deux, chaque conique touchant
la courbe en quatre points. Les 56 points de contact des bitangentes
appartiennent huit par huit a 515 coniques.

Une quintique gauche rationnelle posséde une tétrasécante ou
elle en possede une infinité. Dans ce cas, ces tétrasécantes sont les
génératrices d’'une quadrique.
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Propriétés projectives des surfaces algébriques

1. Une surface algébrique F est I'ensemble des points dont les
coordonnées homogeénes, réelles ou imaginaires, satisfont a une équation
F (x1, x2, x,, x4) =0 ou F est un polyndme entier, rationnel et homogene.
L'ordre n de F est le nombre de ses points de rencontre avec une
droite, sa classe m est le nombre de ses plans tangents passant par

3p
une droite. A la surface F on attaelc{]e ses premiéres polaires £yd— =0,
*

ses polaires d’ordre k, (Ey kF =0, sa hessienne, lieu des points

doubles des premiéres polaires.

Le plan tangent a F en un point P coupe F suivant une courbe
C ayant un point double en P, les tangentes étant les tangentes
asymptotiques. Si le point P est de rebroussement, le point est
dit parabolique. La courbe parabolique de F se trouve sur la hessienne.

Une surface F peut posséder des points multiples isolés, les
tangentes en un point multiple formant un cbéne, ou des courbes
multiples. En un point d'une courbe multiple d’ordre s, la surface
posséde s plans tangents, tangents également a la courbe multiple.

Une surface réglée est le lieu d’une droite. Une surface
développable est une surface engendrée par les tangents a une courbe,
appelée aréte de rebroussement (ou en particulier un cbne ou un
cylindre). Une surface réglée non développable est une réglée
gauche. Son ordre n est égal a sa classe. Une réglée gauche possede
nécessairement une courbe double rencontrant les génératrices en n* 2
points.

2. Considérons la transformation birationnelle T d’équations
X=X,y =XYy,z=xX7Z
et deux surfaces
y=a+fl(x,y,z)+f Xy, 2)+...,
zZ=Dbx +g((XVY, 2 +0g XV,2) +...

ayant une tangente commune en O, les f et les g étant des polyndmes
homogénes dont le degré est indiqué par I’indice.
T transforme ces surfaces en
y=a+xf2(1,y,2)+ x1fs (1,y’, z2) +...,
Z=b + x’g,(1,y’, Z + x8gs (1, y’, Z’) +...
passant par le point X =0, y'=a, z'=h. On convient de dire qu’a ce
point, T-1 fait correspondre un point fictif infiniment Voisin de O sur
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la droite y =ax, z=bx, commun aux surfaces (1). Aux points du plan
X' =0, T-1 fait correspondre tous les points fictifs infiniment voisins
de O, formant le domaine du premier ordre de O. On définit le
domaine du second ordre de O comme I'ensemble des points fictifs
que T-1 fait correspondre aux domaines du premier ordre des points
du plan X' =0, et ainsi de suite.

Si I'on appliqgue T a une surface

fs(x,y,z) + 8+l (x,y,2) + ... = 0O

ayant un point multiple d’ordre s en O, on obtient une surface F
coupant le plan x' = O suivant une courbe x' = O, fs (1, y’, z’) = O.
Celleci peut contenir des points isolés multiples pour la surface F' et
des parties multiples pour la surface F’. On connaitra ainsi les
singularités de F dans le domaine du premier ordre du point O. Ce
point peut donc contenir, dans son domaine du premier ordre, des
courbes simples ou multiples, infiniment voisines de O. On obtien-
dra les singularités de F dans le domaine du second ordre de O en
effectuant sur la surface F' des transformations analogues a T aux
différents points de la courbe x’=0, fs (1, y’, z')=0. Et ainsi de
suite.

Il n'existe pas nécessairement un domaine d’ordre fini du point
O dans lequel la surface F n'a que des points simples.

En un point double d'une surface ou le cbne tangent se réduit
a un plan compté deux fois (point double uniplanaire), cette surface
possede dans le domaine du premier ordre du point une droite simple
sur laquelle se trouvent trois points doubles, ou une droite double
(tacnodes).

3. Une surface algébrique appartenant a un espace projectif a r> 3
dimensions est une transformée rationnelle d'une surface de I'espace
ordinaire. On a, en coordonnées homogenes,

X, =fj (u0, Uj, us, u,), (i=0,1,2, ..., r), g(uo, uu us, u,)=0.

L'ordre de la surface est le nombre de ses points appartenant
a un espace a r-2 dimensions. Si la surface n’appartient pas a un
espace ayant moins de r dimensions, on a r<n + 1, n étant I'ordre de
la surface.

Une surface F, d'ordre n, admet une représentation monoidale
(Halphen). Appelons a I'espace a r-4 dimensions x0=x1=x2=x3=0 et
supposons qu’il n’ait aucune relation avec F et en particulier qu’il
ne la rencontre pas. Soit f (X0, xx, xa, Xx,) =0 I'équation du cbne pro-
jetant F de a. La surface F est représentée par les équations
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f=0, Xig (x0, x5 x2, X,) = gi (x0, Xi, Xa, X,), (i =4, 5, (2)

ou g est un polyndme de degré m-1 et les gf des polyndmes de degré
m. Les variétés (2) ont en commun, en dehors de la surface F, une
variété a r-2 dimensions, lieu des espaces linéaires a r-3 dimensions
passant par a et par les points de la courbe f = O, g = O de I'espace
x4 = x5 = ... =xr = 0. La représentation monoidale est utile dans
la recherche des points communs a F et a une variété algébrique a r-2
dimensions (Halphen et Noether).

4. Une surface rationnelle F est donnée par
Xi = fj (O, ult u2 us), i =0, 1,...,r1), ul = O.

A un point du plan u0 = O correspond un point de la surface,
mais ce point peut correspondre a k points du plan. On peut tou-
jours, en remplacant les u par des fonctions rationnelles Vi, Va, v,
des u, supposer que lI'on a k=I (CastelnuoVo). On obtient ainsi une
représentation biunivoque de la surface sur un plan. Aux sections
hyperplanes de F correspondent dans le plan des courbes C formant
un systeme linéaire a r dimensions. La connaissance du systeme | C |
entraine celle de la surface.

Une surface rationnelle admet une infinité de représentations
planes, les systemes | C | correspondant se réduisant l'un a l'autre
par des transformations birationnelles. On peut donc supposer que
les points-base de | C| (points communs a toutes les courbes C) sont
des points multiples a tangentes variables. Deux courbes C se ren-
contrent en n points en dehors des points-base.

A un point-base de |Cf, ou mieux a son domaine du premier
ordre, correspond sur F une courbe rationnelle. A une courbe fon-
damentale de C, c’est-a-dire a une courbe qui n’est pas rencontrée
par les courbes C en dehors des points-base, correspond un point
en général multiple de F.

Un systéeme linéaire |C’| contenu dans |C| et de dimension r’,
représente une surface F' projection de F a partir d'un espace a
r-r’-1 dimensions, sur un espace a r' dimensions.

Si F est une quadrique, |C| est le systéme des coniques pas-
sant par deux points. (Si la quadrique est un cOne, les deux points
sont infiniment voisins). Si F est une surface cubique de I'espace
ordinaire, |C| est le systétme des cubiques planes passant par six
points. Si F est une surface cubique de Il'espace a quatre dimen-
sions, |C| est le systeme des coniques passant par un point. Aux
droites passant par ce point, correspondent des droites tracées sur F,
qui est réglée.
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Géométrie sur une courbe algébrique

1. Le but de cette géométrie est de déterminer les conditions pour
que deux courbes algébriques soient transformées birationnelles
I'une de l'autre. (Sans que cette transformation puisse s’étendre,
en tant que transformation birationnelle, aux espaces ambiants).

Soit C une courbe algébrique irréductible. Une série linéaire
de groupes de points sur C est un ensemble de groupes G de n points
tel que: 1°) r points de la courbe appartiennent a un groupe G et
en général a un seul; 2°) on puisse établir une correspondance biu-
nivoque entre les groupes G et les points d'un espace linéaire a r
dimensions. La série est dite d'ordre n et de dimension r; on la
représente par gm ou par |G|. Lorsque r> 1, la seconde condition est
superflue.

Deux groupes Glt G2 appartenant a une méme sérié linéaire sont
dits équivalents; on écrit Gi=eG2 Deux séries iinéaires de méme
ordre ayant un groupe en commun appartiennent a une méme série
linéaire. Une série linéaire est dite compléete s’il n'existe en dehors de
la série aucun groupe de points équivalent aux groupes de la série.

La somme |G+H| de deux séries [G], |H| est I'ensemble des
groupes de points équivalents a un groupe de |G| joint a un groupe
de |H|.

S’il existe des groupes d'une série |G| contenant des groupes
d’'une série |Gi|, la série |G-Gil existe et est unique.

Le concept de série linéaire et les propriétés de ces séries
sont invariants pour les transformations birationnelles de la courbe C.

2. Dans une gln, il existe un certain nombre de groupes possédant
un point double; I'ensemble de ces points doubles est le groupe
jacobienae la série. Les groupes jacobiens Gj des séries de dimen-
sion un tirées d’une série |G| appartiennent a une série linéaire |Gj |, la
série jacobienne de |G|.
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Si I'on considere deux séries linéaires |G|, |H|, on a
(G+H)j=Gj+2H=Hj+ 2G.

La série linéaire |Gj- 2G|, lorsqu’elle existe, est la série
canonique |K| de C. Elle ne dépend pas du choix de la série |G| et
si deux courbes sont transformées birationnelles I’'une de I'austre,
les séries canoniques se correspondent.

Prenons pour modéle projectif de C une courbe plane d’ordre n
possédant d points doubles ordinaires, pour f{G| la série contenant
la série gan découpée sur C par le droites du plan. La polaire
d’un point P par rapport a C passe par les points doubles et par
les points de contact des tangentes menées par P a C, c’estia- dire
par le groupe jacobien de la série gxn découpé sur C par les droites
passant par P. Les polaires, d’ordre n-1, découpent donc sur C des
groupes jacobiens Cj de |G|. Il en résulte que les courbes d’ordre
Nn-3 passant par les points doubles de C découpent sur celle-ci les
groupes canoniques K. On obtient précisément la série canonique

compléte de C. Si p = — (n-1) (n-2)-d est le genre de la courbe C,

la série canonique est d’ordre 2p-2 et de dimension p-1. La série
jacobienne | G f| d'une série |G| d'ordre n est d’ordre 2(n + p-1). Si
p = O (courbes rationnelles), la série canonique n’existe pas. Si
p =1 (courbes elliptiques), la série canonique existe et est d'ordre
Zéro.

Le nombre d'intégrales abéliennes de premiére espéce linéaire-
ment indépendantes est égal a p et on peut prendre pour surface de
Riemann attachée a C un disque a p trous.

Deux séries gV g1, étant données, il existe (m-1) (n-1)-p couples
de points appartenant a la fois a des groupes de chacune des séries.

Si les groupes de la série canonique |K| passant par un point
Pi passent en conséquence par k-1 points P2, P3, ..., Pk, on a k = 2 et
les couples Pu P2 appartiennent a un série linéaires gY La courbe
est hyperelliptique et chaque groupe K est formé de p -1 groupes de
la série gV

3. Siune série|G contient un groupe appartenant & un groupe
de la série canonique K, il en est de méme de tous le groupes de la
série et celle-ci est spéciale. Le nombre i des groupes K linéaire-

ment indépendants contenant un groupe G est l'indice de spécialité
de |G| et la dimension de cette série est r = n-p+i (théoréme de

Riemann-Roch). On a n”:2r (Clifford). Si aucun groupe de la série
1G| n’appartient & un groupe canonique, la série est non-spéciale.
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On a i =0 etr =n—p. Une série linéaire d’ordre 2p-2 distincte de
la série canonique a la dimension p - 2.

Supposons n>2p - 2. Il existe sur Coo" groupes de n points qui se
distribuent en oop séries linéaires gnn-p. La variété. V, a p dimensions,
dont les points représentent ces oop séries linéaires est une variété
abélienne appelée variété de Jacobi attachée a la courbe C.

4. Pour que l'on puisse passer d’'une courbe C a une courbe C'
par une transformation birationnelle, il faut qu’elles aient méme genre
p et que certaines expressions, appelées modules, soient égales.
Le nombre des modules d’une courbe de genre p, non hyperelliptique,
est égal a 3p-3, si la courbe est hyperelliptique, ce nombre est 2p-I|
(p"2), si la courbe est elliptique, ce nombre est 1.

On peut prendre comme modele projectif d’une courbe de genre
p non hyperelliptique, une courbe d’ordre 2p-2 d'un espace linéaire
Sp-i a p-1 dimensions dont les sections hyperplanes sont les groupes
canoniques, appelée modéle canonique. Les modules de la courbe
sont les invariants projectifs de ce modeéle, c’est-a-dire les expressions
qui sont conservées lorsque I’on passe d’'une courbe d’ordre 2p-2 a une
courbe du méme ordre par une homographie.

Une courbe hyperelliptigue peut étre représentée par I'équation
y2 =f (x), fétant un polyndbme de degré 2p+2. Le nombre des mo-
dules est égal au nombre des conditions pour que deux groupes de
2p+2 points sur une ponctuelle soient projectifs.

5. Considérons sur une courbe C de genre p une opération T qui
fait correspondre a un point a un groupe B de p points, T-1 faisant
correspondre a un point b un groupe A de a points, c’est-a-dire une
correspondance (a, p).

S’il existe un entier positif 7 tel que les groupes 7a+ B, 7a’+ B’
soient équivalents, ou un nombre positif 7° tel que les groupes
7’a + B’, 7’a’ + B soient équivalents, on dit que la correspondance a
une valence 7 en posant dans le second cas 7'=—7. La valence 7
d’'une correspondance est un entier positif, nul ou négatif. Il existe
des correspondances sans Valence, mais la courbe C est alors a modules
particulares.

Le nombre des points unis d'une correspondance a valence est
(formule de Cayley - Brill)

U=a+ P+ 27p.

Considérons, sur la courbe C, une série simplement infinie de
groupes de m points, d’indice v. Le nombre des points doubles de
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cette série est au plus égal a 2v (m-p fI). Si ce maximum est atteint,
formant des groupes de vm points équivalents, il en est de méme des
de la série (Severi).
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Géomeétrie sur une surface algébrique

1. Le but de cette géométrie est de déterminer les conditions
dans lesquelles deux surfaces sont liées par une correspondance bira-
tionnelle (sans que cette correspondance puisse s’étendre en tant
que correspondance birationnelle aux espaces ambiants). En d’autres
termes si I'on place dans une méme classe les surfaces qui se
correspondent dans des transformations birationnelles, de déterminer
les caractéres de chaque classe. Ce probléme est loin d’étre résolu.

Soit F une surface algébrique irréductible. Un systéme liné-
aire de courbes tracées sur la surface est un ensemble oor de cour-
bes algébriques tel que: 1°) par r points de F passe une courbe
de I'ensemble et en général une seule; 2°) on peut établir une
correspondance biunivoque entre les courbes de I’ensemble et les
points d’un espace linéaire a r dimensions. Si r>1, la seconde condition
est superflue, mais il existe des surfaces contenant un faisceau
irrationnel de courbes (exemple des réglées de genre supérieur a z€éro).
Un systeme linéaire est représenté par |C|. Ses caractéres sont la
dimension r, le degré effectif n’, nombre de points communs a deux
courbes Variables avec ces courbes, le genre effectifré de la courbe C
générale. Si le systéme | C | posséde des points-base multiples d’ordre
ii, ia, ..., le degré virtuel et le genre virtuel sont

n=n + Si8 %h =% + s> Si(i-1),

les points - base étant considérés comme Virtuellement inexistants.
Cette convention permet de donner plus de généralité aux formules.
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Deux courbes Ci, C? appartenant a un méme systeme linéaire
sont dites équivalentes; on écrit Ci = C2 Un systéeme linéaire est
complet s'il n'existe aucune courbe équivalente a une courbe du
systeme et ne lui appartenant pas.

La somme de deux systemes linéaires |Ci|, |C?|, distincts ou
non, est le systeme complet des courbes équivalentes a une courbe
Ci joint a une courbe C2 On le représente par |Ci+ C2|. Si ni, nl
sont les degrés et xIt x2 les genres respectifs de |Ci|, |C2| et si v
est le nombre des points de rencontre d'une courbe Ci et dune
courbe Ca, le degré n et le genre x de |Ci+C*| sont

nN=ni+na+ 2v, x =x1l + xXi + v- .

Si quelques courbes d'un systeme |C| contiennent des courbes
d'un systeme |D|, le systeme IC-DI existe et est unique.

Une courbe tracée sur F et qui n'est pas rencontrée en des
points variables par les courbes d'un systeme |C|, est une courbe
fondamentale de ce systeme.

Si les courbes d’un systeme linéaire sont réductibles en par-
ties variables, ces courbes sont composées au moyen des courbes
d’un faisceau (Bertini).

Ces définitions sont invariantes pour les transformations biration-
nelles.

Dans une classe de surfaces algébriques, il existe une surface
d’'un espace linéaire a cing dimensions privée de points multiples
et une surface de l'espace a trois dimensions ayant comme seules
singularités une courbe double et des points triples pour la courbe et
la surface (Beppo Levi).

2. On appelle jacobienne C\ d’un réseau ICI le lieu d'un point P
tel que les courbes C passant par ce point y ont méme tangente;
parmi ces courbes, il y en a une qui a un point double en P. Etant
donné un systeme linéaire |C|, les jacobiennes des différents réseaux
tirés de 1C| appartiennent a un systeme linéaire |Cj| appelé jacobien
de |C|. Si |C]|, |D] sont deux systémes linéaires de dimensions au
moins égales a deux, on a

(C + D)j=Cj + 3D -Dj + 3C.

Le systétme |Cj-3C|, s'il existe, ne dépend pas du choix de
|C|; c’est le systeme canonique |K| de F. Les systemes canoniques
de deux surfaces d’une méme classe se correspondent.

Les courbes du systeme |Cj-2C| découpent, sur une courbe, C,
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des groupes canonigues de cette courbe. Il est appelé I'adjoint & |C|,
et désigné par |C’|.

La dimension pa- ! du systéme canonique |K| de F est un inva-
riant. pa est appelé genre géométrique de F.

Si I'on prend comme modéle projectif de F une surface d’ordre
n ayant une courbe double et des points triples pour la surface et
la courbe, le systeme canonique est découpé par les surfaces d’or-
dre n-4 adjointes, c’est-a-dire passant simplement par la courbe
double. Si I’on calcule cette dimensions, on trouve un nombre
pa-1 ™ pg -1. Le nombre pa est le genre arithmétique de F.

Si pa<pg, la série découpée sur une courbe C par les adjointes
C’ et |C| n'est pas compléte. Le nombre des groupes de la série
canonique de C linéairement indépendants qui ne sont pas découpés
par des courbes C' est q = pg- pa, nombre appelé defaut de la série
(théoréme de Picard). Le genre arithmétique pa est un invariant.

Le genre p (1) d’une courbe canonique K est appelé genre linéaire
de F. Le degré du systeme |K| est p(1) -1.

Si l'on désigne par |C"| l'adjoint & |C’|, par |C*”’
IC™,..., les systémes

I'adjoint a

IKa = IC”-ClI, |K,| = |C* - Cl,...

s’ils existent, sont appelés systéme bicanonique, systéme tricano-
nique,... de la surface F. On a

IC”-C’| = |C'-C| = |KJ, d’ou |C”’-C| = |2(C’-C)| = |2K],
dou |K2l = 12 Kl si IK]|] existe, |K3 = |3K|,.... Les nombres de
courbes linéairement indépendantes des systemes |K*|, |K,|,... sont

le bigenre P,, le trigenre P,...... Onapg™Ps™P, ™.
Il existe des surfaces pour lesquelles Pg = O, P2 ™ 1.

3. Si Fi, F2 sont deux surfaces d'une méme classe, il existe entre
elles une correspondance birationnelle T. Il peut se faire qu’il existe
des points dont les homologues sont indéterminés. Si P est un tel
point appartenant a Fi par exemple, les points qui lui correspondent
sur Fa engendrent une courbe rationnelle p appelée courbe exception-
nelle. Si les surfaces Fi, Fa appartiennent a la classe des réglées,
il existe sur p un point P' auquel correspond sur Fi une courbe
exceptionnelle passant par P. Il n’en est pas de méme pour les surfaces
des autres classes. Si une surface F n’appartient pas a la classe des
réglées, le nombre de ses courbes exceptionnelles est fini et il existe

dans sa classe une surface dépourvue de courbes exceptionnelles
(Enriques).
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Si la surface F posséde un systeme canonique (ce qui n'est pas
le cas pour les réglées, les courbes exceptionnelles de la surface
sont des composantes fixes du systéme canonique, mais les genres
Pa, Pg, Pt, P,... ne sont pas modifiés, ce sont des invariantes absolus.
Par contre p U) est un invariant relatif.

Si ICI est un faisceau linéaire de degré n et de genre ic possédant

8§ courbes ayant un point double, le nombre | =8-n-4ic est un
invariant relatif de la surface (invariant de Zeuthen-Segre). Il est
idépendant du choix du faisceau ICI. On a | + p(l) = 12pa + 9

(formule de Noether).

4. On appelle série caractéristique d'un systeme linéaire |C| la
série de dimension r-1 découpée sur une courbe C par les austres
courbes du systeme.

Une courbe C tracée sur une surface réguliere F appartient en
général a un systéme linéaire et sa série caractéristique est com-
plete. Une courbe C tracée sur une surface d’irrégularité q appar-
tient a un systéeme continu |C| en général formé de oo<i systemes
linéaires | C| de mémes caractéres. La série caractéristique de cha-
cun de ces systemes linéaires a le défaut gq. Une variété V a q
dimensions dont les points représentent les 00 q systemes linéaires
| C| d'un systéme continu |C| est une Variété abélienne appelée
variété de Picard attachée a F.

Deux courbes appartenant a un méme systeme continu sont dites
algébriguement équivalentes, algébriguement indépendantes dans le
cas Opposeé.

On appelle série caractéristique d'un systeme continu la série
découpée sur une de ses courbes par les autres courbes du sys-
teme. Cette série est en général compléte.

Si la courbe générale C d'un systéeme linéaire | C| de degré n
et de genre « appartient a i courbes canoniqgues K linéairement
indépendantes (i est Yindice de spécialité de C), la dimension r du
systeme satisfait a I'inégalité (théoréme de Riemann-Roch)

rap+n-—-i+1—i

si le second membre est positif. Si i>0, le systtme est dit spécial.
Un systéme linéaire non spécial pour lequel I'égalité a lieu est
dit régulier. Dans le cas opposé, le systéme est surabondant. La
théorie de ces systemes reste a faire.

5. Le genre géométrique pg d'une surface est égal au nombre
d’intégrales doubles de premiére espece attachées a la surface.
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L’irrégularité q est égale au nombre d' intégrales de Picard (intégrales
de différentielles totales) de premiére espéce attachées a la surface.

Des surfaces irrégulieres de l'espace ordinaire ne peuvent former
un systeme linéaire sauf si la courbe intersection variable de deux
surfaces est réductible.

6. Sur une surface F il est possible de trouver p courbes

C3,..., Cp algébriguement distinctes telle que si C est une courbe
guelconque tracée sur la surface, il existe des entiers X, Xx, X2,..., Xp tels
que les courbes XC et +X2Ca+ ...+Xp Cp appartiennent a un méme
systeme continu (Seven). Les courbes Ci, C2,..., Cp constituent une
base sur la surface et p est le nombre-base. Ce nombre est en relation
avec un théoréeme de Picard. Il n’existe aucune intégrale de Picard de
troisieme espéce ayant pour courbes logarithmiques tout ou partie des p
courbes de la base, mais il existe une intégrale de Picard de troisieme
espece ayant pour courbes logarithmiques tout ou partie des p courbes
précédentes et une courbe quelconque.

Sur certaines surfaces, il est possible de trouver des courbes
rif r2,..., ra algébriguement distinctes telles que leurs multiples d’un
certain ordre soient algébriquement équivalents. Le nombre t adme*
un maximum a appelé diviseur de Seven de la surface. Il existe des
surfaces dont ce diviseurt est un nombre quelconque.

7. Dans certains cas, la valeur des genres d’une surface permet
de la classer.

Les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une surface soit
rationnelle sont pa = P2 = 0 (CastelnuoVo).

La condition pour qu’une surface appartienne a la classe des
réglées est P12 = 0 (Enriques).

Une surface telle que pa==P4 =1 possede une courbe canonique
d’ordre zéro. Un systéeme linéaire de courbes de genre x a le degré
2 X - 2 et la dimension x.

Une surface de genres pa = —1, pg = P4 =1 (surface de Picard)
possede une courbe canonique d'ordre zéro. Une courbe de genre
X tracée sur F appartient a un systeme linéaire de degré 2x—2 et de
dimension x—2 et a un systéeme continu de dimension x formé de oo*
systemes linéaires.

Le nombre des modules d’une surface algébrique reste a déter-
miner.

8. SeVeri a édifié une théorie des groupes de points appartenant
a une surface algébrique.



Si |C| et |D| sont deux systemes linéaires, l'ensemble des
groupes (C, D) communs a une courbe C eta une courbe D est une
série d'équivalence élémentaire. On définit la somme et la différence
(quand ellg est possible) de deux séries élémentaires. Si 21( S2,..., 2r
sont des séries élémentaires, une somme algébrique +...+ £r
est une série d’équivalence (non nécessairement élémentaire).

Soit |C| un systéeme linéaire, |C’| son adjoint, J le groupe de points
doubles pour les courbes C d'un faisceau tiré de |C| La série
d’équivalence J-2 (C, C’)—(C, C) est appelée série d’equivalence de
Severi: elle se compose de groupes de | + 4 points Dans le passage
d’'une surface a une autre de sa classe, la série de Severi dépend des
courbes exceptionnelles.
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