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SUR LA SINGULARITE D’'UN POINT DE DIRAMATION
D’UNE SURFACE ALGEBRIQUE MULTIPLE

Si I'on considére une surface algébrique contenant une involution cyclique
d’ordre premier n’ayant qu'un nombre fini de points unis, nous avons montré(l)
que l'on peut en prendre comme modele projectif une surface F d’'un espace Sr
a r dimensions sur laquelle I'involution est déterminée par une homographie H,
de période p, possédant p axes ponctuels dont un seul rencontre F, en un
nombre fini de points: les points unis de I'involution.

Un point uni est dit de premiére ou de seconde espéce suivant que H
détermine dans le plan tangent & F en ce point une homologie ayant ce point
comme centre, vu une homographie non homologique.

La dimension r0 de l'espace ¢l axe de H rencontrant F, peut étre choisie
aussi grande que I'on veut et si I'on rapporte projectivement aux hyperplans
d'un espace a r0 dimensions les hyperplans unis pour F[ ne contenant pas no,
on obtient une image O de I'involution sur laquelle les points de diramation
correspondant aux points unis sont isolés.

_Le probleme est de déterminer la structure des points unis et des points
de diramation.

Si O est un point uni de seconde espéce, il existe sur F un certain nom-
bre de suites de points infiniment voisins successifs de O, points unis de seconde
espece pour I'involution sauf le dernier de chaque suite qui est uni de premiére
espéce. C'est cette sorte d'arbre qui constitue la structure du point uni O.

Le point de diramation O', homologue de O, est singulier pour la sur-
face O et est, au point de vue des transformations birationnelles, équivalent a
un ensemble de courbes rationnelles dont le degré virtuel est inférieur a — 1.
C’est cet ensemble qui constitue la structure du point de diramation O'.

Les points unis de premiére espéce qui terminent les suites de points unis
d’origine O donnent évidemment naissance a ces courbes.

On pourrait croire a priori que la singularit¢ du point O' pour O est
constituée par une suite de points infiniment voisins successifs de O' dont les
multiplicités ne vont pas en croissant. Il n’en est rien comme le montre I'exem-
ple qui va étre développé. C'est ce qui fait d'ailleurs son intérét. Nous avons
indiqgué cet exemple dans une communication faite au Congres de VUnione
Matematica Italiana a Bari en septembre, 1971
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Une derniere remarque. Lorsque deux surfaces sont I'une projection de
I'autre, deux courbes homologues seront désignées par le méme symbole.

1. Commencons par rappeler quelques résultats exposés dans notre ouvrage
sur les involutions cycliques cité plus haut.

Nous considérons donc une surface algébrique F dans un espace Sr trans-
formée en soi par une homographie H de période p=2v+ 1, possédant p axes
ponctuels no, cij, ..., ap_| dont le premier seul rencontre la surface F, en un
nombre fini de points. Nous supposons p premier. Nous désignerons par r0 la
dimension de a0 et par C les courbes de F sections de cette surface par les
hyperplans passant par alt a2, ... , «/,_1. Rapportons projectivement les cour-
bes C aux hyperplans d'un espace a rg dimensions. On obtient ainsi une sur-
face O image de Il'involution en ce sens qu’un point de O correspond a un
groupe de l'involution. Le systéeme |C] est dépourvu de points-base, par con-
séquent si n est I'ordre de la surface O, le degré de |C|, c'est-a-dire I'ordre
de la suxface F, est égal a pn.

Soit O un point uni de seconde espéce, c’est-a-dire un point uni tel que
le plan tangent & Fen O rencontre en un point deux des espaces a,, n2,..., ap_t.
Il 'y a donc deux tangentes a F en O qui sont unies pour I’homographie H.
Nous désignerons par O' le point de diramation homologue de O sur <b,

Les courbes C passant par O, courbes que nous désignerons par Cl,
acquierent en ce point une certaine multiplicité, les tangentes a ces courbes
étant confondues avec a et b. Les courbes ClI, que nous appellerons C2, assujet-
ties a toucher en O une droite distincte de a et b, acquierent en ce point une
certaine multiplicité et ont comme tangentes a et b si p>3. Par ce procédé
répété, on forme une suite de systémes linéaires

slc>, |c2l,... . |cV

dont les multiplicités en O vont en croissant et dont les tangentes sont con-
fondues avec a et h. Si I'on applique le procédé au systeme |CV|, on obtient
un systeme |CV+1| dont les courbes ont en O la multiplicité p et des tangentes
variables.

Désignons par T les sections hyperplanes de d>, par P, T2, ... P les
courbes qui correspondent sur O respectivement aux courbes CI, C2, ..., Cy,
par O,, 02, ..., les surfaces dont les sections hyperplanes sont respective-
ment les courbes T1, T2, ..., Pt

L'étude du comportement en O des courbes C1, C2, ... , Cv peut étre faite
par les procédés indiqués dans notre ouvrage déja cité. Nous ne reprendrons
pas cette étude en détail pour ne pas allonger ce travail.

2. Nous allons considérer le cas d’une involution | d’ordre 31 et nous sup-
poserons que dans le plan tangent a F en un point uni O I’homographie H
détermine I’homographie d’équations

X\ X2 1 Xi=x!l: zx2: s *x3,

le point O étant donné par x1=x2=0 et e étant une racine primitive d’ordre
31 de l'unité.
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Rappelons que les multiplicités des courbes CI, C2, ... , Cv sont données
par les solutions en nombres entiers positifs de la congruence

X+23u=0 (mod 31),
telles que X+p. soit inferieur a 31. Ces solutions doivent étre rangées en ordre
croissant des sommes X +p.
La solution donnant la somme X+p la plus petite est X=1, p=4. Les

courbes C! ont donc en O la multiplicité cing, une tangente étant confondue
avec a et les quatre autres avec b.

Dans notre ouvrage, nous avons introduit les notations suivantes: Nous

désignons par (a, 1), (a,2),... les points infiniments voisins successifs de O
situés sur une branche linéaire d'origine O, le point (a, 1) étant situé sur la
droite a, par ((3, 1), (3, 2), ... les points infiniment voisins successifs de O,

situés sur une branche linéaire d’origine O, le point ([3, 1) étant situé sur la
droite b. De plus, si le point (a, k) par exemple est uni de seconde pour
I'involution 7, il existe dans son domaine du premier ordre deux points unis:
I'un est le point (a, fc+l), l'autre sera désigné par (a, k, 1). Si ce point est
a son tour uni de seconde espece pour /, les points unis infiniment voisins
seront désignés par (a, k, 2) et (a, k, 1, 1). Et ainsi de suite et de méme pour
les points de la suite p.

Avec ces symboles, on voit que les courbes Cl ont un point quintuple
en O et passent: une fois par les points (oc, 1), (a, 2), ... (oc, 26), quatre fois
ar (p, 12, deux fois par (p, 2), une fois par (p, 3), (p, 4), , (p, 22), une
ois par (p, 2, 1), (p, 2, 2).

Tous ces points sont unis de seconde espéce pour l'involution, sauf les
derniers (a, 26), (P, 22), (P, 2, 2) qui sont unis de premiere espece.

Aux domaines du premier ordre de chacun de ces points correspondent
respectivement sur la surface < une droite px, une droite p2 et une droite t
On a la relation fonctionnelle

r=ri+pl+r+p?

et le point O est triple pour la surface O, le cone tangent projetant de ce
point I'ensemble de ces trois droites.

Les droites p2 et t se rencontrent en un point. On verra plus loin que p,
rencontre t mais ne rencontre pas p2. Dans ces conditions, les droites p,, p2
et t ont respectivement pour degrés virtuels -2, -2, -3.

3 Le degré du systtme |C| est égal a 31 (n-3) et la surface O, est d’ordre
n- 3.
3. Le systtme |C2 correspond a la solution X=8, p.= 1 Ses courbes
passent donc 9 fois par le point O et une fois par les points ([3, 1), ((3 2),
..., (P, 22), trois fois par le point (oc, 1), deux fois par les points (a, 2),..., (o, 10)i
une fois par les points (a, 11), (oc, 11, 1), une fois par (a, 1, 1), ..., (a, 1, 5).

Ces points sont unis de seconde espece pour l'involution sauf les points
(P» 22), (a, 1, 5) et (a, 11, 1) qui sont unis de premiere espece. Aux domaines
du premier ordre des deux derniers de ces points correspondent sur la surface
470 respectivement deux droites p3 et p4. On en conclut que la surface O2 est

la projection de la surface Or & partir d'un point o\ intersection des droites
Pi et t (dont I'existence avait été admise plus haut). Ce point est double bipla-
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naire pour la surface O,, les plans tangents projetant de ce point les droites
pd et p4, qui se rencontrent en un point.
Sur la surface ®2, on a
riel2+ps+ ps

et les droites p3, p4 ont le degré virtuel égal & - 2.

La surface ®2 contient en outre une droite p2 projection de la droite p?
existant sur la surface <>j.

Le systeme |C2 a le degré 31 («-5) et la surface O2 est d'ordre n-5.

4. Les courbes C3 correspondent a la solution X=2, [a=8. Elles passent
donc dix fois par le point O et deux fois par les points (a, 1), (a, 2),, (a, 10),
une fois par (a, 11) et (a, 11, 1), huit fois par (P, 1), quatre fois par (P, 2),
deux fois par (P, 3)....... (P, 6), une fois par (p, 7), (P, 7, 1), deux fois par
(p’ 27 1)’ (p’ 2’ 2)

Ces points sont unis de seconde espéce pour l'involution sauf les points
(@ 11, 1), (P, 7, 1) et (P, 2, 2), qui sont unis de premiére espéce. Aux domai-
nes du premier ordre de ces points correspondent sur la surface <3 respecti-
vement une droite p4, une droite p5 et une conique qui correspond point par
point a la droite ¢ de et que nous désignerons par le méme symbole.

La surface ®3 est la projection de la surface ®2 a partir du point 072

commun aux droites p2 et p3. Ce point est triple pour la surface <2, le cone
tangent projetant la droite p5 et la conique r. Il importe de remarquer que le
point de infiniment voisin de O\ a pour projection sur <2 non le point 02
mais le point commun aux droites p3 et p4.

Sur la surface <P3, on a la relation fonctionnelle

r2=n-+T+p}

et pb a le degré virtuel égal a —2.
La surface ®3 a l'ordre n—8, le systtme |C3| ayant le degré 31 (»— 8).

5. Le systeme |C4| correspond & la solution X=9, (a=5. Ses courbes
ont donc la multiplicité 14 en O et passent quatre fois par (a, 1), trois fois par
(a 2),..., (@ 5), une fois par (a, 6), (a, 6, 1), (a, 6, 2), une fois par
(@ 1, 1),..., (a, 1, 5). cing fois par (P, 1), trois fois par (p, 2), deux fois par
(P, 3), ... ,(P, 6), une fois par (P, 7), (p, 7, 1) enfin une fois par (P, 2, 1).
(P, 2, 2).

Ces points sont unis de seconde espéce pour I'involution, sauf les points
@6 2), @115, P71, (P22 qui sont unisde premiére espéce. Il
correspond aux domaines du premier ordre deces points, sur la  surface ®4,
respectivement les droites p6, p3, p5 et . La surface ® est la projection
de la surface ®3 a partir d’'un point O\ commun a la droite pt et & la coni-
que t. Ce point est double biplanaire pour la surface ®3, les plans tangents
projetant de ce point les droites p3 et pé.

Sur la surface ®4, on a

r3=r4+p3+p!
et le degré virtuel de la droite p6 est égal & —2.
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Le systeme | C4| a le degré 31 (n- 10) et la surface 0>4 est d’ordre n- 10.

6. Le systeme | C5! correspond a la solution X=3, (j.=10. Les courbes
C5 ont la multiplicité 15 en Oet passent trois fois par (a, ! (a, 5),une
fois par (a, 6), (a, 6, 1), (a, 6,2), cing fois par((3, 1), deux fois par(3, 2, ,
(P> 6)> une fois Par (P, 7), (P, 7, 1), trois fois par (p, 1, 1), (fl, 1, 2), une fois
par (p, 1, 3), P, 1,3, 1), (p, 1, 3, 2).

Seuls les points (a, 6, 2), (p, 7, 1), ((3, 1, 3, 2) sont unis de premiére es-
péce, les autres le sont de seconde espece. Il correspond sur la surface 055 aux
domaines du premier ordre de ces points, respectivement des droites p6, p5 et p7.

La surface <€5 est la projection de la surface O4 a partir du point 04
commun aux droites p3 et + Le degré du systéme |C5| est égal & 31(«-11),
de sorte que la surface Obest d’'ordre n—11. Par conséquent, le point 0
est simple pour la surface O4 le plan tangent étant le plan 04 p7.1l en résul-
te que la droite 27 est une courbe exceptionnelle et a donc le degré virtuel - 1.
Sur la surface O5, on a

r~=r+Pv

ce qui confirme que le degré virtuel de p7 est — 1.

Dans le passage de la surface O4 a la surface <P5 les droites p3 et r
sont projetées de O\ en des points de la droite p7. La droite p6 qui sur <D4

rencontre la droite p3 est projetée sur O5 suivant une droite passant par le
point de rencontre de p3 et pl. Cependant, comme on va le voir, les droites
p3 et p6 ne se rencontrent pas.

7. Les courbes C6 correspondent alasolution A=16, pi=2. Elles ont
donc en O un point multiple d’ordre 18 et passent six fois par (a, 1), quatre
fois par (oc, 2), trois fois par (a, 3), une fois par (a, 3, 1), (3,3, 1, 1), (a 3, 1, 2),
deux fois par }a, 1, 1),..., (& 1, 5), deux fois par (3, 1),..., (S, 6), une fois
pas (p, 7). (b, 7, 1)

Le point (a, 3, 1, 2) est uni de premiére espece pour Il'involution et a
son domaine du premier ordre correspond sur la surface O6 une droite p8
Sur cette surface se trouvent également une droite pb et une conigue qui cor-
respond point par point a la droite p3 et que nous désignerons par le méme
symbole p3

La surface ®6 est la projection dela surface Os a partir du point 03

commun a p3 et p*. Ce point est triple pour la surface <5 le cone tangent
projetant de ce point la droite p8 et la conique p3.

Dans le cone tangent & O5 en 05 se trouve donc le céne du second
ordre projetant la conique p3 de 0y Par conséquent,, les droites p6 et pi sont
des génératrices de ce cone et ne se rencontrent pas mais rencontrent chacune
en un point le domaine de 0% équivalent & p3. Ainsi se trouve établie la pro-
priété signalée au Ne 6.

Sur la surface 06, on a

rs=r«-+p3+pf

et la courbe p§ est de degré virtuel —2.
Le systtme \C6l a le degré 31 («— 14) et O6 est donc d’ordre n-14.
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8. Les courbes Cl sont données par A=10, p=9. Elles ont donc la
multiplicité 9 au point O et passent cing fois par (a, 1), quatre fois par (a, 2),
trois fois par (<x, 3), (a, 3, 1), (a, 3, 1, 1), (a, 3, 1, 2), une fois par (a, 1, 1),...,
(a, 1, 5), neuf fois par (3, 1), trois fois par ((3, 2), (3, 2, 1), (3, 2, 2).

Sur la surface O7 nous avons une droite p3 correspondant au domaine
du point (a, 1, 5), une droite p§ correspondant au domaine de (a, 3, 1,2) et
une cubique gauche correspondant point par point avec la droite t de <
et que nous continuerons a désigner par t

La surface <D7 est la projection de la surface O6 a partir d’un point 0'6
intersection de la droite p et de la conique p3. Ce point est triple pour la
surface, le cbne tangent projetant de ce point la cubique gauche + Sur la

surface d>7 on a
ro=r7+T.

Le degré du systtme |C7| est égal a 31 (h—17) et la surface ®7 est
d’ordre n—17.

9. Les courbes C8 correspondent a la solution A=4, p.=16 et elles ont
donc un point multiple d’ordre 20 en O. Elles passent quatre fois par (a, 1),
(a, 2), trois fois par (a, 3), une fois par (a, 3, 1), (<x, 3, 1, 1), (a, 3, 1, 2), neuf
fois par ((3, 1), deux fois par (3, 2), (3, 2, 1), (B3, 2, 2), trois fois par (p, 1, 1),
(P, 1, 2), une fois par (3, 1, 3), (P, 1, 3, 1), (P, 1, 3, 2).

Au domaine du point (a, 3, 1,2) correspond sur la surface <D§ la droite p8.
On a également sur cette surface une conique t et une droite exceptionnelle p7.
Elle est la projection de <>7 & partir d’un point Oi commun a la droite p3 et
a la cubique t Ce point est simple pour la surface, le plan tangent projetant
la droite p7. Sur cette surface, on a

ri=rg+p7.

Le degré du systeme |C8| est égal a 31 (m— 18) et <8 est d’ordre n — 18.
On remarquera que les courbes t et p3 ont un point commun dont le
domaine est équivalent & la droite p7.

10. Les courbes C9 sont données par la solution A=17, p=6. Elles ont
donc la multiplicité 23 en O et passent sept fois par (a, 1), une fois pai (a, 2),
(@ 2, 1) (a, 2, 4), deux fois par (a, 1, 1)......... (a, 1, 5), six fois par (p, 1),
deux fois par (P, 2, 1), (P, 2, 2).

Au domaine du premier ordre de (a, 2, 4) correspond sur la surface <D9
une droite p9. Il y a en outre sur cette surface une conique p3 représentant le
domaine du point (a, 1, 5) et une ccnique . Cette surface est la projection
de la surface O8 & partir d’'un point 0% commun aux droites p7 et p8. Ce
point est triple pour la surface 08, le cone tangent projetant de ce point la
conique p3 et la droite p9. Cette droite rencontre donc la conique p3 en un
point. Sur la surface p9, on a

r§=P>+pj + p9,

ce qui implique que le degré virtuel de p9 est égal a —2.
La surface O9 est d’ordre n—21.
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11. Les courbes C10 correspondent a la solution X=11, a=13 Elles ont
donc en O la multiplicité 24 et passent six fois par (a, 1), une fois par (a, 2),
(@ 2, 1), ... (a 2, 4) et une fois par (a, 1, 1), ..., (a, 1, 5), six fois par (B, 1),

- . B 11 1
P «. s, V2 15 11 1n%2- 105 o par ' S o '

Aux domaines des points (a, 1, 5), (a, 2, 4), (3 2, 2), ((3, 1, 3, 2) corres-
pondent respectivement sur la surface OW0 quatre droites Pj> p9, T, Pj. Cette
surface est donc la projection de la surface d> a partir du point Og commun
aux coniques p3 et + Ce point est simple pour la surface <9, le plan tangent
projetant p7 de Og.

Sur la surface O10, on a

r9e=ri0 + p7.

Sur cette surface, les courbes p3 et t rencontrent p7 chacune en un point
mais ne se rencontrent pas.

Le systeme |C10! a le degré 31 (n-22) et la surface Ol est d’ordre n — 22.

12. Les courbes CIll correspondent & la solution X=5, u=20. Elles ont
donc en O la multiplicité 25 et passent cinq fois par (a, 1), une f0|s par (a 2)

Bk s par (5 2 My Cina f8is payy (R b fne fois px rfss)z)(ﬁl @ 2 2)

Au dernier (P, 1, 8, 1) de ces points correspond sur la surface <>, une
proite pl0 et cette surface contient en outre deux droites pd et . La surface
jest la projection de la surface Ol0 a partir du point Ow commun aux droites
p3 et p7. Ce point est simple pour la surface O10, le plan tangent projetant

la droite pl0 qui est exceptionnelle. Elle a donc le degré virtuel —1 Sur la
surface 3>u, on a

ril—r” +pl.
Le degré de Cll étant 31 (n-23), la surface Ou est d’ordre n-23.

13. Les courbes C12 sont données par la solution X =24, u=3. Elles ont
donc en O la multiplicité 27 et passent quatre fois par les points (a, 1),
(a, 1, 1), (a 1, 5), trois fois par (3, 1), une fois par (p, 2), (P, 2, 1), (p, 2, 2).
Sur la surface <P12 on a une courbe p3 du quatrieme ordre correspondant
au domaine du point («, 1, 5) et une droite x. Cette surface est la projection

le la surface <Pn & partir du point On commun aux droites p.n et p9. Ce
Jaomt est quadruple pour , le cbne projetant la couibe p3 étant le cone

Sur la surface 3>12 on a
rii=n2+2p3.

Le systeme |C12 a le degié 31 (n-27) et la surface 3>12 est d’ordre n-21.

14. Le systeme |C13| est donné par X=18, pt=10. Les courbes CI3 ont
:n O la multiplicité 28 et passent trois lois par les points (a 1) (a | 1)
B Mg g LT Par @y 1) (P b2), une foispar (b 1, 3),

La surface <513, d'ordre n-28, contient une cubique gauche p, et une
Iroite exceptionnelle p7. Elle est la projection de la surface O12 a partir du
>0int 0\2 simple pour cette surface.
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Le systtme |C14| est donné par X=12, [x= 17. Ses courbes ont donc la
multiplicit¢ 29 en O et passent deux fois par les points (a, 1), (a, 1,1),
..., (a, 1, 5), deux fois par (p, 1), (p, 1, 1), ... , (P, 1, 7), une fois par (p, 1, 8),
P, 1,8, 1) . . .
( La )surface ®14, d’ordre N-29, contient une conique p3 et une droite
exceptionnelle pl0. Elle est la projection de la surface O83 a partir du point O3
commun a la cubique p3 et a la droite p7. Ce point est simple pour cette
surface.

Enfin les courbes CI5 correspondent a la solution X=6, p.=24. Elles ont
en O la multiplicité 30 et passent une fois par les points (a, 1), (a, 1,1),
..., (@, 1, 5), une fois par les points (P, 1), (P, 1, 1), ..., (P, 1, 29).

Au domaine du premier ordre du point (P, 1, 29) correspond sur la sur-
face O une droite pu qui est exceptionnelle, car la surface O5 est d’ordre
n—30. Cette surface contient une droite +. Elle est la projection de d>l4 a

partir du point Ou commun a la conique p3 et a la droite plo0.
Sur la surface ®14, on a

ri2=ria+p7+pio+pu.

Les courbes CI5 assujetties a toucher en O une droite distincte de a, b,
acquierent en ce point la multiplicité 31 et des tangentes variables. La surface
<h]6 que I'on obtient en rapportant projectivement ces courbes aux hyperplans
d’'un espace a r0-16 dimensions, est la projection de <DI5 a partir du point
commun aux droites p3 et pu.

15. La structure du point o est donc constituée par une courbe ration-
nelle « de degré virtuel -3, par huit courbes rationnelles p,, p2, p3, p4, p5, pé,
p8, pd de degré virtuel -2 et par trois droites exceptionnelles p7, pl0, pn.

La courbe t rencontre chacune des courbes p,, p2, p3, p4, ps, p7, pl0 en un

oint.
P La courbe p3 rencontre chacune des courbes « p2, p4, p5, p6, p7, Ps> P9> Pio>
pu en un point. .

Les courbes p4 et p5 rencontrent les courbes x et p3, la derniére rencontre
en plus p7.

La courbe p8 rencontre p3 et p7, la courbe p9 rencontre p3 et pl0.

Le fait le plus saillant dans cette analyse est que le point O est triple
pour la surface O et est suivi d’un point double biplanaire infiniment voisin.
Celui-ci est suivi d’un point triple qui n’est pas infiniment voisin au point
double précédent.

Liege, le 5 novembre 1971.
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