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CORRESPONDANCES
ENTRE DEUX COURBES ALGEBRIQUES

PAR

M. Lucien GODEAUX

Membre de I’Académie royale de Belgique
Professeur & I'Université de Liége

L’étude des correspondances entre les points de courbes algé-
briques a pour point de départ le principe de correspondance de
Chasles (1864). On sait que Chasles considérait une correspondance
d’indices «, B entre deux ponctuelles rectilignes superposées et que
son principe énongait que le nombre des points unis est a + (.
L’extension du principe de Chasles aux correspondances entre les
points d’une courbe rationnelle est immédiate. Clest Cayley (1866)
qui a cherché a étendre ce principe aux correspondances entre les
points d’une courbe algébrique de genre p supérieur a zéro. Cayley
suppose que, étant donnée sur une courbe C de genre p, une corres-
pondance (a, (3), il existe une courbe passant par les 8 points homo-
logues d’un point P, ayant un contact d’ordre y — 1 avec la courbe G
en P, variable dans un systéme linéaire lorsque P décrit la courbe C.
Le nombre y est la valence (valenza, Wertigkeit) dela correspondance.
Par induction, Cayley parvint a évaluer le nombre, o + 3 4 27 p.
des points unis de la correspondance. Une premiére démonstration de
la formule de Cayley fut donnée par Brill quelques années plus tard ;
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2 L. GODEAUX.

une seconde est due & Zcuthen, qui donna a la formule le nom de
principe de correspondance de Cayley-Brill.

En 1888, Hiirwitz publie un travail fondamental sur la théorie des
correspondances entre les points d’une courbe algébrique. En utili-
sant les propriétés des intégrales abéliennes attachées ala courbe, il mit
en pleine lumiére la signification de la valence d’une correspondance,
montra qu’il peut exisler des correspondances dépourvues de valence
et énonca un principe général de correspondance. En 1903. Severi
construisit une théorie géométrique des correspondances ; il y avait
été conduit par I'étude des surfaces qui représentent les couples de
points d'une ou de deux courbes algébriques. Les travaux de Hirwilz
et de Severi forment la base des recherches modernes sur la théorie
des correspondances. C’est surtout en ltalie que cetle théorie ful
développée, mais il y a lieu de signaler un important travail de
Lefschetz, ou ce géométre applique, aux correspondances, ses pro-
fondes recherches de topologie.

C’est a 'exposé des recherches qui prirent naissance dans les tra-
vaux de Hurwitz et de Severi qu’est consacré le présent fascicule;
nous nous sommes surlout attaché a faire connaitre les méthodes
utilisées par les géomeétres.

Un premier paragraphe est consacré a la variété de Jacobiatiachée
a une courbe algébrique. Cette variété s’'introduit immédiatement
par U'inversion des intégrales abéliennes; il nous a paru utile de I'intro-
duire par une voie géométrique, due a Castelnuovo.

Dans le second paragraphe, nous considérons les involutions
appartenant & une courbe algébrique, c’¢st-a-dire les correspondances
(1, n) entre deux courbes algébriques. La théorie de ces involutions
conduit a un probléme difficile, dont la solution semble encore
lointaine : celui de 'existence de courbes contenant une involution
d’ordre n dont la courbe image est donnée a priori. Nous signalons
les travaux auxquels ce probléme a donné naissance.

Nous avons réparli I'exposé des recherches sur les correspondances
entre deux courbes algébriques, distinctes ou coincidantes, en trois
paragraphes, oti nous considérons successivement le point de vue
géométrique, le point de vue transcendant et le point de vue topolo-
gique. Ce n’est pas évidemment qu’il existe des cloisons étanches
entre ces trois points de vue; au contraire, ils sont souvent étroite-
ment mélés dans maints Mémoires. Mais il nous a paru que cette sub-
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division ' nous permettait plus de clarté dans 'exposé des méthodes
utilisées.

Le point de vue géométrique est 4 la base de 'important Mémoire
de Severi auquel il a é1é fait allusion plus haut; il a surtout été uti-
lisé par ce géoméltre et par ses éléves.

C’est au point de vue transcendant que s'était placé Hirwitz. Une
interprétation heureuse des formules de Hurwitz a permis a Rosati
d’associer a une correspondance entre les points d’une ou de deux
courbes algébriques, une homographie hyperspatiale a coefficients
rationnels. Cette idée de Rosati s’est révélée trés féconde; elle est en
relation étroite avec le point de vue adopté par Scorza et Cotly dans
I’étude des fonctions abéliennes.

Le théoréme de R. Torelli, sur P'identité birationnelle de deux
courbes ayant méme tableau de périodes d’intégrales normales de
premiére espéce, se rattache directement au point de vue transcendant.
Nous nous sommes borné a citer ce théoréme, ayant eu ’occasion
d’exposer ailleurs les travaux qui y ont conduit.

Le point de vue topologique a surtout été considéré par Lefschetz,
comme nous le disions plus haut. Il a aussi été utilisé par Chisini
dans d’intéressantes recherches.

La liste des travaux consacrés a la théorie des correspondances
entre les courbes algébriques, placée a la fin du fascicule, est,
croyons-nous, compléte. Les nombres, en caractéres gras, placés a la
suite d'un nom, renvoient a cette liste.

Liége, le 11 novembre rgfo
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[. — VARIETE DE JACOBI.

1. Rappel de quelques propriétés de la géométrie sur une courbe
algébrique. — Soit C une courbe algébrique irréductible de genre p.

Une série linéaire de dimension r de groupes de n points de la
courbe C est un ensemble rationnel de groupes de n points tel que r
points de la courbe appartiennent (en général) 2 un seul groupe.
Cette série est représentée par la notation g7, ou par la notation [G |, .
G étant un groupe de la série.

Deux groupes de points G, G,, appartenant a une méme série
linéaire, sont dits équivalents. On écrit G, = G,. L’ensemble des
groupes équivalents 4 un groupe donné est une série linéaire compléte.

La somme |G+ H| de deux séries linéaires |G|, | H| est la série
linéaire compléte comprenant tous les groupes de points équivalents
a tout groupe formé d’un groupe de | G| et d’un groupe de | H]|.

La différence | G — H | de deux séries linéaires | G|, | H|, lorsqu’elle
existe, est la série linéaire formée des groupes de points qui, joints &
un groupe de |H|, sont équivalents aux groupes de | G|. Cette série
est unique et indépendante du choix du groupe H (théoréme du
reste).

Dans une série linéaire |G| de dimension 1, il existe un nombre
fini de groupes contenant un point double ; I'ensemble de ces points
est le jucobien G, de la série. Les jacobiens des différentes séries de
dimension 1 extraites d’une série quelconque |G|. sont équivalents
et appartiennent a une série linéaire : la série jacobienne |G, | de | G|.
On a

|(G+H),|=|G,+2H|=|H,+ 2G|

et, par conséquent, lorsque la soustraction est possible,

|G,—2G|=|H,—2H]|.
La série
|K|=|G,—2G],

si elle existe, est la série canonique de la courbe C; elle a I'ordre
2p— 2 et la dimension p — 1. Elle n’existe pas sur les courbesration-
nelles ; sur les courbes elliptiques, elle a I'ordre etla dimension zéro.

L'indice de spécialité ¢ d’un groupe G est le nombre de groupes
canoniques K linéairement indépendants, contenant ce groupe. Si le
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groupe G est formé de n points, il appartient & une série linéaire com-
pléte de dimension 7n— p i (théoréme de Riemann-Roch). Un
groupe dont I'indice despécialité est nul est dit non spécial; il est dit
spécial dans le cas contraire.

2. Correspondances entre les groupes de p points d’une courbe de
genre p. — Un groupe de p points d’une courbe C de genre p est
en général non spécial. S’il est spécial, son indice de spécialité est
égal a 'unité et il appartient a une série linéaire g,. S’il n’est pas
spécial, il est isolé; on convient de dire qu’il forme une série linéaire
&, de dimension zéro.

Une série linéaire d’ordre 2p est certainement non spéciale et sa
dimension est égale ap. Un groupe A de p pdints appartient a un seul
groupe d’une série g%, donnée; ce groupeest complété par un groupe
de p points A’. On obtient ainsi une correspondance entre les groupes
de p points de la courbe C, appelée correspondance de seconde
espéce. Par sa définition méme, cette correspondance est involutive.

Observons que si A est spécial, le groupe A’ ne peut étre spécial,
mais dans la correspondance, tous les groupes de la série g, conte-
nant A correspondent a A'.

Les groupes de 2 p points de la courbe C sont en nombre ?” et se
distribuent en w7’ séries linéaires de dimension p. Il existe par con-
séquent P correspondances de seconde espéce entre les groupes de
p points de C.

Une correspondance de seconde espéce est complétement déter-
minée lorsque I'on se donne deux groupes de p points homologues.

Considérons deux séries g2 » distinctes, ¢’est-a-dire deux corres-
pondances de seconde espéce et soient A}, A’ les groupes que la pre-
miére fait correspondre a deux groupes Ay, A et Aj, A" les groupes
que la seconde fait correspondre a A, A. On a, par définition,

A+ A=A+ Ay, A+A"=A;+Aj,
d’ou
A"= A"+ A — A).

Les groupes A), A étant fixés, cette relation définit une corres-
pondance entre les groupes de p points de C, dans laquelle A" est
I’homologue de A’et, en particulier, Aj est celuide A),. Cette corres-
pondance est appelée correspondance de premiére espéce ; elle est le
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produit de deux correspondances de seconde espéce. Une correspon-
dance de premiére espéce est complétement déterminée par deux
groupes de p points homologues et il existe par conséquent o de
ces correspondances; on peut en effet choisir un des groupes une
fois pour toules.ct choisir arbitrairement le second.

Une correspondance de premiére espéce ne peut posséder un groupe
uni sans se réduire a 'identité.

Une correspondance de premiére espéce est transformée en son
inverse par toute correspondance de seconde espéce; elle est trans-
formée en elle-méme par toute correspondance de premiére espéce.
On obtient ainsi un groupe mixte, transitif, de o«? correspondances
permutables entre les groupesde p points de la courbe C de genre p.

Pour p =1, on retrouve le groupe des transformations biration-
nelles d’une courbe elliptique en soi. L’extension au cas de p quel-
conque est due & Castelnuovo [7]. Récemment, Chisini [ 18] a repris
la question pour en déduire une théorie géométrique des intégrales
abéliennes de premiére espéce atlachées a une courbe algébrique. 11
établit qu'une correspondance de premiére espéce peut s’exprimer
comme produit de p correspondances de premiére espéce convenable-
ment choisies, les exposantss’interprétent comme sommes de valeurs
d’intégrales de premiére espéce aux points de certains groupes de
p points de la courbe.

3. Variété de Jacobi. — Imaginons une variété a p dimensions
dont les points représentent les séries linéaires d’ordre p (de dimen-
sion zéro ou t) appartenant & la courbe C. Celtle variété V, est la
variété de Jacobi attachée a la courbe C.

Aux correspondances entre les groupes de p points de la courbe G
qui viennent d’étre définies, correspondent des transformations bira-
tionnelles de la variété V, en elle-méme. La variété de Jacobi posséde
donc un groupe mixte transitif de o ? transformations birationnelles
deux a deux permutables en elle-méme; c’est par conséquent, d’aprés
un théoréme classique de M. Picard [49]. une variété abélienne.

Si nous désignons par ui(x), us(Z), ..., Up(z) un systéme de p
intégrales normales de premiére espéce de C; ct si nous posons

U=su(z)+ uw () +...+ u(zp) (mod périodes),

&y, Za, ..., Zp étant p points de la courbe C (ou de la surface de
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Riemann correspondante), les coordonnées des pointsde V, pourront
étre représentées par

X, = 5,(Uy, Us, ..., Up),

les fonctions ¢ étant abéliennes.

Observons que la courbe C posséde xP~* séries linéaires spéciales
&, auxquelles correspondent sur V), les points d’une variété V;,_., a
p — 2 dimensions. Cette variété est irréductible, car ses points repré-
sentent les groupes de p — 2 points de C, obtenus én soustrayant les
séries g, de la série canonique g%,',. La présence de cette variéeé
V', indique que, pour p > 3, la variété de Jacobi n’est pas la variété
abélienne la plus générale.

4. Représentation des séries linéaires d’ordre quelconque. — Les
groupes de n > p points de la courbe C sont en nombre " et se répar-
tissent en co” séries linéaires de dimension n— p. Lorsquen <2 p— 2,
certaines de ces séries peuvent cependant étre spéciales et avoir une
dimension supérieure a n— p.

Fixons, sur la courbe C, un groupe G de n— p points. En sous-
,trayant des différentes séries d’ordre n de la courbe C le groupe G,
on obtient les wo? séries d’ordre p de la courbe. Inversement, en
ajoutant le groupe G aux séries d’ordre p de la courbe, on obtient
les oo séries linéaires d’ordre n. On peut donc dire que la variéié de
Jacobi V,, attachée a une courbe algébrique C, représente les co” séries
linéaires d’ordre » >. p appartenant a la courbe, p étant le genre de
celle-ci.

Il. — INVOLUTIONS APPARTENANT A UNE COURBE ALGEBRIQUE.

5. Définitions. — Considérons deux courbes algébriques irréduc-
tibles C de genre p, et T, de genre 7. Supposons qu'il existe entre les
courbes T et C une correspondance algébrique telle qu’a un point de
I’ correspondent 7 points de C, un point de C étant ’homologue d’un
seul point de I'. Les ! groupes de n points de G qui correspondent
aux points de T’ forment une involution y,, d’ordre n et de genre .
Uh point de C appartient 4 un seul groupe de vn.

Un point de la courbe C qui absorbe deux des points du groupe de
Y~ auquel il appartient, est appelé point double de l'involution.
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Le point de T qui carrespond a ce groupe est appelé point de dira-
mation pour la correspondance (1. n) existant entre I et C.

Certains groupes de 'involution y, peuvent posséder des points de
multiplicités supérieures a deux; ces points sont équivalents a un
certain nombre de points doubles. Les points homologues de ces

groupes sur I' sont équivalents 2 un certain nombre de points de dira-
mation ordinaires.

6. Formule de Zeuthen. — A deux groupes de points équivalents
dée T correspondent sur G deux groupes de points équivalents et a une
série linéaire de I' correspond sur C une série linéaire

Considérons, sur la courbe T, une série linéaire | G| d’ordre m et
de dimension 1 ; soit G, son jacobien. Appelons | G |la série linéaire,
d’ordre mn et de dimension 1, formée sur C par les transformés des
groupes G et G; le transformé du groupe jacobien G;. Le groupe jaco-

bien G, de | G'| est formé du groupe G, et du groupe D des points
doubles de 'involution vy,. Par conséquent, si | K| estla série cano-
nique de T', | K| la série linéaire qui lui correspond sur C et |K'|la
série canonique de G, on a, sur cette derniére courbe,

|K'|=|G, —2G'|=|6,—2G'+D|=|K+D|.

Le transformé sur G d’un groupe canonique de T, augmenté du
groupe des points doubles de y,, donne un groupe canonique de C.

De la relation précédente on déduit, en appelant 6 le nombre des
points doubles de vy,

2n(n—1)+3d=2(p—1).

Cette formule est due a Zeuthen [92]; Pinterprétation fonctionnelle
d’ou elle est déduite est due a Castelnuovo.

On déduit de la formule de Zeuthen que 7 est inférieur a p, sauf
pour p =1. On peutalors avoir 1 =1, § =o.

7. Transformation des séries linéaires. — Considérons sur C une
série linéaire |A| d'ordre m et de dimension 1. Aux points d’un
groupe A correspondent, sur I', m points formant un groupe A* qui,
lorsque A varie dans la série | A|, décrit une série rationnelle. Par
conséquent, d’aprés une observation d’Enriques | 29], les groupes A*



CORRESPONDANCES ENTRE DEUX COURBES ALGEBRIQUES. 9

sont équivalents. Il ‘en résulte qu’a une série | A | quelconque de G
correspond sur I' une série de groupes de points appartenant & une
série linéaire |A”"|.

Ecartons le cas p = 7 =1 et supposons donc = <<p. Considérons
sur C Pensemble «o” séries | A| d’ordre m. Les séries linéaires | A* |
qui leur correspondent sur I' ne peuvent étre toutes distinctes, puis-
que ces séries sont en nombre au plus égal & «o™. Il existera donc sur
C un ensemble de oof séries linéaires | A | auxquelles correspondent,
sur T' des séries appartenant 4 une méme série lindaire {A*|. Cet
ensemble est formé d’un ou de plusieurs systémes continus; soit 2 un
de ces systémes.

Choisissons dans 2 deux séries linéaires | A, |, |A} | et considérons
I'opération

[A"l=]A+ AL — Aol

qui fait correspondre a la série |A |, la série [A'| et en particulier &
| Ay |, la série | A} | Lorsque la série | A| décrit le systéme 2, la série
| A’| décrit un systéme 2. Lorsque |A | coincide avec | A, |, |A'| coin-
cide avec | A} | et par conséquent Z et 2’ ont en commun la série | A} |.
Si nous désignons par | A’ | la série linéaire qui correspond sur I' au
systéme X/, les séries linéaires | A" | et | A" | ont en commun les groupes
qui correspondent aux groupes de | A | etpar conséquent coincident.
Il en résulte que ¥' coincide avec Z, car autrement, X' ne pourrait
occuper qu’un nombre fini de positions.

La correspondance entre les séries |A |, | A’| qui vient d’étre envi-
sagée, transforme donc le systéme X lui-méme. Cette correspondance
esL complétement détermincée par les systémes homologues | Ay |, |A,];
elle ne peut posséder un élément (série linéaire) uni sans se réduire a
'identité. En supposant fixe la série |A,| et en faisant décrire 4 la
série | A} | le systéme 2, on obtient cof correspondances analogues a
la précédente. Il est d’autre part évident que deux séries de X étant
données, il existe une et une seule correspondance faisant passer de
I'une a I'autre.

Considérons les deux correspondances définies, la premiére parles
séries |A¢ |, |A} ], la seconde par les séries |A,|, |[Aj|. On a identi-
quement :

[A4+Af— Ao+ Al — Ay | =|A+ Ay — A+ Ay — Ay,

donc les deux correspondances sont permutables.
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Il existe donc, dans le systéme 2, un groupe transitif de «of corres-
pondances deux a deux permutables, entre les séries linéaires [ A |.

Soient maintenant |A, | et |A| deux séries de 2 et|A, | une série
n’appartenant pas a 3. Les séries| A, + A, — A |, obtenues en laissant
fixes |Aoj et |A,|et en faisant varier |A| dans %, engendrent un sys-
téme 3, analogue a 2 el n’ayant aucune série linéaire en commun
avec 2. Il en résulte que 'ensemble des oo, séries linéaires |A | est
formé de co”—f systémes analoguesa 2, une série | A| appartenanta
un seul de ces systémes.

8. Correspondance entre les variétés de Jacobi attachées aux
courbes G et I'. — Les oo” séries linéaires | A | de C sont représentées
par les points de la variété de Jacobi V, attachée aC. A un systéme 2
correspond sur V, une variété a p dimensions que nous désignerons
encore par 2; cette variété posséde un groupe transilif de oof Lrans-
formalion deux a deux permutlables en elle-méme; c’est donc une
variété abélienne. Il existe par conséquent sur V, une congruence

d’ordre 1, {2}, de «o”—P variétés abéliennes 2, n 'ayant deux a deux
aucun point commun.

Les correspondances entre les séries | A| de G ne transformant pas
3 en lui-méme, font correspondre a = un systéme analogue 2, de la
congruence {Z}. A ces correspondances sont homologues, sur la
variété V,, des transformations de premiére espéce de V,, ne trans-
formant pas 2 en clle-méme, mais transforment la congruence {Z | en
elle-méme. On en conclut que la congruence {2}, ou les variétés X
sont considérées comme éléments, est & son tour unc variété abélienne.

Aux oo?~? séries linéaires | A* | de T correspondent des points de la
variété de Jacobi @ attachée a cette courbe; on a donc p—p <.
Supposons que l'on puisse avoir p —p <m; les séries linéaires | A" |
sont alors représentées sur Q par une variété Q, ) abélienne comme
la congruence { X}. Les transformalions de premiére espéce de 2,
ou bien transforment &, ; en elle-méme, ou bien font correspondre
aQ,_, des variélés analogues, formant une congruence abélienne
59 } d’ordre 1. Tl existerait donc sur T des séries linéaires d’ordre
m, analogucs 4 |A*|, mais provenant de séries linéaires d’ordre m de
C non considérées plus haut, contrairement a ’hypothése. On a donc
p—p=m.

La variété V, contient donc une congruence d’ordre 1, abélicnne,
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{2}, formée de oo™ variétés abéliennes 2, de dimension p — =, ne se
rencontrant pas deux a deux. Entre les points de la variété Q et les
variétés 2 de la congruence { 2}, onaune correspondance rationnelle
(1,m), n étantau plus égal a n. .

D’aprés un théoréme de Castelnuovo [9], la variété V, contient
une seconde congruence abélienne d’ordre 1, {2}, formée de co?—*
variétés abéliennes 2’ &4 m dimensions, ne se rencontrent pas deux a
deux. Une variéié 2 et uue variété 3’ se rencontrent en un nombre
fini v de points.

A une série linéaire | A* | de T correspondent nv séries linéaires | A |
de C, dont la somme donne la série linéaire transformée de | A*|. On
anvLn.

La courbe C posséde deux systéemes complets d’intégrales réduc-
tibles de premiére espéce : I'un comprend « intégrales indépendantes
a 2m périodes réduites, 'autre p — n intégrales indépendantes a
2(p — m) périodes réduites.

9. Existence des involutions. — L’étude des involutions apparte-
nant i une courbe algébrique conduit au probleme suivant : Etant
donnée une courbe algébrique I' irréductible, quel est le nombre de
courbes G birationnellement distinctes contenant une involution
d’ordre n représentée par I, les points de diramation étant fixés sur
celte courbe ?

Le probléme a été posé dans toute sa généralité et sous sa forme
topologique par Hiirwitz [38]. Considérons une surface de Riemann
représentant la courbe T, surface que nous désignerons encore par .
Tracons, sur la surface T', 2 cycles a4, B1, @2, Bay ..., &gy Br, issus
d’un point O et formant un systéme de rétrosections. Soient ensuite
3 points a4, @, ..., as choisis sur T et Ay, A, ..., A5 des lacets les
joignant au point O, lacets ne se coupant pas deux a deux et ne ren-
contrant pas les coupures «, 3. Affectons des signes -+ et — les bords
des lacets et cycles tracés sur T et supposons qu’un chemin entourant
O et parcouru dans le sens positif les rencontre dans lordre
MM Mol Brar B, ... aiBtan fr. Attachons enfin & chacun des
chemins A, &, B des substitutious L, A, B, portant sur n objets et
satisfaisant aux conditions suivantes :

1 Les substitutions L, A, C forment un groupe transitif.
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2° Ona
LiLs ... L3 AyBiAT!By! ... AxBrA;'B;' =1.

Imaginons n feuillets recouvrant la surface de Riemann T et sou-
dons ces feuillats le lang des coupures L, A, B de maniére qu'’ils pré-
sentent, le long de chaque coupure, la substitution correspondante.
Nous obtiendrons ainsi une surface de Riemann C. Le probléme con-
siste & évaluer le nombre de surfaces de Riemann distinctes que I'on
peut obtenir par ce procédé.

Comessatti [ 19]a étudié le probléme dans le cas » =2. L’involution
Y2 définit alors une transformation birationnelle T de la courbe C en
elle-méme; la série canonique | K'| de C est transformée en elle-méme
par T et contient deux séries partielles composées au moyen de v,
(c’est-a-dire dont les groupes sont formés de groupes de y,). L’une,
jointe aux points doubles de l'involution, est la transformée de la
série canonique |K | de I'; l'autre a 'ordre 2p — 2 et la dimension
p—m—1, il correspond sur T une série lindaire | H|, non spéciale,
d’ordre p — 1 et de dimension p—m— 1, liée & la série canonique de
I' et au groupe A des points dediramation parla relation fonctionnelle

JoH|=|2K+A].

Soient deux courbes C, C' contenant des involutions y,, Y, repré-
sentées par I' et ayant sur cette courbe le méme groupe A de dirama-
tion (ou des groupes équivalents). Si les courbes C, C’ sont biration-
nellement équivalentes, les séries [H|, | H'| qui leur correspondent,
coincident. Par conséquent, le nombre de courbes C birationnellement
distinctes, répondant a la question, est égal au nombre de séries
lindaires que l'on obtient par bisection de la série | 2K + A|.
Comessatti établit que ce nombre est égal a 2°". Dans le cas ou le
groupe de diramation manque, ce nombre doit cependant étre diminué
d’une unité, si Pon s’en tient aux courbes C irréductibles.

L'involution y, apparienant & C est dite cyclique lorsqu'il existe
une transformaiton birationnelle de la courbe C en elle-méme, de
période n, engendrant chaque groupe de I'involution. Si¢(z, y)=o
est I'équation de T', supposée plane, et R(z, y) un polynome, les
équations d’une courbe C contenant une involution y, cyclique,
peuvent s’écrire

o(z, y)y=o, z='\'/R(x,y).
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Chisini [16] s’est proposé de construire la courbe C en partant de
la courbe T, lorsque celle-ci est privée de points de diramation et que
les substitutions A, B le long des cycles «, 3'de la surface de Riemann
I' sont données. En tout point de rencontre, les courbes ¢ =0, R =0
doivent avoir des contacts d’ordres multiples de n; les points de con-
tact forment le groupe de diramation apparente. Entre autres proprié-
tés, Chisini établit que si deux courbes C, C' sont construites en partant
de deux groupes équivalents de diramation apparente, elles sont bira-
tionnellement identiques.

Le probléeme a été repris récemment par Defrise [28] dans le cas
ou I'involution y, est cyclique ou, plus généralement, engendrée par
un groupe abélien de transformations birationnelles de la courbe C
en elle-méme, la courbe I' possédant ou non des points de diramation.
Indiquons rapidement la méthode suivie dans le cas le plus simple,
ol v, est cyclique et ou il n’y a pas de points de diramation. Defrise
appelle séries semblables les séries linéaires de la courbe I' dont les
transformées sur G appartiennent 4 une méme série lindaire. Il y aen
général n d’un ordre donné,

[Q1|, [Gal, [Ga|=]2G—G1], .., |Ga|=(n—1)Ga=(n—2)Gy|

et les multiples d’ordre n de ces séries appartiennent a la méme série

’lG;EnGg —E...EILG".

A toute similitude donnée sur la courbe T correspond une et une
seule classe de courbes C irréductibles, deux a deux birationnelle-
ment équivalentes. Quand la courbe T' est 4 modules généraux, on
obtient, par la considération des diverses similitudes possibles,
{(n*™—1): (n—1) courbes C birationnellement distinctes.

Dans le cas général, le probléme dont il est question ici est encore
loin d’étre résolu. Signalons que d’importantes recherches touchent

ce probléme et différentes questions connexes ont été publiées récem-
ment par Comessati [23].

III. — CoORRESPONDANCES ENTRE DEUX COURBES ALGEBRIQUES.
LE POINT DE VUE GEOMETRIQUE.

10. Définitions. — Soient C,, C, deux courbes algébriques irré-
ductibles, de genres pi, pi, distinctes ou superposées. Supposons
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qu’a un point de G, correspondent «, points de C, et & un point de
Ca, a1 points de C,. Les courbes C;, C, sontliées par une correspon-
dance (a1, @3) quel’on suppose algébrique. On désignera par T l'opé-
ration qui fait passer de C, a C, et par T—* celle qui fait passer de
C;aC,.

Soit C une courbe dont les points représentent les couples de points
de C,, C, homologues dans la correspondance. La courbe C est algé-
brique et la correspondance sera dite irréductible si la courbe C
est irréductible. A un point de C, correspondent a, points de C et a
un point de C,, «, points de C. La courbe C contient deux involu-
tions : l'une v, d’ordre ;. représentée par G, et 'autrey,, d'ordrea,,.
représentée par C,. Si l'on désigne par T, opération qui fait passer
de G, a C, par T, celle qui fait passer de C3 2 G, on a T="T,T>".

Parmi les groupes de &, points de C. correspondant aux points de
C,, il y en a en général un nombre fini contenant un point double.
Ces points doubles forment le groupe D, des points doubles de la
correspondance sur C,. Les points de C, auxquels correspondent sur
C, des groupes contiennent des points doubles, sontles points de dira-
mation de la correspondance sur C; ils forment un groupe A;. La
correspondance posséde de méme un groupe de points doubles D,
sur C, et un groupe de points de diramation A, sur C,. Le groupe Ay,
par exemple, est également le groupe de diramation de la correspon-
dance T, entre C, et C.

Sur la courbe G, par exemple, les groupes de a; points qui corres-
pondent aux points de C, forment une série non linéaire d’ordre «,
et d'indice a,, c’est-a-dire qu'un point de G, appartient a a, groupes
de la série.

11. Formule de Zeuthen. — Désignons par p le genre de la
courbe G, par d, le nombre des points de diramation sur Cy, par 9, le
nombre de points de diramation sur C,. La formule  de Zeuthen,
appliquée a la correspondance (1, a@,) entre les courbes C,, C,,
donne

20 (pr1—1)+ 8 =2(p—1)
et 4 la correspondance (1, ;) entre C, et G,

201 (p2—1)+8=2(p —1).
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En éliminant p, on obtient la formule de Zeuthen relative a la cor-
respondance T,
209 (p1—1) + 8; =20, (pa—1) + 8.

Severi [71] a donné une interprétation fonctionnelle de la formule de
Zeuthen. Si K, est un groupe canonique de C,, K} son transformé
sur Cy, K, un groupe canonique de C, el Kj son transformé sur C,,
on a, sur la courbe C,,

T+ Do=o1 Ko + A»

et sur Ci
K5+ D1EagK1 +A1.

12. Correspondance entre les séries linéaires. — Considérons, sur
C,. les oo’ séries linéaires | A;| d’un certain ordre n. Aux groupes
d’une série | A, | correspondent, sur C,, des groupes de na, points
appartenant a une méme série linéaire |A,|. Supposons que les
séries |Ay| qui donnent naissance 4 la méme série linéaire |A,|
formant un ou plusieurs systémes continus et soient %, un de ces
systémes, p, sa dimension. En reprenant le raisonnement fait plus
haut dans ’étude des involutions, on démontre qu’il existe, entre les
séries linéaires |A, | de 2, un groupe transitif de oo correspondances
deux a deux permutables. Les systémes 2, sont en nombre co?~f: et
une série linéaire | A, | appartient a un seul de ces systémes.

Si nous désignons par V, la variété de Jacobi attachée a la courbe
Cy, aux oo?—f:, systémes 2, correspondent sur cette variété des
variétés abéliennes 24, a p, dimensions, forment une congruence
linéaire abélienne { Z, } et ne se coupent pas deux a deux. On arrive
évidemment a la méme congruence en parlant de séries linéaires d’un
autre ordre de la courbe C,.

De méme, il existe sur la variété de Jacobi V, attachée a la courbe

"Cs, une congruence abélienne linéaire { 2}, formée de oo”?: variétés
abéliennes Z,, de dimensions p, ne se rencontrant pas deux a deux.

Considérons maintenant, sur la courbe C, les o7 séries linéaires
| G| d’un certain ordre. A une série linéaire | G | correspond, sur C,,
une série linéaire |H, | et, sur C, une série linéaire | Hy|. Supposons
que les séries | G| donnant naissance aux mémes séries linéaires |H, |,
| H, | forment un ou plusieurs systémes continus el soiento un de ces
sysltémes, p sa dimension. On démontre qu’il existe, entre les aoP
séries lindaires de o, un groupe transitif de xf correspondances deux
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4 deux permutables. Il existe wo?~? systémes ¢ et sur la variété de
Jacobi V attachée a la courbe C, il correspond aux systémes o de
variélés abéliennes o formant une congruence abélienne d’ordre 1, {o}.

Les séries linéaires | G| qui donnent naissance, sur la courbe C,
seule, a une méme série linéaire | H, |, forment un ou plusieurs sys-
témes continus oy & p— p, dimensions. De méme, les séries linéaires
|G| donnant, sur la courbe C, seule, naissance a une méme série

linéaire | H, | forment un ou plusieurs systémes continus gs, & p — p.
dimensions.

Deux systémes o4, 02 ont en commun un ou plusieurs systémes g.
Lorsque g, varie, ce systéme o engendre o, et les séries | H, | homo-
logues sur C, donnent, sur C,, la série lindaire | H, | homologue du
systéme oy. Ces séries |H, | forment donc des systémes analogues & Z,.

Sur la variété de Jacobi V, nous avons deux congruences abéliennes
{o1},{ 042}, de dimensions p,, p., formées de variétés abéliennes 04,0,
de dimensions respectives p— pi, p— p.. Deux variétés oy, o, se
rencontrent suivant une ou plusieurs variétés o. Les variétés o
appartenant A une variété o, forment une congruence abélienne
d’ordre 1 & p— p, —p dimensions, & laquelle correspond, sur V,,
une variété 2,. On a donc p— p; —p =p,. En intervertissant les
roles de Gy, Gy, on a de méme p — p, —p=rp;. Par suite, on a
P1— p1== p»—p,. Les congruences { 2,} sur V, et { Z,} sur V, ont
donc la méme dimension.

13. Correspondances entre les points d’une courbe algébrique. —
Supposons maintenant les courbes C,, G, superposées et, pour simpli-
fier les notations, considérons une correspondance algébrique irréduc-
tible (2, 3) entre les points ., b d'une courbe C. La théorie géométrique
que nous allons résumer est due a Severi [73]; on en trouvera un
exposé détaillé dansle Trattato di Geometria algebrica de 'auteur.

La correspondance T considérée fait correspondre, & un point a de
C un groupe B de {3 points de C. Supposons qu’il existe un nombre
entier y tel que le groupe ya —+ B varie dans une série linéaire lorsque
a décrit la courbe C. Le nombre y est appelé valence (valenza, Wer-
tigkeit) de la correspondance T. Ce nombre peut étre positif, négatif
ou nul. Lorsque y est négatif, la définition signifie que, si T fait cor-
respondre a un point @, de G un groupe B,, on a

(—-—'{)a+B1$(—-*{)a1+B.
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Sur une courbe C de genre supérieur a zéro, une correspondance
ne peut avoir qu'une seule valence.

Considérons sur la courbe C deux correspondances T,, T,, faisant
correspondre a un point @ respectivement les groupes B,, B,. On
appelle somme T, 4T, des correspondances T, T, I'opération qui
fait correspondre au point a le groupe de points By B,.

Siles correspondances T,, T, ont des valences, respectivement vy,
72, le groupe (y1+ y2)@ + B, B, varie évidemment dans une série
linéaire lorsque a décrit la courbe C et la correspondance T, + T, a
donc la valence v, + ya.

Soient by, by, ..., bg les points qu'une correspondance T, fait
correspondre & un point @ et B, B,.. ., Bg les groupes que T, fait
correspondre respectivement a by, b, ...,bg. On appelle produit
T, T, des correspondances T, T, 'opération qui fait correspondre au
point a le groupe de points By +B,—. .. + Bg.

Supposons que T,, T, aient respectivement les valences yi, 7» et
soient b', b., ..., by les points que T} fait correspondre a un point a;
B', B;. ..., B3 les groupes que T, fait correspondre a &', b, ..., bs.
Les groupes 7vaby—+ By, 126.+Bs, ..., 714 bg+Bg, 120, + B},
Y20+ BL, o, bs+ Bj appartiennent & une méme série linéaire,
donc on a

Yo(b1+ bot-. .. 4-bg) + By + Bo+...+ B
=7(b1+ b5 +...+ bg)+ B, + B’ +...+ Bp.

D’autre part, on a
Yia+ b1+ bat...+ bg=110' + b\+...+ b,
donc

Y1V2@ + Vo (b1 + bot-. . .4+ bB)= Y1720 + Y2( + byt .—b

En comparant a la relation fonctionnelle précédente, on a

YT1Y2, @ + B’i, +B’2+...—I—Bi3§'{1'{1a,+ i31+ Bot. ..+ BB.

La correspondance T, T a donc Ia valence — y; y,.

Soit, sur la courbe G, une série linéaire simplement infinie g2,
d’ordre n. Faisons correspondre 4 un point de C les » — 1 points qui
complétent le groupe de la série contenant ce point. La correspon-
dance ainsi définie est involutive, ses indices sont a = =n—1,
et elle a la valence 1. On I’appelle correspondance élémentaire.

MEMORIAL DES 8C. MATH., — N° 111, 2
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La somme de y correspondances élémentaires est une correspon-
dance de valence y et le produit de cette correspondance par une
nouvelle correspondance élémentaire est une correspondance ‘de

valence —y. Ainsi se trouve établie 'existence de correspondances
a valence.

14. Correspondances de valence nulle. — Prenons pour la courbe C
un modéle projectif plan et soit

o (21, Ty, 23) =0

son équation. Soit T une correspondance de valence nulle sur la
courbe C. A un point a, T fait correspondre un groupe B variable
dans une série linéaire. Les groupes B sont donc découpés sur la
courbe C, en dehors de certains points fixes, par les courbes d’un
systéme lindaire

)\nfo(x“ Za, 1‘3)+)~|fl+...—|—)\',-f,-= o,

ou les paramétres A sont des fonctions rationnelles des coordonnées
de a. La correspondance peutdonc étre représentée par une équation

®(x1, 2>, 235 2, x5, Zy) = o,

ou @ est un polynome d’une part en z et d’autre part en /. On en
déduit que le nombre de points unis de la correspondance (points
qui sont leurs propres homologues) est égal & « + 3, « et B étant les
indices de la correspondance.

La représentation précédente de la correspondance T de valence
zéro montre que la correspondance inverse T—' a également la valence
zéro. Ce résultat s’étend aux correspondances & valencey; il estd’ail-
leurs immédiat pour les correspondances sommes et produits de
correspondances élémentaires.

Soit T une correspondance de valence Y. Au moyen de y 4+ 1 cor-
respondances élémentaires, construisons une correspondance T’ de
valence — vy. La correspondance T 4T’ a la valence nulle et il en est
de méme de son inverse. Soient A, A, les groupes que T~ fait cor-
respondre a des points b, by et A', A les groupes que (T)~! fait
correspondre aux mémes points. On a

—yb+A=—vb+ A}, A4 A=A, -+Al
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d'ot
‘Yb+AEYb;+A1.

La correspondancs T-! a donc la méme valence que T.

!3. Principe de correspondance de Cayley-Brill. — Le principe
de correspondance de Cayley-Brill est la généralisation, aux corres-
pondances ayant une valence, du principe de correspondance de
Chasles pour les courbes rationnelles.

Considérons tout d’abord une correspondance élémentaire et soient
A, B les groupes que la correspondance et son inverse font corres-
pondre & un point a (A et B coincident). Le groupe U des points
unis de la correspondance n’est autre que le jacobien de la série
linéaire | @ + A | définissant la correspondance. On a donc

U=A+B+2a+K, .

-|K| étant la série canonique de C.
Le groupe de points unis d’'une somme de correspondance est évi-
demment formé des points unis de ces correspondances, par suite si

T, est une somme de X correspondances élémentaires, le groupe U de
m points unis satisfail 4 la relation fonctionnelle

U=A +B-+2%a-+K,

A et B étant les groupes que T, et T7' font correspondre au point 4.
Soit maintenant T une correspondance de valence négative y. Con-
sidérons la correspondance T, précédente pour A=—17. Le groupe
des points unis de la correspondance a valence nulle T 4+ T, est évi-
demment équivalent 4 la somme des groupes que cette correspon-
dance et son inverse font correspondre & un point par conséquent, le
groupe U des points unis de T satisfait a la relation fonctionnelle

U=A+B+2ya+ 7K,

A et B étant les groupes que T et T-* font correspondre au point a.

Soit enfin T une correspondance a valence positive y. En cons-
truisant une correspondance T’ de valence — v et ensuite la somme
T + T, on voit que le groupe des points unis de T satisfait 4 la rela-
tion fonctionnelle précédente, qui est donc vraie dans tous les cas.
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Si «, B sont les indices de la correspondance et u le nombre des
points unis, on a donc
u=a+B+27p;

c’est la formule de Cayley-Brill.

16. Correspondances dépendantes. — Soient Ty, T,, ..., T,

r correspondances quelconques, a valence ou non, et By, By, ..., B,
les groupes qu’elles font correspondre a un point a. On dira que ces
correspondances sont dépendantes suivant les nombres Ay, &5, ..., &
si le groupe de points

MBi+ AaBack. ..+ ArBy

varie dans une série linéaire lorsque a décrit C, Ay, gy ..., A, étant
des nombres positifs ou négatifs. Dans le cas ot il n’est pas possible
de trouver des entiers tous différents de zéro de maniére a satisfaire
a cette condition, les correspondances sont dites indépendantes.

Le concept de correspondance a valence rentre dans le précédent.
Si en effet T est une correspondance & valence y et I la correspon-
dance identique, le groupe B + yI varie dans une série linéaire et
T, I sont dépendantes suivant les nombres 1, v.

Siles correspondances Ty, T, . .., T, sont dépendantes suivant les
nombres A4, Ay, ..., A, il en est de méme de leurs inverses, c’est-a-
dire que si Ay, Ay, ..., A, sont les groupes que T;*, T3", ..., T
font correspondre a un point b, le groupe

)\1A1+ )\2+...+ )\rAr

.

varie dans une série linéaire lorsque b décrit C.
SiU,, Uy, ..., U, sontles groupes de points unis des correspon-
dances Ty, Ts, ..., T;, ona ’

MUs - AaUs4.. .- A Up== ks (Ag+ By)+ Aa(As—+ Ba)+...4 Ar(Ar+By).

17. Base du systéme des correspondances sur une courbe. — Etant
donnée une courbe irréductible C, de genre p, on peut déterminer
sur cette courbe un nombre fini u de correspondances indépendantes
telles que toute correspondance dépende des précédentes suivant des
nombres t, Ay, Ao, ..., Ay. On a d’ailleurs p < 2p?. Les correspon-
dances constituent une base pourles correspondances appartenant a G
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Ce théorgme a été établi par Severi [73] en utilisant un résultat
obtenu par voie transcendante par Hurwitz [36]; c’est le théoréme
d’Abel qui permet le passage du point de vue analytique au point de
vue géométrique.

La question peut revétir un autre aspect. Soient C,, C, deux
courbes algébriques irréductibles de genres p,, p, et F la surface qui
représente les courbes de points de ces courbes. Cette surface a été
étudiée par Severi [73], De Franchis [25] et Maroni [45]; elle pos-
séde deux faisceaux de courbes unisécantes. L'un de ces faisceaux
est formé des courbes K, qui représentent les couples de points de
Ci, C, contenant un point fixe de C,, 'autre est formé de courbes K,
représentant les couples de points de C,, C, contenant un point fixe
de C. Une correspondance quelconque T, d’indices o1, as, entre les
courbes C,, C, est représentée par une courbe T tracée sur la sur-
face F; cette courbe rencontre les courbes K, en a4 points et les
conrbes K, en a, points. Severi [73] démontre que 1'on peut trouver,
sur F, un certain nombre de courbes, au plus égal a p, p,, telles que

.toute courbe tracée sur la surface puisse s’obtenir par addition et
soustraction de ces courbes et des courbes K,, K,. Si les courbes
C,, C. sont birationnellement identiques, on retrouve le résultat
obtenu pour les correspondances entre les points d’une courbe.

On peut également considérer la surface qui représente les couples
de points non ordonnés d’une courbe C. Cette surface a été étudide
par Severi [72] et de Franchis [25, 26]; le probléme dont il est
question ici, transporté sur cette surface, a été étudié par Severi [73).

On sait que Severi a étendu la théorie de la base pour les courbes
tracées sur une surface, a une surface quelconque (*).

18. Formule de Schubert. — Comme application de la théorie des
correspondances, Severi [XI[] a démontré une formule, établie par
une autre voie par Schubert, dennant le nombre de groupes de
r—1 points communs i une série linéaire g/, d’ordre n et de dimen-

(1) Sulla totalita delle curve algebriche tracciate sopra una superficie alge-
brica (Math. Annalen. t. 62, 1906,); La base minima pour la totalité des courbes
tracées sur une surface algébrique (Ann. Ec. Norm. sup., 1908); Complementi
alla teoria della base per la totalita delle curve di una superficie algebrica
(Rend. Circ. matem. Palermo, t. 30, 1910).
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sion r, et & une série Y, simplement infinie, d’ordre m et d’indice v,
appartenant & une courbe C.

Soit Z,,, ce nombre. Etant donné un point P de la courbe,
désignons par Q les points des groupes de y, contenant P et par R
les points des groupes de la série g7, contenant r points Q appartenant
a un méme groupe de vp,.

La correspondance T, entre les points P, Q, estinvolulive et ales
indices égaux a v(m —1). La correspondance T, entre les points
P, R, a pour indices

m—I

(m—r)L,_y p—, v( - )(n—r).

P étant donné, les v (m . ! > groupes de g/, contenant les poinl.§ R

homologues de P, contiennent (':::) fois chaque point Q homo-

logue de P. Lorsque P varie, ces ("Z:I) groupes décrivent une

série linéaire, donc la correspondance
m—2
T + ( > T,
r—I
a la valence zéro. Les points unis de cetle correspondance sont les

points unis de T et ceux de T, comptés (”:::) fois. Les premiers

forment les groupes de r -1 points cherchés et sont donc au nombre
de (r +1)Z,,. Les points unis de T sont les points doubles de yn;
soit d leur nombre. On a donc

(R — 1)Ly 1+ v (" :I)(n— r)

“+a2v(m—1) (’:‘l::) =(r+10)Zyn+ (”::12) d.
Pour r=1, on aZ, ,_y=v(n— 1). On en déduit, de proche én
proche,

Zr_,,=nv<m:l>—-:i(m—2)d.

19. Théoreme de Castelnuovo. — Considérons, sur la courbe C,
une série Ym d’ordre m et d'indice v. Construisons sur C une série

linéaire gn,_}.,, non spéciale, d'ordre m — 1+ p et de dimension
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m —1, telle que chaque groupe de yn ne soit pas contenu dans un
groupe de cette série. Il suffit pour cela de déterminer g~ 1ep PAT
un de ses groupes formé en ajoutant un groupe non spécial de
p points arbitrairement choisis, & un groupe de m — 1 points
tirés d’'un groupe de y,,.

D’aprés la formule de Schubert, le nombre z des groupes de vy,
appartenant a la série g™~!  est donné par

m—1-+p

z=v(m—|—p—1)—-éd.

Ona s> o, donédé:w(m—i—p—l).

Supposons que l'on ait z = o. Cela signific que parmiles w” séries
Ymis, de la courbe C, une série ne contiendra pas en général de
groupe de v, ; mais si une série particuliére contient un groupe dé v,
elle les contient tous. On peut construire une de ces séries particu-
lieres de la maniere suivante : considérons une série &ms, quelconque
(non spéciale) et un groupe de y,. Il y a un groupe de la série gm,rp
qui contient le groupe de vy, choisi; soit G le groupe de p points qui,
avec le groupe de y.,, forme le groupe considéré de &msp- Les groupes
de g7, contenant un point P de G forment une série g72=},  conte-
nant un groupe de v, et par conséquent tous les groupes de yn. Il en
résulte que la série d’ordre m, formée par les groupes de Emsp CODLE=
nant G, contient tous les groupes de y,,. Par conséquent [10] :

Une série algébrique irréductible o', Y, d’ordre m et d'indice v,
conlient au plus 2v(n + p —1) points doubles. Si le maximum est
atteint, et seulement dans ce cas, la série est formée de groupes
équivalents.

On déduit de ce théoréme une propriété importante, établie par
voie transcendante par Severi (1) :

Si une série algébrique irréductible o', v, d'ordre m et
d’indice v est telle que les v groupes passant par un point P
varient dans une série linéaire, les groupes de y,, sont équivalents.

(V) Il teorema d’'Abel sulle superficie algebriche (Annali di Matematica,t. 12,
Je série, 1906 ; Intorno al teorema d’ Abel sulle superficie algebriche ed alle riduzione
a forma normale degli’integrali di Picard (Rend. Circ. matem. Palermo, t. 21,
1906 ).
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En effet, faisons correspondre a un point P les v(m— 1) points
des groupes de y,, contenant P. La correspondance ainsi obtenue est
involutive et a la valence v; elle posséde donc 2v(m +p —1) pomts
doubles. Par le théoréme de Castelnuovo, les groupes de y» sont
donc équivalents.

20. Remarque. — Le théoréme de Castelnuovo a ¢té l'origine de’
plusieurs recherches importantes.

Le nombre z, introduit par Castelnuovo, a été appelé défaut d’équi-
valence de la série yn par R. Torelli. Celui-ci [87] a étudié en parti-
culier les séries non linéaires d’ordre p, d’indice p et de genre p
appartenant a une courbe de genre p. Il a utilisé les résultats obtenus
pour démontrer U'identité birationnelle de deux courbes ayant méme
tableau de périodes des intégrales abéliennes. Nous avons rendu
compte de ses recherches dans une conférence faite au Séminairé de
M. Hadamard [31].

Allen [1]a considéré les séries de groupes de points d’ordre n,
d’indice v et de dimension p, et le nombre des groupes d’une telle
série qui appartiennent a des groupes d’une série linéaire d'ordre
m—p + p et de dimension m — p.

Comessatti [21], partant d’une série v, d’indice v simplement
infinie, introduit p nombres Z,. Z,, ..., Z,_, de la maniére suivante :
Z,est le nombre des groupes d’une série linéaire non spéciale d’ordre
(r+1)(m—1)+p et de dimension (r—1)(m—1), contenant
(partiellement) r groupes de y,. Le nombre Z, est donc le nombre =
de Castelnuovo. Comessatti démontre que la condition nécessaire et
suffisante pour que, parmi les sommes des p intégrales abéliennes de
premiére espéce indépendantes de C, étendues aux groupes de la
série Tm, il y en ait r < p qui soient indépendantes, est que Z, soit
nul sans que Z¢, Zy, .. , Z,—4 le soient. Pour r = o, on retrouve le
résultat de Castelnuovo par 'intermédiaire du théoréme d’Abel.

Castelnuovo [12] a retrouvé les nombres de Comessatti dans la
théorie des fonctions abéliennes.

21. Relations entre les caractéres d’une correspondance. — La
considération de la surface F, qui représente les couples de points de .
deux courbes C,, de genre p,, et Cy, de genre p,, a permis d’intro-
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duire certains caractéres d’une correspondance T entre C,, C, et
d’obtenir des propriéiés de ces correspondances.

Une correspondance T. d’indices «, B, entre les courbes C,, C,
est représentée sur F par une courbe T dont le genre 7 et le degré v
sont des caractéres de la correspondance. Les courbes K, découpent
sur la courbe T des groupes de « points formant une involution pos-
sédant 8, points doubles. De méme, les courbes K, découpent sur T

une involution d’ordre {8 possédant 3, points doubles. De Franchis [26]
a établi que I'on a

An—1)—v=2B(p1—1)+22(p2—1),
2083 —v =2a(B+ ps—1) — o= 2f(a+ p;1—1) — 3.

Severi [74] a ensuite établi que v est au plus égal & 2af et que v est
précisément égal a 24 lorsque les groupes de points qui corres-
pondent sur une des courbes aux points de l'autre, varient dans une
série linéaire.

Supposons maintenant que les courbes C;, C, soient birationnelle-
ment identiques. En d’autres ternies, supposons que F représente les
courbes de points ordonnés d’une courbe C de genre p. A deux
points P,, P, de C correspondent sur F deux points Py, Py repré-
sentant respectivement les couples P,, P. et P,, P,. Les points Py,
P,, engendrent sur F une involution I, d’ordre 2 dont la courbe unie
est le lieu des points qui représentent les couples de C formés de
deux points superposés. Le degré de T est nécessairement pair et
nous poserons v =2v. On a toujours v < o3, I’égalité ayant lieun
lorsque T a la valence zéro.

Severi [74] a établi que si u désigne le nombre des points unis de
la correspondance T, on a

(u—a—BrLbp(aB—V),

Pégalité ayant lieu lorsque et seulement lorsque la correspondance a
une valence. Une correspondance dépendant de I'identité, a une
valence.

Considérons la correspondance T-'. Les correspondances T et T-1
ont en commun un certain nombre d de couples de points homo-
logues. Rosati [31] a démontré que I'on a

(d—pr+vLu+a2dL(a+Br—v.
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Cédant au désir d’établir la théorie des correspondances sans
recourir a la théorie des surfaces, Severi [77] est revenu plus tard
sur ces questions. La définition du degré v d’une correspondance T
d’indices «, B entre deux courbes C,, G, peut se faire en calquant
celle du degré d’une courbe tracée sur une surface. Sila correspon-
dance T est variable dans un systéme continu de correspondances de
mémes indices, le degré de T est égal au nombre de couples communs
a deux correspondances du systéme. En particulier, si T a la valence
zéro, elle apparlient toujours a un systéme continu et son degreé est
égal a 2aB. Si la correspondance T est isolée, on construit une cor-
respondance T’ telle que T+ T ait la valence zéro; le degré de T
est égal au nombre des couples communs a T et & une correspon-
dance du systéme défini par T + T', diminué du nombre des couples
communs a T et T'. Ce degr¢ est indépendant du choix de la corres-
pondance T'.

Severi introduit ensuite les correspondances complémentaires
de T. Sur G, par exemple, fixons un groupe G, de p, points el un
groupe particulier A, correspondant, par T, a un point a, de C,.
A un point a, de C;, ayant pour homologue sur C, le groupe A,,
faisons correspondre le groupe A;+Gy—A,. On définit ainsi la
correspondance complémentaire S, de T. Si o/, ' sont les indices

deS,,onaf =pyel o= o%,;’ oty étant Pindice dela série engendrée

sur G, par les groupes A, et z le défaut d’équivalence de cette série
(@ est égal a «, sauf siles groupes A, sont formés par des groupes
d’une involution existant sur C.,). Cela étanlt, le degré de la corres-

. s o L .
pondance T est égal a 2 (aﬁ ——z ) - Comme 5 est supérieur ou égal
0
a zéro, on retrouve le théoréme de Severi.

Ajoutons que le degré d’une correspondance variable dans un
systéme continu est nécessairement positif ou nul.

92. Applications de la théorie des correspondaxices. — La théorie
des correspondances permet d’établir aisément un certain nombre de
théorémes [XII]. Nous établirons en premier lieu le théoréme de
Schwarz-Klein [66. 39] : une courbe de genres p>1 n'admet
qu'un nombre fini de transformations birationnelles en elle-
méme.
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Supposons que la correspondance T entre les courbes C,, C, soit
birationnelle. Onaa =f=1,p,=p,=p ctle degré de T est égal
a2(1 — 3). Le nombre s est le défaut d’équivalence de la série ys
des points de C;, c’est-a-dire le nombre de ces points appartenant a
une série non spéciale g7, on a donc 5 = p. Le degré de T est done
égala —2(p—1). Sip>1, ce degré est négatifetla correspondance
est isolée. L’énoncé en résulte.

Démontrons maintenant qu’une courbe algébrique de genre
supérieur a U'unité, ne peut contenir une infinité continue d’invo-
lutions irrationnelles.

Considérons, sur une courbe C, unc involution Ym d’ordre m et de
genre w. Elle définit une correspondance symétrique (m — 1, m —1)
entre les points de deux courbes C,, C, birationnellement idenliques
a C. Le degré de cetle correspondance est égal a 2(m —1)? — 2 z,
ot 5 est le nombre de groupes de m — 1 points de C,, homologues
des points de C,, appartenant & une séric linéaire non spéciale d’ordre

m—2 + p et de dimension m — 2. Si d est le nombre des points
doubles de y,,, on a

2z=2(m—1)(m+p—2)+(m—2)d.

Par la formule de Zeuthen, on a

d=2(p—1)—a2m(x—1),
donc

2z=2(m—1)Y+2(p—1)+2m(m—»)(z—1)
Le degré de la correspondance est donc égal a
—ao(p—1)—am(m—2)(=x—1).

Ce degré est par conséquent négauf, car p > 1, = > 1. Par suite,
Pinvolution y,, estisolée.

On sait d’ailleurs que le théoréme est encore vrai sila courbe C est
de genre p =1, les involulions étant alors nécessairement elliptiques
et privées de points unis.

La propriété précédente permet d’établir facilement le théoréme
obtenu par voie analytique, a la méme époque et d'une maniére indé-
pendante, par G. Humbert [35] et Castelnuovo [6] : sur une courbe
algébrique, une série d'indice 1 et de dimension supérieure a
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lunité, est linéaire, ou chacun de ses groupes est Jormé de
groupes d’'une involution.

Tl suffit de démontrer le théoréme dans le cas d’une série vy,
d’ordre m > 2 et de dimension 2. Ecartons le cas ou les groupes de
¥ sont formés de couples de groupes d’unc involution et celul ou les
groupes sont équivalents. Les groupes de la série y;, passant par un
point forment une involution yn_,, variable avec le point. La courbe
posséderait donc une série continue d’involutions irrationnelles, ce
qui est impossible.

De Franchis [26] a donné des démonstrations géométriques des
théoréemes de Schwarz-Klein et de Humbert-Castelnuovo en utilisant
la théorie des surfaces. On doit a R. Torelli [83] une démonstration
du dernier de ces théorémes, basée sur la théorie des correspon-
dances, obtenue en restant sur la courbe.

D’autres applications de la théorie des correspondances a la géo-
métrie sur une courbe algébrique, sont dues a Comessatti [20],

Géohner [33] et R. Torelli [84].

1V. — CORRESPONDANCES ENTRE DEUX COURBES ALGEBRIQUES.
LE POINT DE VUE TRANSCENDANT.

93. Entiers caractéristiques d’une correspondance. — Considérons
une correspondance irréductible T, d’indices «, 3, entre les points
2, y d’'une courbe C de genre p. Nous désignerons également par G
la surface de Riemann correspondant a la courbe C.

A un point z de C correspondent § points y', 3, ..., y®. Consi-
dérons un systéme de p intégrales de premiére espéce indépendantes
ui (), us(z), ..., up(x) de la courbe C et formons les sommes
ur(y') + uk(y") +. . .+ ur(yP). Considérées comme fonctions de z,
ces sommes sont des intégrales de premiére espéce et lorsque l'on fait
décrire a z un cycle fermé sur G, les quantités 3, y', ..., yf
subissent une certaine permutation. On a

ur(y') + w(¥") +. ..+ ur(yB) =Erpu(z)+m (L k=1,2,...,p),

les coefficients my; étant indépendants de z et les quantités m étant
des constantes d’intégration.
Supposons que les p intégrales u;(z) soient des intégrales nor-
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males, dont le tableau des périodes relatives au systéme de rétro-
sections oy, g;,, correspondant, soit :

91 G2 ... Op Gpiq Gpi2 ... Gop
uy I o oo o agq [223 e QA1p
Us © I ... O @ @ ... as,|(Gk=au)
..
Up 0 O ... 1 Gp Gp2 ... Gpp

Lorsque le point # décrit le cycle o, u;(z) devient u(z) 41 et
Pon a

(1) Tel= hu—l—Zguau (L khl=1,2,...,p)
1

hi; et g;; étant des entiers.
Lorsque le point z décrit le cycle o;,,, on obtient

(2) 2 ayung, = H“+Z Guar, (i, k l=1,2,...,p),
1 ]

H;,; et G;; étant des entiers.

L’élimination des m; entre les équations (1) et (2) donne les
p? relations

(3) ZhAzazl+22gmzakmazz= H/cl+2 Guar:
i i m 1

@G kl,m=1,2, ..., p)

Les nombres Ay, &mis Hizy Gig sont les p? entiers caractéristiques
de la correspondance T; ils ont été introduits par Hiirwitz [36].

24. Classification des correspondances. — Deux cas peuvent se
présenter suivant que les équations (3) sont vérifides identiquement

ou donnent les relations entre les ; p(p+1) périodes ay. Dans le

premier cas, tous les entiers caractéristiques de la correspondance T
dont les indices spnt différents, sont nuls et 'on a de plus
h“ = ﬁgg:,, = hpp = G“= Go-_)z.. = Gpp,
Su=gn=...=gpp=Hu=He=...=H,,=o0.
Si 'on désigne par — y la valeur commune des quantités k;;, &iiy
ona
ue(Y)+ur(y)+ o+ wm (B yu(z)=m  (k=1,2, ..., p)



3o L. GODEAUX.

et en utilisant le théoréme d’Abel, on voit que la correspondance T
a la valence v.

Dans la seconde hypothese, la correspondance T est appelée
singuliére.

Hirwitz remarque incidemment que les correspondances singu-
liéres ne peuvent exister que sur des courbes a modules particuliers.
Cependant, pour que cette proposition soit complétement établie, il
faut encore prouver que les relations (3) sont indépendantes des

;(p —2)(p— 3) relations qui lient les périodes ui, relations qui ne

sont pas connues. En d’autres termes, il faut établir qu’il existe des
courbes & modules généraux privées de correspondances singulieres.
Dans ce but, Severi [75] a considéré les correspondances entre les
points d’une courbe variable dans un systéme lindaire «? au moins
sur une surface algébrique réguliére et a établi que cette courbe ne
posséde en général que des correspondances a valence [78]. D’autres
démonstrations de cette propriété ont été données par Zariski [91]
et Lefschetz [43].

25. Représentation et existence des correspondances. — Hiirwitz
[36] a poursuivi I'étude des correspondances entre les points d’une
courbe C en utilisant les fonctions 0 relatives a la surface de
Riemann C. Il a démontré que toute correspondance algébrique,
singuliére ou non, peut étre représentde par deux équations algé-
briques entre les coordonnées des points homologues z, . Si la cor-
respondance est a valence positive ou nulle, elle peut étre représentée
par une seule équation.

Le nombre de points unis d’une correspondance est donné par

@+ B— (hii+ koo ..+ A+ Giy+ Gaa+. . .+ Gpp).

Si la correspondance a une valence vy, on retrouve la formule de
Cayley-Brill.
. Tout systéme de solutions des équations (1), (2) donne une
correspondance entre les points de C.

Supposons que l'on ait  solutions du systéme des équations (1)
et (2) et soient m’, my’, ..., nly’ les valeurs de my dans ces solutions.
Si les p? équations

)\11!&'1)+)\g77&_‘,1)+---+)\p“(;}=0 (kyl=1,2, ..., p)
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ne sont satisfaites que pour Ay,=21y=...=1»%A,= o0, les correspon-
dances données par les solutions envisagées sont indépendantes;
elles sont dépendantes dans le cas contraire. Il existe, sur une
courbe G, p < 2p? correspondances indépendantes et toute autre
correspondance en est dépendante.

La transformation inverse T-! de T admet des enliers caracté-
ristiques A, g,;, H; et G, 'donnés par

h’lk = Gy, gl,I.'= - 130 Hl’k =— Hzy, G;A = hi..

26. Interprétation géométrique des formules de Hirwitz. — On
doit a Rosati [53] une élégante interprétation des formules de
Hirwitz.

Sur la surface de Riemann G, tout cycle o est homologue a une.
combinaison linéaire a coefficients entiers des cycles oy, o9y . .., 02y ¢

G~ MyT—+ MaGe—+ ...~ MapTap.

Interprétons my, m,, ..., m,, comme coordonnées homogénes
d’'un point P d’un espace linéaire S,y &4 2p —1 dimensions.
A chaque cycle de C correspond un point rationnel (c’est-a-dire dont
les coordonnées sont rationnelles) de S,,_; el réciproquement. A des
cycles distincts correspondent des points indépendants et récipro-
quement.

D’autre part, a une intégrale de premiére espéce
u(z)=mu(Z)+ pottr(x) ...~ ppup(x)

de G, associons I'hyperplan de S,,—; qui a pour coordonnées les
périodes de u(z) le long des cycles @y, a3, ..., ga. Les hyperplans
ainsi obtenus passent par I'espace a @,, ap — 1 dimensions, inter-
sections des hyperplans de S,,_; dont les coordonnées sont respecti-
vement données par les lignes horizontales du tableau des périodes
de ui(x), us(z), ..., up(«). A un hyperplan passant par w, corres-
pond une intégrale de premiére espéce de G, définie a un facteur
constant et a une constante additive prés.

Si un point rationnel de Sy, appartient & un hyperplan passant
par @, l'intégrale qui correspond a cet hyperplan a une période nulle
le long du cycle homologue de P, et réciproquement.

Dans la correspondance T, lorsque le point z décrit un cycles, les
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points homologues y', »". ..., y® se permutent entre eux et décrivent
un cycle ¢/, homologue de o. Si nous désignons par 4, Za, ..., Zap
les coordonnées du point de S,,_ représentant ¢ et par z}, z’,, ..., 2,
celles du point représentant ¢’, nous aurons

p$; = h“wl—l—hp.’t‘g—i—...—k lL,p.tp—i— H“.Z‘p.;,i—i- Hlo.’l‘p+g+...+ Hi,,xgp
0%y = guZ1+ grXa+...+ &ipZTp+ GuZpi+ G2 Tpra—+...+ Gipxap
(i=1,2,...,p)

c’est-a-dire, dans S,p—;, une homographie rationnelle 2, associée a T.
Lorsque le point z décrit ¢. & une intégrale de premiére espéce
u(x) correspond une intégrale

W(z)=u(y)+u(y)+...+u(yd),

et la période de u'(z) le long de o ést égale a la période de u(x) le
long de ¢'.

Si nous prenons, dans la gerbe de sommet w,, les hyperplans cor-
respondant aux horizontales de la table des périodes, la correspon-
dance entre les intégrales u(z), u'(z) se traduit par

PE:=1:”El+7‘:n159—|—...+ﬁpifp (i=17 2, "'7P)1

c’est-a-dire par une homographie  dans cette gerbe.

Eh bien, les équations (3) de Hurwitz expriment que l’espace
complexe @, est transformé en lui-méme par (il en est par suite de
méme du complexe conjugué m, de ) et que '’homographie . est
déterminée, dans la gerbe de sommet w,, par Q—*.

Réciproquement, si une homographie rationnelle 2 de S.,_,, trans-
forme l'espace w, en lui-méme, il existe une infinité de systémes de
valeurs des entiers caractéristiques &, g, H, G, satisfaisant aux équa-
tions (1), (2) et (3), les entiers de deux quelconques de ces systémes
étant proportionnels. Sur la courbe C, ces systémes d’entiers donne-
ront une infinité de correspondances, deux a deux dépendantes.

Obhservons qu’a une correspondance ayant une valence, corres-
pond, dans Sj,—y, 'homographie identique et réciproquement, &
I’homographie identique correspondent les correspondances a valence:

En particulier, a une correspondance a valence zéro, pour laquelle
les entiers &, g, H, G sont tous nuls, correspond une homographie
dégénérée, que I'on conviendra d’appeler homographie nulle et de
représenter par le symbole O.
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27. Remarque. — C’est une étude sur les intégrales abéliennes
réductibles qui a conduit Rosati [B2] a représenter les cycles d’une
surface de Riemann par les points.rationnels et les intégrales abé-
licnnes de premiére espéce par des hyperplans d’un espace Sap_;-
A la méme époque, le méme probléme a conduit Scorza & une repré-
senlation en quelque sorte corrélative de la précédente. Scorza fait
correspondre a une intégrale abélienne de premiére espéce le point
de lespace S,,-, donl les coordonnées sont les périodes de cette
intégrale le long de 2p rétrosections de la surface de Riemann; ces
points appartiennent a un espace linéaire complexe a p —1 dimen-
sions (indépendant de son conjugué). Scorza a utilisé ultérienrement
cette représentation dans des travaux remarquables sur les fonctions
abéliennes [69]. Dans cette voie, et dans le cas p = 2, il avait été pré-
cédé par un éléve de G. Humbert, Cotty [24].-Les recherches de Scorza
furent indépendantes de cclles de Cotty.

28. Réciprocité associée a une correspondance. — Considérons,
dans S.,_,, le systéme nul A d’équations

o8 =— Zptss pEprr= (i=1,2,...,p)
et la réciprocité R = QA, dont les équations s’écrivent

pE = — guTI— Eroir—. .. — EipTp— Guxpri— Gipxpra—...— Gip2ap
oEpn= hyxy -+ hipxo+. ..+ hiprp+Hoxp-+Hpzpo-: .+ Hipoep
(i=1,2, ..., p)

L’espace @, ne peut contenir aucun point réel et n’a donc aucun
pomt commun avec son conJugué mo Les espaces ©, et mo sont unis
tant pour les homographies @ et le systéme nul A que pour les réci-
procités R.

A la correspondance T, on associe la réciprocité rationnelle R et
inversement. Aux correspondances a valence est associ¢ le systéme
nul A. Les recxprocutés associées a une correspondance T et a son
inverse T—* sont inverses I'une de I'autre.

Soient G, et G_, les groupes de points de C qu’'une correspondance
T et son inverse T font correspondre & un point z. Si les corres-
pondances T et T—* sont dépendantes, la différence G,— G_, oula
somme G, =+ G_, varie dans une série lindaire lorsque le point z
décrit C. Dans le premier cas, Rosati [51, 52] dit que la correspon-

MEMORIAL DES SC, MATH. — N° 111, 3
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dance T est symétrique, dans le second hémisymétrique. A une
correspondance symétrique correspond un systéme nul rationnel et &
une correspondance hémisymétrique, une polarité rationnelle, et
inversement.

S'il existe, sur une courbe C, p correspondances indépendantes,
w4 correspondances symétriques indépehdantes et p, correspondances
hémisymétriques indépendantes, on a p=p,+ pa et pp’,
@2 < p2. Ces correspondances jouent un role dans la construction
d’une base pour I'ensemble des correspondances appartenant & une
courbe algébrique. Comessatti (*) a obtenu d'importants résultats
dans cet ordre d’idées.

29. Extensions du concept de valence. — Rosati a élé conduit a
étendre successivement le concept de valence de deux maniéres, la
premiére extension rentrant d’ailleurs dans la seconde.

Soit & ’homographie rationnelle de S,,_, associée & une corres-
pondance T. Supposons que 'homographie

Qi+ a1 Q-1+, .+ a; 12+ ayl,

ou I désigne ’homographie identique et ou a,, a,, ..., a/—, a; sont
des entiers, ait pour homologue sur G une correspondance de‘valence
nulle, c’est-a-dire soit 1'homographie que nous avons convenu
d’appeler homographie nulle. On écrira donc

aQl+aQit+...+~a4Q+a;l=o0

et Pon supposera que [ est le plus petit entier donnant lieu a cette
relation. On a [ < 2p.
On a nécessairement @, =1 et I'équation

Y(s)=2zl+ a1zt +...+~ar1z2+a;=0

est appelée équation minima de @ ou de T, Rosati [54] appelle
valences les racines rationnelles, donc entiéres, changées de signes,
de I'équation précédente. Si & est le nombre de ces racines dislinctes,
la carrespondance T est appelée k-valente. Pour /=1, on retrouye le
concept ordinaire de valence.

(1) Intorno ad un nuovo carattere delle matrice di Riemann (Memorie
Accad. d'Italia, 1936).
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La seconde extension du concept de valence est introduite par
Rosati [55] de la maniére suivante : 1'équation caractéristique de
’homographie & coincide avec le détgrminant de 1’homographie
Q —pl. Convenons d’écrire ce déterminant sous la forme |Q — pI},
Péquation caractéristique de Q étant done

e(p)=[Q—¢l|=0.

L’espace w, et son conjugué @, sont unis pour . Dans la gerbe de
sommet w,, Q-! détermine I'’homographie w et dans la gerbe de som-
met @, 'homographie conjuguée w. En désignant encore par I
Ihomographie identique dans ces gerbes, les équations caractéris-
tiques des homographies w, » s’écrivent

wip)=|w—pll=0, w(p)=lv—pl=o0
On a

Q(p) = u(p). w(p).

Les valences généralisées de la correspondance T sont, changées de
sngne les racines de I'équation o.\(p) = 0. Ces nombres sont réels ou
imaginaires.

Soit Q' I’homographic rationnelle associée & la correspondance T‘-|
inverse de T. L’espace @, est uni pour ' et dans la gerbe ayant cet
espace pour sommet, &~! détermine une homographie »'. On a

w'(p)=w(p)
et par conséquent
2(p) = w(p)-o'(p)-

Le premier membre ¢(z) de I'équation minima de Q est le plus
petit multiple commun des polynomes w(p), w'(p) et par conséquent
les valences généralisées au sens donné primitivement a ce mot se
retrouvent parmi les valences généralisées au second sens du mot.

Les valences généralisées de T et de T~ sont des imaginaires con-
juguées. Une correspondance symétrique a toutes ses valences réelles
et réciproquement. Une correspondance hémisymétrique a toutes ses
valences imaginaires pures et réciproquement.

30. Représentation des systdmes d’intégrales abéliennes réduc-
tibles. — Supposons que la courbe C posséde un systéme linéaire
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d’intégrales de premiére espéce réductibles, ayant r périodes réduites
(o<r<t2p). On peut trouver, sur la surface de Riemann C,
2p —r cycles distincts le long desquels ces intégrales ont des
périodes nulles. Les hyperplans de la gerbe de sommet =, représen-
tant ces intégrales dans S,,_,, doivent passer par les 2p — r points
rationnels représentant ces cycles. Supposons que le systéme d’inté-
grales envisagé ait la dimension ¢ — 1 et soit complet; les hyperplans
correspondant aux intégrales de ce systéme passent par un espace ¢
4 2p —g—r1dimensions. Cetespace o devrant contenirles 2 p—r points
réels envisagés et I'espace @, (qui ne contient aucun point réel), on
ar<=p-4-gq.

Si le systéme complet d'intégrales réductibles-considéré possede
r=2gq périodes réduites, il sera, suivant une dénomination intro-
duite par Severi [76], appelé systéme régulicr.

On sait que Poincaré [50] a démontré que si une courbe algé-
brique de genre p contient un systéme régulier d’intégrales réduc-
tibles, de dimension g —1, elle en posséde un second de dimen-
sion p — ¢ — 1. En utilisant la représentation précédente, ce théoréme
a été démontré trés simplement par Rosati [52].

Dans I'hypothése ou se place Poincaré, I'espace o a ap — g — 1
dimensions contient 2(p — ¢) points rationnels indépendants; ces
points déterminent un espace rationnel pyy_og_422p — 2 — 1 dimen-
sions coupant ©, suivant un espace linéaire 4 p — ¢ — 1 dimensions.
L’espace polaire de cet espace par rapporl au systéme nul A esl un
espaced’d p—+ g — 1 dimensions contenant @, (qui est double pour A)’
et 'espace polaire p,, _, de pa,—24_4 par rapport a A. Puisque Pap—oq—1
est rationnel de méme que le systéme nul'A, Pespace Paq-, €strationnel
et contient 2 p points rationnels mdépendants Il en résulte qu’aux
hyperplans passant par ¢’ correspondent «?-9-* intégrales réduc-

tibles ayant 2(p — ¢) périodes réduites, ce qui démontre le théoréme
de Poincaré.

31. Correspondances spéciales. — Une correspondance spéciale
est une correspondance a laquelle est homologue, dans I’espace S,,_,
une homographie € singuliére. Le déierminant (o) de celte homo-
graphie est 'nul et par conséquent une correspondance spéciale a au
moins une de ses valences généralisées nulle. La réciproque est évi-
dente.
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Supposons que le déterminant (o) de Q ait la caractéristique r,
(o <r<2p), c’est-a-dire que ses mineurs djordre r -1 soient lous
nuls mais que 'un au moins de ses mineurs d’ordre r ne soit pas nul.
L’homographie Q est singuliére d’espéce 2 p — ret elle posséde deux
espaces singuliers o, ¢/, le premier 4 2p — r—1 dimensions, le
second & r —1 dimensions. A un point de o, Q fait correspondre un
point indéterminé et & un point n’appartenant pas a o, un point de o'
L’homographie  revient a une homographie.générale dans laquelle
aux espaces linéaires 4 2 p —r dimensions passant par o corres-
pondent les points de o’. L’homographie inverse Q~* fait correspondre
& un hyperplan passant par ¢’ un hyperplan indéterminé et a un
hyperplan ne passant pas par¢’, un hyperplan passant par ¢. L’homo-
graphie Q7! revient 4 une homographie générale entre les espaces a
r — 2 dimensions appartenant & ¢' et les hyperplans passant par o,

Dans la gerbe de sommet wm,, - détermine 'homographie w;
celle-ci est donc singuliére et posséde deux espaces singuliers 7, 7/
(passant par @, ), le premier contenant ¢’ et le second 0. Soit p+4-g —1
la dimension de 7; I'espace 7 aura 2p — q—1 dimensions. Aux
oo?~¢—* hyperplans passant par 7, w fait correspondre des.hyperplans
indéterminés passant par @, et aux oo?~! hyperplans contenant w, et
rencontrant t suivant un méme espace 4 p + ¢ — 2 dimensions, cor-
respond un méme hyperplan passant par 7'.

L’homographie Q étant rationnelle, ses espaces singuliers o, ¢’ sont
‘également rationnels; o contient 2 p—r points rationnels indépen-
dants et ¢’ conlient r points rationnels indépendants. Or, un espace
linéaire & p 4+ g —1 dimensions passant par @, ne peut contenir plus
de 2¢ points rationnels indépendants, sans quoi, il existerait une
relation linéaire entre les intégrales homologues de p — ¢ hyperplans
indépendants passant par cet espace. On doit donc avoir, en consi-
dérant ¢, r < 2¢. De méme, en considérant ¢’, on aura

ep—r<La(p—gq), dou  r=2g4.

Cela étant, aux hyperplans passant par v correspondent wo?—1~4
intégrales réductibles ayant 2 (p — g) périodes réduites et aux hyper-
plans passant par 7', «0o?7! intégrales réductibles ayant 2¢ périodes
réduites. A la correspondance spéciale T sont donc associés deux sys-
témes réguliers X, ¥/, d’intégrales réductibles, de dimensions ¢ —1

etp—qg—i.
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Une intégrale de premiére espéce u(xz), homologue d’un hyper-
plan passant par 7, a pour correspondante a I'intégrale

w(y') +u(y')+...+ u(yB),

qui reste constante lorsque le point z décrit la courbe C. A une inté-
grale u(z) n’appartenant pas au systéme précédent, correspond une
intégrale appartenant au systéme régulier 2. Donc les sommes des
intégrales de premiére espéce aux poinls homologues d’un point z
engendrent le systéme 2 et les mémes sommes restent constantes
lorsqu’il s’agit d’intégrales du systéme 2'.

Rosati [53] a ainsi établi une liaison entre les systémes réguliers
d'intégrales réductibles de la courbe C et les correspondances spé-
ciales existant entre les points de cette courbe. Il a poursuivi son
raisonnement dans hypothése ou les espaces o, ¢’ ne sont pas indé-
pendants. Supposons que ces espaces aient précisément en commun
un espace linéaire o; dont le nombre de dimensions 2¢,—1 est
nécessairement impair. Dans ces conditions, Q détermine dans ¢’ une
homographie singuliére dont le [premier espace singulier est oy et le
second, un. espace ¢, &4 2(q — ¢1) —1 dimensions. Il en résulte
qu’aux points de S,,—4, Q2 fait correspondre les points de ¢,. On
peut alors reprendre le raisonnement fait précédemment. L’homo-
graphie @ est I'homologue de la correspondance T2, les hyperplans
passant par @m, et ¢, ont pour homologues les intégrales d’un systéme
régulier 2, de dimension p — g+ ¢1—1 et la somme des valeurs
d’une intégrale quelconque de ce systéme aux points du groupe que
T? fait correspondre a un point z, reste constante lorsque z décrit C.

Les espaces o, et o, peuvent a leur tour se rencontrer suivant un
espace gy, et ainsi de suite. Il y a deux cas a considérer suivant
qu’aucune puissance de T n’est une correspondance & valence nulle
ou qu’il existe un nombre ¢ tel que T'+* et par suite T*+2, ... soient
4 valence nulle. Dans le premier cas, on parviendra a un systéme
régulier de p— ¢+ ¢+ ¢2+...+ ¢q._, intégrales réductibles tel
que les sommes des valeurs de toute intégrale de ce systéme aux
points des groupes que T¢, T#t, ... font correspondre a z, reste
constante lorsque 2 varie. Dans le second cas, le résultat précédent
sera encore obtenu pour la correspondance T, mais toute intégrale
de C donnera évidemment des sommes constantes de valeurs aux
points que T+, Te+2, . .. font correspondre a z.
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32. Interprétation des valences généralisées. — Soit y une valence
généralisée (réelle ou complexe) de la correspondance T.: Cela
signifie que la correspondance T —+yI, ou I désigne I'identité, est
spéciale. 1l existe donc un systéme régulier = d’intégrales réduc-
tibles tel que, pour toute intégrale u(z) de ce systéme, la somme

u(y')+u(y”) +...+~u(yd) +yu(x)

reste constante lorsque z décrit la courbe G. Rosati [85] associe le
systéme X a la valence y. Il considére également les systémes régu-
liers d’intégrales réductibles correspondant aux correspondances
(T++I)2, (T+4+I)3, ..., systémes qui peuvent coincider ou non
avec X suivant que les espaces singuliers de ’homographie homo-
logue de T +-yI dans I'espace S,,_, ne se rencontrent pas ou se
rencontrent.

L’introduction des systemes réguliers associés aux valences permet
de donner une nouvelle forme a l'expression du nombre des poinls
unis d’une correspondance donnée par Hirwitz. Soient vy, Ya, --+» Yz
les valences généralisées de T et ¢y—1, ga—1, ..., gs—1 les dimen-
sions des systémes réguliers d’intégrales réductibles qui leur sont

associés. La correspondance T—! a les valences Yis Y2y « - -» Yk imagi-
naires conjuguées de celles de T (avec les mémes multiplicités) et
les systémes régulicrs d’intégrales réductibles ont les mémes dimen-
sions que ceux associés aux valences de T. Cela étant, le nombre des
points unis de la correspondance T est égal a

at B+ (vi+70) g+ (yo+v2) go+. oo+ (Ta+ YE) k.

En particulier, si toutes les valences de T sont réelles, c’est-a-dire
si T est une correspondance symétrique, le nombre précédent est
exprimé par

a4+ B42(y1q1 -+ Yage .o o+ YAGE)-

33. Application a une involution appartenant & une courbe algé-
brique. — Soil, sur une courbe C de genre p supérieur a l'unité,
une involution y, d’ordre n et de genre 7. Appelons T la correspon-
dance obtenue en considérant comme homologue d’un point x les
n—1 points qui, avec z, forment un groupe de v.. La correspon-
dance T est symétrique.
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Soient Ay, Ay, ..., A, les points d’un groupe de y,. Au point Ay,
T fait correspondre le groupe G, des points A,, Aj, ..., A, et au
point A,, par exemple, le groupe A, A;, A, ..., A,. Par consé-
quent, au point A,, T? fait correspondre le groupe

Ge=(n—1)A+ (n—2)G,.
On a donc
T—(n—2)T—(n—1)[=o,

et les valences de T sont 1 et 1 — n.

La courbe C posséde deux systémes réguliers d'intégrales réduc-
tibles, l'un de dimension = — 1, Uautre'de dimension p — 7 —1. Les
intégrales du second donnent des sommes conslantes aux points d’un
groupe de y,, donc il est associé a la valence 1. L’autre est associé a
la valence 1— n. Si ¢ désigne le nombre des points unis de T, c’est-
a-dire le nombre des points doubles de y,, on a

d=2(n—1)+2[p—rn+(1—n)x),

formule qui coincide avec celle de Zeuthen. Celle-ci apparait donc
comme un cas parliculier du principe de correspondance.

34. Recherches ultérieures sur les correspondances entre les
points d’une courbe algébrique. — Rosati, en utilisant I'association
entre les correspondances appartenant a une courbe algébrique et
les homographies rationnelles d’un espace S,,_, a poursuivi ses
recherches tant sur les correspondances que sur les systémes régu-
liers d’intégrales réductibles.

A une correspondance spéciale sont attachés deux systémes régu-
liers d’intégrales réductibles. Inversement, a un systeme régulier 2
d’intégrales réductibles, sont attachés deux réseauz de correspon-
dances spéciales. L’un de ces réseaux comprend les correspondances
telles que les sommes des intégrales de premicre espéce, étendues
aux poinls des groupes homologues d’un point de la courbe, appar-
tiennenta 2. Le second est formé des correspondances pour lesquelles
les mémes sommes, relatives aux intégrales de 2, sont constantes.
En partant de la, Rosati [60] a pu compléter les résullats oblenus par
Severi [76] et Scorza [69] sur les intégrales abéliennes réductibles.

Deux correspondances T, T, sont appelées permutables lorsque
Pexpression T, T,— T, T, est une correspondance de valence nulle.
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Cette notion a é1é rencontrée par Rosati [58] dans I'étude des ordres
de correspondances. Il appelle ainsi des ensembles de correspon-
dances fonctions rationnelles d'une correspondance réguliére donnée.
Soit T une correspondance réguliére, c’est-a-dire une correspondance
telle que les systémes réguliers d’intégrales réductibles associés a ses
valences généralisées, soient indépendants.

L’ordre déduit de T est 'ensemble des correspondances 0 définies
par la relation 16 = F(T) ou [ est un entier et F(T) un polynome a
coefficients rationnels. Les correspondances 'de cet ensemble sont
deux & deux permutables.

La notion de correspondances permutables a d’autre part conduit
Rosati [61] a 'étude de nombreux problémes, par exemple a I'étude
des correspondances permutables avec leurs inverses.

Parmi celles-ci, on rencontre les correspondances hermitiennes,
correspondances définies par T.T—'=kI, ou k£ est un entier
positif. Rosati [63] a également étudié les courbes sur lesquelles
I'ensemble des correspondances satisfait a certaines conditions de
permutabilité.

Enfin, Rosati 53, 57] a étudié d’une manicre délaillée les corres-
pondances appartenant a une courbe de genre deux.

33. Correspondances entre deux courbes algébriques. — Les
résultats de Hirwitz peuvent s’élendre aux correspondances algé-
briques T, d’indices «, {3, entre deux courbes algébriques irréduc-
tibles C de genre p et D, de genre g.

Fixons, sur la surface de Riemann G, un systéme de 2 p rétrosec-
tions ¢y, 05, (=1, 2, ..., p) et désignons par u,(z), us(z), ...,
u,(x) les intégrales normales de premiére espéce de C, par aw
la période de u;(x) le long du cycle .. Soient de méme 7,
tg(i=1, 2, ..., q) un systéme de rétrosections de la surface de
Riemaun D, 0i(y), ¢2(¥)s ---, 9¢(y) les intégrales de premiére
espéce de D et by; la période de o4 (y) le long du cycle 74,,. Sia un
point y de D correspondeat o points z', 2, ..., z* de C, on ales
relations

(') + up(2") +. .+ ui(x®) =27c,(19«(.}’)+ Tk

(i=1,2,...,q; k=1,2,..., p),
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les %, étant des constantes d’inlégration et les constantes m; étant
liées par les relations

(1 T = (m+2 guai’
1

(2)"” ZM,511=HA1+2Guau

] 4
(k=12 .., p; ,l=1,2,...,9).

Les entiers 4, g, H, G doivent satisfaire aux relations -

A3) thjbll+2 ng,akmb,1=H/.1+2Gzlau
J J m 1

(L k,bm=1,2,...,p; ], l=1,2,...,'q).

L’opération T—! donne, d’'une maniére analogue,

\

ok(Y) + ok(y") + o 0k (4B) = X w (@) + 7

(i=1,2,..,p;k=1,2,...,q)
et les relations

’ ’ ! \ ’
() IR IE WAL
N )
(2 D mrau=Hi+ 3, G,

t ]
(3) Y Haau+ Y, D gubknau=Hi+ ¥, Gy b
i 1 n ]

(G l=1,90,.,p;J,k,n=1,2,...,9q)
Rosati (56) démontre que I’on a

Rei=Guw, &guu=—&thy, Huy=—Hn, Gih=hu
(k=1,2,...,p5l=1,2,..., q).

" Faisons maintenant correspondre aux cycles de C les points ration-
nels d’'un espace Syp—, et aux cycles de D, les points rationnels d’un
espace Syq_s. Aux intégrales de premiére espéce de C, faisons corres-
pondre les hyperplans de S,,_; dont les coordonnées sont les périodes
de ces intégrales le long des cycles oy, o,.,; les hyperplans obtenus
passent par un espace %, & p — 1 dimensions. Un procédé analogue
fait correspondre aux intégrales de premiére espéce de D les hyper-
plans de S,,_, passant par un espace 3, 4 ¢ — 1 dimensions.
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Associons a la correspondance T I'homographie 2

px, = h,1y1—|— hp.}’) ...+ hlq_}/q"l“ Hzl_}'r]—r—l -+ Hl"y17+”+' e Hi7y27
le’-’-’:‘gliyl+gl’.y’+"‘+glq.'Vq+Gzlq+,Vl+G12Vq+"+- -—'—G.quq
(i=1.2,...,p)

entre les espaces S,,_4 et Sy4_; et ’homographie ,
Pnlz=ﬂlelq—FW’zE:_)—F...—l—ﬁ/uE’p (i=17 2)""Q)

entre les gerbes de sommets (3, «,.

Les relations (1), (2) et (3) expriment que I'’homographie » est
déterminée par I'homographie

e =hib+ b B+ A hpiEp + g1k pr1 + Gabpio . Epbop
ofgre= HyE1+ Hopbo ...+ Hp b p+ Gribpia + Gogpra—+. . .+ Gpibop
(i=1,2,...,9)

entre les hyperplans de Syy_4 et S,py.

Supposons p > g; il existe dans Sa,_, un espace a p+ g —1 di-
mensions, passant par «,, tel que  fait correspondre aux hyperplans
passant par cet espace des hyperplans indéterminés de la gerbe de
sommet (3. Plus généralement, supposons qu’il existe un espace o,
de dimension p + p—1, contenant a,; tels qu’aux hyperplans pas-
sant par cet espace correspondent des hyperplans indéterminés de la
gerbe de sommet 3,. Aux hyperplans de la gerbe de sommet o, ne
contenant pas o, correspondent des hyperplans passant par un
espace o', a 2g — o — 1 dimensions, contenant {3,. Dans ces condi-
tions, la matrice des coefficients de w a pour caractéristique p, et
Rosati démontre que la matrice des coefficients de Q a la caractéris-
tique 2p. On en déduit qu'a la correspondance T sont associés deux
systéemes réguliers d’intégrales réductibles : 'un, appartenant a la
courbe C, de dimension p —p—1, est formé des intégrales dont les
sommes des valeurs aux points des groupes de C qui correspondent
aux points de D, sont constantes; I'autre, appartenant a la courbe D,
de dimension p — 1, est formé des sommes des intégrales de C éten-
dues aux mémes groupes de points.

La matrice des coefficients de 'homographie associée a T-' a
également la caractéristique p, de sorte qu il existe deux systémes
‘réguliers d’intégrales réductibles, de dimensions ¢ —p—1, p—1,
respectivement sur les courbes D, C, ayant des propriétés analogues
aux précédentes.
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Le nombre p est le rang de la correspondance T.

Si l'on désigne par v, la série d’indice B formée par les groupes de
points de C qui correspondent aux points de D et par dg la série
d’indice = engendrée par les groupes de D qui correspondent aux
points de G, on voit que le nombre des sommes indépendantes
données par les intégrales de G étendues aux groupes de v, est égal a
celui des sommes indépendantes données par les intégrales de D
étendues aux groupes de dg, remarque déja faite par Comessalti [21].
De plus, le systéme régulier d’intégrales réductibles dont les inté-
grales donnent des sommes constantes le long des groupes de v,
jouit de la méme propriété vis-a-vis de la série engendrée par les
B groupes de y, passant par un méme point de C. C’est la une
remarque importante faite antérieurement par Severi (!).

Rosati poursuit I'étude des correspondances entre les courbes C
et D en introduisant sur G la correspondance TT-' et sur D, la cor-
respondance T-'T (correspondances latérales de T'). Il étudie aussi
les involutions d’ordres «,  existant sur la courbe qui représente les
couples de points homologues de la correspondance T, au point de
vue des intégrales réductibles.

36. Séries non linéaires de groupes de points sur une courbe. —
Considérons, sur une courbe C de genre p, une série v, non linéaire,
d’ordre n et d’indice v, c’est-a-dire une correspondance (r, v) entre
les points de C et ceux de la courbe C qui représente la série. Soit T
la correspondance entre les points de C que I'on obtient en consi-
dérant comme homologues d’un point P les v(n — 1) points appar-
tenant aux groupes de y, contenant C. La correspondance T est
symélrique et possede p valences généralisées yi, Y2, - .., Yp, réelles
et négatives. Castelnuovo [12] a montré que I'équation

(Z2—=y)(z—70) ... (2—7p) =0,

ayant ces valences comme racines, a pour coefficients les nombres Z,,
Zs, ..., Z,—, introduits par Comessatti [21].

Désignons par R, la correspondance symétrique de la courbe C
dans laquelle, 4 un point P, correspondent les groupes de n — 1 points

(1) Il teorema d’Abel (loc. cit.).
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qui, chacun avec un des points que T fait correspondre a P, forment
des groupes de v, ne contenant pas P. Désignons de méme par R, la
correspondance symétrique dans laquelle, & un point P, corres-
pondent les groupes de n — 1 points qui, chacun avec un des points
que R, fait correspondre a P, forment des groupes de y,. Et ainsi de
suite. Rosati [59] montre que le nombre Z, de Comessatti, s’exprime
en fonclion des nombres de points unis des correspondances T, R,,

R;, ..., R,.

37. Courbes contenant une infinité continue de correspondances
algébriques. — Schwarz [66] a démoniré qu’une courbe algébrique
de genre p > 1 ne peut contenir une infinité de transformations bira-
tionnelles en elle méme. Castelnuovo [11]s’est proposé de généraliser
ce résullat en considérant les courbes qui possédent une infinité
continue de correspondances dont un des indices est constant.

Supposons qu’une correspondance T entre les points d’une
courbe C varie dans un systéme continu, le second indice § restant
constant. Les entiers caractéristiques &, g, H, G de Hiirwitz de la
correspondance restent nécessairement fixes lorsque T varie et il en
est de méme des constantes m;y; qui s’expriment en fonction des
entiers &, g et des périodes des inlégrales normales attachées a C.

Désignons par X;, X,s, ..., Xy les groupes de 3 points que k&
correspondances Ty, Ty, ..., Tx du systéme font correspondre a un
point z, de C({ =1, 2, ...). L’application des formules de Hurwilz
et du théoréme d’Abel montre que I'on a les équivalences

Xl1+ Xoo= .J\qj—l—- Xgo,
X1+ Xpo + X33= X o+ Xoy + Xgz= X1+ Xog+ Xgy=...

et, d'une maniére plus générale, que le groupe Xy + Xog+ ...+ Xk
définit une série linéaire d’ordre A3 comprenant tous les groupes
analogues. Soit r; la dimension de cette série. Lorsque & = (3 +1,
un des «? groupes de  points, homologues des points de C dans les
correspondances considérées, impose au moins £ — 1 conditions aux
groupes de la série précédente qui doivent le contenir. 11 en résulte

\ I
que Yon a ry> 7+ k —1, d’'olt, comme ry> 1, re> S k(k—1).
Pour k =B +1, la série considérée est nécessairement non spéciale,

d’ou rg,y= (B + 1) — p et par conséquent p < éﬁ(ﬁq- t).
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Le genre p de la courbe C est donc au plus égal a éﬁ(ﬁ—{— 1.

Castelnuovo démontre que la limite supérieure peut effectivement
étre atteinte. Dans ce cas, la courbe € peut étre transformée bira-
tionnellement en une courbe plane d’ordre 3 + 2, privée de points
multiples.

Pour 8 =1, on retrouve le théoréme de Schwarz. Lorsque {3 est
supérieur a I'unité, chacune des correspondances est une correspon-
dance élémentaire, formée au moyen d’une série linéaire gj.,
découpée sur C par les droites passant par un point de la courbe ou,
si celle-ci posséde des transformations birationnelles en elle-méme.
par des transformées de ces séries.

V. — CORRESPONDANCES ENTRE DEUX COURBES ALGEBRIQUES.
LE POINT DE VUE TOPOLOGIQUE.

38. Remarque préliminaire. — Le point de vue topologique a déja
été utilisé d’'une maniére plus ou moins explicite dans les recherches
dont il vient d’étre rendu compte; Chisini et Lefschetz ont utilisé
systématiquement la topologie pour étudier les correspondances
entre deux courbes algébriques, distinetes ou non. Le premier y a été
conduit par le désir de donner une forme topologique au théoréme
d’Abel. Nous indiquerons successivement les procédés de démonstra-
tion utilisés par Chisini et Lefschetz; nous indiquerons également en
quoi consiste la forme topologique donnée au théoréme d’Abel par le
premier. Il convient de remarquer que les résullats obtenus par
Chisini et Lefschetz sont, en partie, plus généraux que ceux qui pré-
cédent, en ce sens qu’ils restent vrais pour des correspondances plus
générales que les correspondances algébriques.

39. Principe de correspondance sous forme topelogique. —
Chisini [ IT] considére, entre les points d’une surface de Riemann R
de genre p, une correspondance T d’indices «, 3, continue, transfor-
mant une aire infinitésimale en une aire infinitésimale et conservant
en outre les sens de parcours. Par 13, il faut entendre que si Py et P,
sont deux points homologues ordinaires, si un point P tourne autour
de P,. son homologue P’ tourne aulour de P, les sens de rotation
étant les mémes. Prenons comme modéle de la surface R une sphére
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avec p anses. En assimilant chacune de celles-ci & un tore relié i la
sphére par un tube, appelons o; un cercle méridien de la i®™ anse et
7, son cercle de gorge, par exemple. L’ensemble des 2 p cycles a7, 7,
constitue un systéme de rétrosections de R. Découpons la surface le
long des cycles o, et appelons ¢, o les bords de la coupure. Par
déformation continue, nous pouvons ramener R & une sphére R,
forée de 2 p trous, dont les bords correspondent a o, o; on peut de
plus supposer que ces bords sont des petits cercles de R,

A un point z de R, T fait correspondre les 8 points x|, z,, ..., Zg
de R,. Considérons la fonction uniforme de la variable complexe z,

y=(rx—x\)(x—2x4)...(x— z4).

Cette fonction ) a comme zéros les u points unis de T et comme
poles, les deux points z qui correspondent au point z'= 0 et le
point =, qui est un podle d’ordre {.

Lorsque le point z se meut sur la surface R, un des points ' peut
franchir le cycle o, et par conséquent, sur R,, passer brusquement
de o, a ¢). La fonction y n’est donc pas continue sur Ry. Observons
que le fait précédent se produit lorsque z franchit la ligne L, que
T~ fait correspondre & o,. Les cycles L,. o,, o, partagent R, en un
certain nombre d’aires partielles dans chacune desquelles la fonc-
tion y est continue. Si 'on désigne par ® la somme des accroisse-
ments que subit ’argument 6 de y lorsque z parcourt le contour de
chacune de ces aires, I'indicateur logarithmique de Cauchy, utilisé
successivement dans chacune des aires, donnera

uw=a+ 3+ 6.

Pour évaluer @, Chisini considére en premier lieu la ligne K, que
T fait correspondre a o,. Si, sur la surface R, K, rencontre ¢, en un
point M et si a ce point correspondent sur R, le point M’ de o; et le
point M" de o, la ligne K,, sur R,, sera interrompue en M', M".
Chisini compléte la ligne K, de R, par un segment M'M” tracé sur la
sphére. Ceci fait, aprés avoir convenu d’une orientation des petits
cercles o, ¢ déduite de I'orientation de a,, il démontre que I'accrois-
sement de I’angle 9 est égal a la différence A, — p,, ot A, est le nombre
de fois que la ligne K, modifiée entoure le cercle o, et p, le nombre
de fois que la méme ligne entoure le cercle o). Passant ensuite & la
ligne L;, que T—* fait correspondre & o;, le méme raisonnement
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montre que l'accroissement de 0 est égal a A, — ., o Ajet p, ontla
méme signification que A, et p,. On obtient finalement

8=3S(\—p)+IN—w) (i=12 ..., p).

En retournant  la surface R, le segment M'M" ajouté tantot a la
ligne K; devient le cycle o, conjugué de o;. Si, sur la surface R, on a

KiNEa,,c,-f-Zb,,-:,, LlNZa;Jc,—f—zb;jt, (L j=1,2,...,p)
/ ] J J

il vient
h— W =— ay, h—wm=—ay,

et, par conséquent,
u=a+p3—32(ay+a;) (i=1,2,...,p).

Dans sa démonstration, Chisini considére en premier lieu le cas
d’une correspondance biunivoque, pour passer ensuile au cas d’une
correspondance (o, 3).

40. Aspect topologique du théoréme d’Abel. — Le théoréme
d’Abel donne la condition nécessaire et suffisante pour que deux
groupes de n points donnés sur une courbe de genre p, soient équi-
valents : les sommes des valeurs prises par les intégrales de premiére
espéce aux points de chacun des groupes, ne différent que par des
périodes. On peut aussi lui donner la forme suivante : Pour qu’une
série v, d’ordre n appartienne a une série linéaire d’ordre 7, il faut
et il suffit que les sommes des valeurs prises sur les intégrales de
premiére espéce aux points d’un groupe de la série, réstent cons-
tantes lorsque ce groupe décrit la série.

Pour donner une forme topologique au théoréme d’Abel,
Chisini [17] considére en premier lieu une série linéaire g}, sur la
courbe C et prend, pour modéle de la surfacc de Riemann R de C,
une surface formée de n feuillets superposés a un plan complexe ®.
Les points de ce plan représentent les groupes de la série g, et pré-
cisément, un point P de » représente le groupe formé des points P,,
Py, ..., P, distribués sur les n feuillets de R et superposés a P.
Lorsque P décrit dans & un cycle fermé o, ’ensembte des points Py,
Py, ..., Ps revient a sa position de départ, les points Py, Py, ..., P,
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ayant subi une certaine substitution S. Soit @’ le cycle, fermé, décrit
par I'ensemble des points Py, P, ..., P,. Si 4 est la période de S,”
lorsque P décrit 4 fois o, chacun des points Py, Py, ..., P, revient
a sa position initiale et 'on a Ao’ ~ o, donc ¢’ ~ o.

Considérons maintenant une série Y. dont les groupes appar-
tiennent & une série linéaire g7, par exemple a une série g2 de dimen-
sion deux. Ces groupes sont représentés par les points complexes
d’un plan et par conséquent par les points réels d’un espace S, a
quatre dimensions. Soit D la surface de S, représentant les groupes
de g, ayant un point double. On peut démontrer qu’un chemin,
fermé L, tracé dans S,, peut se ramener, par une déformation con-
linue, sans traverser la surface D, 4 un chemin correspondant & une
série linéaire g}. Remplacons la ligne L par une ligne polygonale A,,
A,y ..., An, A, suffisamment voisine. Dans I'espace a trois dimen-
sions déterminé par les quatre points Ay, A, Aj;, A,, on peut
déformer cette ligne, sans traverser D, de maniére a la remplacer
par une ligue plane d’extrémités A,, A,. Cet espace rencontre en
effet D suivant une courbe d et il suffit, dans la déformation, de res-
pecter les enroulements éventuels de la ligne polygonale autour de d.
Cela étant, dans l’espace a trois dimensions déterminé par le plan de
la ligne obtenue et par A, on peut déformer la ligne Ay, A,, A; de
maniére a la ramener a une ligne plane, et ainsi de suite. On aura
finalemenl remplacé la ligne L, par déformation continue, sans tra-
verser D, par une ligne fermée tracée dans un plan «. Si ce plan ne
représente pas les groupes d’une série linéaire g, il existe des plans
ayant cette propriété, rencontrant « suivant des droites. Dans I’espace
a trois dimensions déterminé par « ct par un de ces plans @, on peut
déformer la ligne d’'une maniére continue, en respectant ses enroule-
ments autour de la courbe section de D par cet espace, de maniére a
obtenir une ligne située dans le plan w considéré. En d’autres termes,
au point de vue topologique, la série y, ne différe pas d'une série
linéaire g,,. Lorsqu’un groupe d’une série y, varie et revient a sa
position initiale, la somme des cycles décrits par ses points est homo-
logue a zéro. C’est la traduction topologique de la condition néces-
saire du théoréme d’Abel.

Inversement, soit sur la surface de Riemann R une série y, d’ordre
et d’indice v, telle que lorsqu’un groupe de y, varie et revient a sa
‘position initiale, ses points décrivent des cycles dont la somme est

MEMORIAL DES SC. MATH. — N° |11, 4
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homologue a 2éro. Considérons la correspondance symétrique T,
obtenue en faisant correspondre a un point les v(z — 1) points des
groupes de y, contenant ce point et distincts de ce point. Si un point
décrit un cycle ¢,, ses v(n —1) points homologues décrivent des
cycles dont la somme est égale & — vs,. Le principe de correspon-
dance donne donc 2v(n-+p +1) points unis pour T, c’est-a-dire
autant de points doubles de v,. Le défaut d’équivalence de Castelnuovo
de cette série est donc nul et la série appartient & une série linéaire.
Ceci démontre complétement le théoréme topologique d’Abel.
Chisini a d’ailleurs donné une autre démonstration de cette seconde
partie, sans utiliser le principe de correspondance, mais en se fondant
encore sur le résultat de Castelnuovo. Remarquons d’ailleurs que
celui-ci peut étre établi en utilisant le principe de correspondance.

41. Correspondance entre deux surfaces de Riemann. — Soient
deux surfaces de Riemann R de genre p et S de genre g, entre les-
quelles existe une correspondance T d’indices «, 3. Pour étudier
cette correspondance, Lefschetz [42] considére la variété rieman-
nienne A quatre dimensions représentant les couples de points de R,
S ou, suivant la terminologie usitée en topologie, le produit R < S
des surfaces R, S. A la correspondance T est homologue, sur la
variété R >< S, un cycle a deux dimensions T.

Désignons par a4, o3, ..., o3 un systéme fondamental de cycles
de Reet party, 72, ..., Tog un systéme analogue de S. Si a désigne
un pointde R etb un pointde S, les cycles a >< t1, @ ><7a,...,a < 7aq,
g1} b, 7.< b, ..., 52p>< b constituent un systéme fondamental de
cycles lindaires de R >< S. D’autre part, un systéme fondamental de
cycles a deux dimensions est constitué sur R >< S par les cycles a < S,
R < b, g, >< 7,. On aura donc

(1) '~veax S+ . Rxb+Zg0ixt;  (I=1,2,..,p;J=1,2,...,9),

les ¢ étant des entiers.
En représentant par (M.N) l'indice de Kronecker de deux cycles
orientés M, N, on a

(T.Rxb)=a, (T.ax8)=8, (axS.ax8)=(Rxb.Rxb)=o,
(ax< 8.Rxb)=1, (ax 8.0, x1))=(Rxb.o,x1;)=0.

Par conséquent, on a e = a, ¢'=f3.
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Représentons par Tm le transformé sur S d’un cycle mdeR. On a
(T.o; < 1)) =—(To..1,),

le premier indice étant calculé sur R < S, le second sur S.
La correspondance définit sur S les homologies

T01=20U11.
J

De I'homologie (1) on déduit, en tenant compte des relations pré-
cédentes et de la formule,

(or< tj.on < k) =— (04.08) (T7-Tk),
les équations

Eszj(cz.c;,)(t,.-c,.) =20hm(‘tm.1k).

y

Représentons par ¢ la matrice ||¢;, ||, par ¢, la matrice || cam || et
par A, B les matrices ’

(I Coron)lly {1 Cepemie) I

Les matrices A, B sont alternées et leurs déterminants sont égaux
a == 1. On peut donc écrire
A’eB =¢B,

d’ou, puisque la transposée A’ de A est égale 8 — A,
e=—A—te.

L’homologie (1) est ainsi complétement déterminée.

42. Couples communs 4 deux correspondances. — Considérons,
entre les surfaces de Riemann R, S, une seconde correspondance T*
d’indices a*, 3*, représentée sur la variété R ><S par

I*~at.a xS+ f*.R x b+ Zgjjo, < 1.

Le nombre de couples communs aux deux correspondances T, T*
est évidemment égal & (I'.I'"), c’est-a-dire a

af* 4+ o* B+ ey, €55 (01X Ty.00 X Th),
ou encore a
af*+ o* B —Zey €5, (01.08 )T . Tk ),
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la sommation s’étendant sur les quatre indices Z, k=1, 2, ..., 2p,
Jrk=1,2,..., 2q.

Le dernier terme de la somme précédente est égal a la trace de la
matrice ¢’ A¢*B. Supposons (ue nous ayons, pour T*,

T* oy, =2c,’:k':1,.
k

Lederniertermeconsidéréestégal alatrace de lamatrice ¢'(A’y~'c'B/,
ou encore a la trace de la matrice B(c*)’A~*¢, ou enfin a celle de la
matrice B¢’A~'¢*. Finalement, le nombre des couples communs aux
deux correspondances est égal a

ap*+ "3 — trace B¢’ A—1c".
En particulier, le degré de la correspondance T a pour valeur

2af3 — trace B¢'A—tec.

43. Correspondances entre les points d’une surface de Riemann. —
Les résultats précédents sont applicables au cas ou la surface S
coincide avec la surface R. Il existe alors, sur la variété rieman-
nienne R >< R, un cycle a deux dimensions Ty qui correspond aux
couples de points de R formés de deux points superposés; ce cycle T
représente la correspondance identique T,. Les couples communs
aTetaT,sont les points unis de T; leur nombre est fourni par la
formule précédente, ou T* coincide avec T,.

Pour la correspondance Ty, on a " =f* =1, c" =1 et e'=— A1,
Par conséquent, le nombre des points unis de T est égal a

a+ 3 — trace Ac'A—1,
Mais on a
trace Ac¢'A—t = trace ¢’ = trace c,

donc le nombre des points unis de T est finalement

a—+B—(cri+caat+.. .+ Copop)

44. Existence des correspondances. — L’existence d’une corres-
pondance algébrique T entre les surfaces de Riemann R et S revient
‘a celle d’une courbe algébrique ayant pour surface de Riemann le
cycle I' défini par 'homologie (1) du n° 42, donnée a prior:.
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Lefschetz (1) a démontré que les conditions nécessaires et suffisantes
pour que le cycle T' corresponde a une courbe algébrique, effective
ou virtuelle (¢'est-a-dire différence de deux courbes effectives), sont
que les périodes dés intdgrales doubles de premiére espéce de la
variété R >< S, relatives a ce cycle, soient nulles.

Soient uy, u,, ..., u, un systéme de p intégrales indépendantes
de premiére espéce de la surface R et ¢y, va, ..., ¢, un systéeme de
q intégrales indépendantes de premiére espéce de S. Les intégrales .
doubles de premiére espéce de la variété R><S sont les inté-

grales ﬂ du, dv;.

Désignons par p; la période de u, le long du cycle o et par v
celle de ¢, le long de ;. Représentons par p, v les matrices || pix ||,
llvie]]- .

Les inlégrales u, sont constantes le long des courbes @ ><§S et les
intégrales ¢, sont conslantes le long des courbes R > b. Par consé-
quent, pour exprimer que les intégrales doubles de premiere espéce
ont des périodes nulles le long du cycle T, il suffit d’écrire les égalités

2511;(11} Vkk = 0,
Jh
¢ est-a-dire
ey = o.

Nous avons donc, entre les matrices de Riemann . de Retv de S,
ce que Scorza [69] a appelé une relation simultanée. S’il existe
) relations simultanées indépendantes entre les matrices ., v, Scorza
appelle A le caractére simultané des deux malrices.

Lorsque A = o, les seules correspondances exislant entre R et S
sont les correspondances a valence nulle (2), pour lesquelles on
a e=o. L’existence d’autres correspondances entre Ret S exige A > o.

Supposons A > 0. On peut alors trouver une matrice ¢, non nulle,
telle que le cycle'T corresponde a une courbe algébrique effective ou
virtuelle. Dans ce dernier cas, on peut toujours trouver deux entiers
as, Py tels que le cycle T 4 a4 . R < &+ 3,.a@ >< S corresponde & une

(%) L'anlysis situs et la Géométrie algébrique. Paris, 1929 (voir p. 72).
(2) Les groupes de points de S correspondant aux points de R, appartiennent a
une série linéaire d'ordre B, et inversement.
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courbe effective. Lorsque A > o, il existe donc des correspondances
a valence différente de zéro entre les surfaces de Riemann R, S,
c’est-a-dire entre les courbes qu’elles représentent. Le nombre des
correspondances indépendantes (au sens de Hutwitz et de Severi)
entre les deux courbes est égal a A.

Ce qui précéde s’étend aux correspondances entre les points d’une
surface de Riemann R. Le nombre de correspondances indépendantes
est égal au nombre de matrices ¢ linéairement indépendantes don-
nant pep’ = o.
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