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Sur un faisceau de sextiques de Halphen.

Lucien Godeaux (Liege)
Suiito. - Hettificazione di una nota anteiiore. Vedere la introduzione.

Le faisceau de Halphen de courbes du sixiéme ordre ayant un
point double O et quatre tacnodes A, B, C, D dont les tangentes tac-
nodales passent par O existe-t-il? Nous avions cru pouvoir répon-
dre par la négative a cette question (1), mais M. Patrick Du Val,
a la lecture de notre note, nous a communiqué une construction
élégante d’un tel faisceau. Nous la résumons rapidement ci-apres.

Soient K une cubique plane sans point double et O un de ses
points sextatiques. Le tangentiel de O est un point d’inflexion 1.
Les points de contact A, B, C, D des tangentes a K menées par
O sont situés par couples sur deux droites passant par |. Suppo-
sons pour fixer les idées que les droites AB et CD passent par I.
La courbe K et les coniques passant par A, B, C, D sont trans-
formées en elles-mémes par I’homologie harmonique de centre 1
et dont I’axe est la polaire harmonique de 1. Il en résulte qu’il
existe une conique 2 passant par A, B, C, D, touchant K en A, B
et une conique 2' passant par les mémes points touchant K en
C, D. Cela étant, les sextiques

21+ OC + 0D, 2T+ OA + OB

déterminent un faisceau de Halphen dont les courbes ont un
point double en O et des tacnodes en A, B, C, D dont les tangen-
tes passent par O.

Il nous a paru nécessaire de reprendre notre raisonnement et
d’obtenir le faisceau de Halphen en question, dont nous donnons
d’ailleurs I’équation. Nous montrons ensuite que si I’on donne
une cubique irréductible K passant par O et touchant en B, C, D
les droites OB, OC, OD, il existe trois points A tels que les points
O, A, B, C, D forment la base d’un faisceau de Halphen de I’es-
péce indiquée.

11) Impossibilité d'un certain faisceau de Halphen (Questo Bollettino,
1968, pp. 732-735).
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L’existence du faisceau de Halphen considéré présente un
certain intérét car M. Campedelli a démontré qu’une courbe de
ce faisceau jointe aux droites OA, OB, 00, OD forme la courbe
de diramation d’un plan double d’irrégularité un privé de courbe
canonique et ayant une courbe bicanonique d’ordre zero ().

1. Dans notre note, nous avons pris comme figure de référence
le triangle BCD et le point O comme point unitaire. En faisant
correspondre les cubiques

Xo™MXa + Xvagix2 — x3) + X2x2(x3 — Xi) + A3x§(Xi — x2) =0

aux plans .
X,Z0 ~* AiZi -j- X2X2 f~ X3X3 — 0,

nous obtenons la surface cubique F d’équation

X0(Xi -f- X2 f- X3) f- ZiZz2Z23 — 0.
Soit
Uixlixz — x3) + a2x2(x3 — x2) + a3xl(xi —x2) = 0

une cubique K irréductible passant par le point 0. Le point de-
contact A de la quatriéme tangente a K menée par O a pour coor-
données alaa, aicii, «ia2. Il lui correspond sur F un point Ai de
coordonnées — dia2a3, a?a3(«2 — ajl), a3(*i(a3 — ai), << B — «3)-

A la section de F par une quadrique correspond une sextique
ayant un point double en O et des tacnodes en B, C, D. Pour que
cette courbe ait également un tacnode en A, nous avons montré
que la droite commune au plan

(1iXi -j- a2X2 “- aaXs ~~ 0
qui correspond a la coui'be K et au plan tangent
2(a2 — «3)(a3 — ai)(»i — a2) X0 — a\(ai — a2 — a3)Xi
—al(a? —ct3 — (ti)X2 —d3(@3 cii n2)X3—0
a F en ii (J) rencontre une des droites
X, = Xi =0. X, = X2 =0, X0=X3=0.
() Campedelti, Sopra alcuni piani doppi notevoli con curva di dira-
mazione del decimo ordine (Rendiconti della Accademia dei Lincei, 1°
sem. 1932, pp. 536-542).

(3) Dans notre note, I’équation (1) représente en coordonnées tangen-
tielles le point At
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La condition pour que la droite rencontre la premiéere des droites
précédentes est

(«2—a,l(ai —a2—a2) — 0.
Pour (li — Os, la courbe K est réductible et on doit donc avoir
Ol = 02 -f- Os.
2. Quant on a Oi — 02 03, I’équation de la cubique K s’écrit
Xi(x2 — Xi)[a,(Xi — x2) — a3(x8 — *1)] — x2x3[a2{x! — x2) + 03(a;s — X,)J = 0.
La tangente a K en 0 a pour équation
02(a;i — x2) + a3(x3 —aSi) =0

et le tangentiel | de 0 a pour coordonnées o, a3, a2
La tangente h K en 1 a pour équation

O2Ci + X2) — Os(*i + X8 = 0

et la polaire de ce point contient cette tangente et est complétée
par la droite

a3(x8 — Xj) + o2(xi — x2) = 0.
Le point I est donc un point d’inflexion et la droite précé-
dente est sa polaire harmonique.
Observons que les points A, B, | sont en ligne droite.
L’équation de la conique 2 est
2 s (x2—x3)[a2(x! —x2) + a3(xs — x2)] -f (a2x2—a8x3)2 = 0
et celle de la conique 2/,
2' = Xi(x2 + x3) — x2x3 = 0.
L’équation du faisceau de Halphen est donc
(X8 — Xi)(xi — x2)2* - \(x2 — x3)[02(xi — x2) + a2(xa — Xi)]2's = 0
Les conditions a? = a3 + «i et a3 = di + a? donnent deux fais-

ceaux analogues de Halphen ou le point A occupe une autre
position.
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3. Reprenons le cas »i = a2 + a3- Lorsque a2 et a3 varient, la
cubique K décrit un faisceau et chaque fois, on a sur la courbe
un point A variable. Le lieu de ce point est la conique 2"
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