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Construction d’une variété algébrique à p —3 dimensions dépourvue de variété 
canonique mais possédant un système bicanonique de dimension v - 1, 
p = 2v + 1 étant un nombre premier supérieur à trois.

La question de la détermination des surfaces algébriques non ration
nelles dépourvues de courbes canoniques est née le jour où Castelnuovo 
établit les conditions de rationalité d’une surface algébrique (pa = P2 = 0). 
Elle a suscité de nombreux travaux sans qu’elle soit cependant complè
tement résolue [1]. Dans des publications récentes, nous avons étudié 
cette question lorsque la surface est remplacée par une variété algébrique 
ayant un nombre quelconque de dimensions. Nous avons construit des 
variétés algébriques complètement régulières dépourvues de variété cano
nique mais possédant soit une variété bicanonique d’ordre zéro, soit un 
système bicanonique infini [2] —[5]. Dans cette note, nous nous proposons 
de revenir sur ce dernier point en en présentant une démonstration plus 
naturelle basée sur un théorème récemment obtenu [6]. Précisément,
nous établirons le théorème suivant :

Si p = 2v + 1 est un nombre premier supérieur à trois, il existe une 
variété algébrique àp — 3 dimensions privée de variété canonique mais 
possédant un système bicanonique de dimension v — 1.

Nous déterminons également le système tricanonique et donnons 
quelques propriétés de la variété obtenue.

Pour p = 5, on retrouve un théorème que nous avons établi anté
rieurement par la construction d’une surface du septième ordre de genres 
pa=pg = o, P2 = 2 [7], [8], mais les procédés de démonstration sont 
différents.
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1. Soient, p — 2v + 1 un nombre premier supérieur à trois et E un« 
homographie cyclique de période p d’un espace 8P 2 à p — 2 dimensions
n ayant comme points unis que les sommets de la pyramide de référence 
Les équations de H peuvent s’écrire reierence

?x[ = z'x,, (* = 0, 1, ...,p -2)

où e est une racine primitive d’ordre p de l’unité.
en elle mlmfîSt TT*! 8p~2 Une hypersurfaee F d’ordre P transformée 

Pî ^.et ne passant pas par les sommets de la figure de 
référence. Son équation peut s’écrire

d0xS +a1xvl + ... + ap_2 xrp_2 -f 9 (x0, xlf ..., ®,_2) = 0 
où 9 est un polynôme d’ordre p tel que

? (xO, x\, ..., x'p_2) — 9 (x0, Xy, . . ., Xp_2)

dont l’expression ne nous sera pas utile.
Sur l’hypersurface F, l’homographie E engendre une involution I 

cyclique d ordre p ne présentant aucun point uni. Nous désignerons pai 
12 la variété a p — 3 dimensions image de cette involution.

Les variétés canoniques de F sont découpées par les hypersurfaces 
d ordre p — (p 1) = 1, c’est-à-dire par les hyperplans.

Le système canonique de F coïncide avec le système \F\ de ses sec
tions hyperplanes.

Le système \F \ contient p — 2 variétés appartenant à l’involution 
i ; elles sont découpées par les hyperplans x0 = 0, x, = 0, ..., x „ = 0 
Nous les désignerons respectivement par F0, Flt .. F

2. L adjoint\F | a |Fj, c’est-à-dire le système bicanonique de F, esi 
découpe par les hyperquadriques deSp_2. Le système bicanonique 12F 
contient p systèmes linéaires partiels appartenant à l’involution I. L’ui 
de ces systèmes est par exemple

*0 xl + x2 xp_2+ ... + xt Xv-1 xv x,+1 = 0

On remarquera que xx ne figure pas dans cette équation.
_ Nous désignerons par |F;|, \F'2\, ...,\F'p^\, |N'| les systèmes li 

néaires partiels compris dans \2F\ découpés par les hyperquadrique 
dont 1 équation se reproduit multipliée respectivement par 1. e. ... e*-2 
lorsque l’on effectue E. Remarquons que le système \F'it\ contient h 
variété 2Nv+j et que le système \F2i+11 contient la variété 2F,.

Le système que nous désignerons par |Fp_y | est découpé par le 
hyperquadriques

(1) X0 x0 xp_2 + Xi xy xp_a + ... + \xt xp_2_, -f ... -f Xv_j xv-1 X„ = i
Observons que p — 1 de ces systèmes contiennent une variét 

comprenant comme partie une section hyperplane F0, F y, .. -,FP_2 mai
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[ue le dernier de ces systèmes ne contient pas cette variété. Par exemple, 
e système \F'0\ ne contient pas une variété comprenant F0.

1
3. Nous désignerons par <P0, dq, ..., <p„_2 les variétés à p - 4 di- 

lensions qui correspondent sur O aux variétés F0, Fx, ...,FV_2.

Envisageons la variété F0. Sur celle-ci le système canonique est 
écoupé par les hyperquadriques de l’espace x0 — 0. Il contient p sys- 

èmes linéaires partiels appartenant à l’involution I,

I(F0, 1*5)1, 1(1*0, *1)1, *V*)I-Le premier de ces systèmes a la dimension v — 1, les autres ont la 
limension v — 2, car ils contiennent une variété comprenant F0 comme 
>artie. Nous avons démontré [5] que p — 4 étant impair, le système 
ianonique de d>0 a pour homologue sur F0 celui des systèmes canoniques 
composés avec I qui a la plus grande dimension. Le système adjoint à 
O0 est donc le système | d>ô| qui correspond sur Q au système \F'0\. 
Mais ce système ne peut contenir d>0 comme composante d’une de ses 
variétés, donc

La variété Q est dépourvue de variété canonique.
Si nous désignons par |d>||, I d>2|, - - -, ! ^p-2 I les systèmes qui 

correspondent sur Q aux systèmes |l*j|, \F'.\, ..., |-F'_2|, on démontre 
de même qu’ils sont les adjoints respectivement aux variétés dq, d>2, • • • ,

■ 5 •

Par contre, au système \F'T_11 correspond sur Üun système que 
nous désignerons par \K2\ qui n’est l’adjoint d aucune variété de Q.

4. Nous avons d’après ce qui précède

K = |d>i+ d>,_2|, | Oi| = |2O0|,

donc

Kl = |2d>0 + o„_2|, | K - d>0| = | d>0 + dq_2| = \k2\.

La variété Q possède donc un système bicanonique \K2 | de dimension 
v—1.

Le bigenre de la variété Q est P2 = v.
Chacune des variétés O0, dq, ..., d>,_2 est de genre géométrique

P„ = v.
Le système |Pi_i| qui correspond sur V au système \K2\ de Q 

est découpé sur cette hypersurface par les hyperquadriques (1). Le sys
tème de ces hyperquadriques a pour base un ensemble d’espaces linéaires 
à v — 1 dimensions que l’on obtient de la manière suivante :

Les équations x0 = aq = ... — xp_x = 0 représentent dans 8P_2 
un espace ax à v — 1 dimensions et les équations xr_2 = xp_3 = ... = 
= aq = 0 représentent un espace <r2 à v — 1 dimensions. Les hyperqua
driques (1) passent par ces deux espaces.
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Si l’on considère li points de <r et v - h points de choisis de telle 
sorte que l’équation (1) soit vérifiée, ils déterminent un espace à v — 1 
dimensions qui fait partie de la base de (1). Il y a 2V — 2 de ces 
espaces.

Un espace à v — 1 dimensions coupe la variété F suivant une va
riété a v — 2 dimensions à laquelle correspond sur D. une variété à v — 2 
dimensions. Si nous désignons par to2 les variétés qui correspondent 
aux sections de F par <q, er2, on voit que :

La base . du système bicanonique de ü est formé de 2V variétés à 
v p dimensions : les variétés oq et <o2, et 2V — 2 variétés s'apvuyan t 
sur les deux premières.

\ K!21 les systèmes ad-5. Désignons par | ®£'|, | ..., | <p;'_2 |,
joints aux systèmes | ®£|, | ®J|, ..., | a>;_t |, |JTa|. Il leur'correspond 
sur F des systèmes |F'0 |, \F”\, ..., \F'P'_3\, \F”_1\ qui appartiennent au 
système adjoint a \F'\, c’est-à-dire au système tricanonique de F.

Sur une variété F'0, les systèmes précédents découpent p systèmes 
linéaires appartenant a un système canonique de cette variété F'0 et d’autre 
part à l’involution I. Un de ces systèmes, qui correspond au système 
canonique |(<1>0, (t\7) de la variété <î>ô homologue de F'Q a une certaine 
dimension r et les autres ont la dimension r — 1 [6]. Le même raisonne
ment peut être repris pour les variétés F[, F*, F'p_1 et l’on voit
que les systèmes \F['\, \F'f |, . . \F’P'_11 ont la même dimension r. D’après
la théorie des homographies, on a

pr -F p = — v (v + 1) (2v + 1)

d’où r = — v ( v 
3

1) - 1*.

Ainsi, les systèmes | O''|, | ©î'|, ■ •| \K%\ ont la même
dimension r. Or, \K'2\ est le système tricanonique \K3\ de £1, donc 

Le tri genre de la variété Q est P, = 2v (v -f- 1) : 3.
On a

I -^31 — |A2| — | <1>Ô + _21 = | 01+a+2 Op_2|

donc au système tricanonique |7T31 de Q correspond sur F le système 
1^-31 découpé par les hypersurfaces cubiques dont l’équation se reproduit 
multipliée par sp-a iorsque pon effectue II.

6. Pour déterminer la base du système tricanonique \KZ\, représen
tons par

/i 0, /2 = 0, . . ., /p_2 = 0, f0 — 0

Si p est premier, v (v + 1) est multiple de 3. En effet, s’il en était autrement, v serait 
•de la forme 3t + 1 et p serait divisible par 3.
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les équations des systèmes d’hyperquadriques découpant sur V respecti
vement les systèmes |F(|, l-Fi-*|, |FJ|. L’équation

(2) + ®,_ ih + • • ■ + *ofp-2 + *,-2/0 = 0

contient le système de toutes les h y per surf aces cubiques dont l’équation 
se reproduit multipliée par zv~3 lorsque l’on effectue H. L’équation (2) 
contient (p — l)v termes alors que |F'p'_3 | est découpé par des hypersur- 
faces cubiques contenant 2 v (v -f- 1) : 3 termes. Il y a donc dans l’équation 
(2) des termes qui figurent deux fois.

Observons que /„ ne contient pas de terme en x0, mais que tous 
les autres termes de l’équation (2) contiennent x0. Si nous posons x3 = 
= xp_2 = 0, l’équation (2) ne sera pas satisfaite si p est supérieur à cinq. 
On peut en conclure que si p est supérieur à cinq, le système tricanonique 
\K3\ est dépourvu de points-base.

Dans le cas p = 5, il est facile de voir que l’équation (2) est vérifiée 
par x0 = x3 = 0 et par x1 = x2 = 0. Dans ce cas, le système tricanonique 
de û a deux points-base.

Le système tricanonique de la variété O est dépourvu de points-base, 
sauf si p = 5, auquel cas il a deux points-base.

7. Un raisonnement bien connu montre qu’à une variété F de V 
correspond sur O une variété O qui est également lliomologue des variétés 
F transformées par H de la première. La variété O appartient à un sys
tème linéaire | 0|. Lorsque la variété F tend vers une variété -F,, la 
variété O tend vers la variété O, comptée p fois. On en déduit que 
l’on a

p O0 = p Ox = .. • =p 1>,_2

et la variété Q a par conséquent le diviseur de Severi égal à p.
On démontre que l’on a de même

ipo'i = |po:i = ... == iî><i>;_2i = \pk2\ 
et

\pK\ = ipori = ... = |p<i>;'_21 = \pk3\.

Jî. Considérons dans Sp_2 l’homographie ’biaxiale harmonique 
d’équations

px, = xp_2-i > {i — 0, 1, • ■ -, p 2).

En général, elle ne transforme pas en soi la variété V, mais elle fait 
correspondre à la section hyperplane F, la section hyperplane Fv_2_t. 
Il lui correspond sur Q une correspondance W entre les variétés 
d>0, Ou ..., Op_2. Au système |0('| correspond le système | 0^_2_( |. 
En particulier, le système \K21 est son propre correspondant.
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On trouve de même qu’au système | <1>," | correspond le système 
| Il en résulte que le système tricanonique \Kn | est son propre
correspondant.

Cette correspondance H' pourrait être étendue aux systèmes pluri- 
canoniques de Q.

.Reçu le Zi mars 1970
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