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Etude d’un point de diramation d’une surface multiple d’ordre premier en lequel
le cone tangent est formé de trois plans et d’un cone du second ordre.

Dans nos recherches sur les involutions cycliques n'ayant qu’un nombre fini de
points unis appartenant a une surface algébrique, nous avons démontré qu’en un
point de diramation de la surface représentant cette involution, le cone tangent
est irréductible et rationnel, ou bien ce cone se scinde en deux, trois ou quatre
parties, cones rationnels [1], Dans cette note, nous considérons un cas ou le cone
tangent au point de diramation se scinde en trois plans et un céne quadratique.
A vrai dire, nous avons déja considéré ce cas dans une note antérieure [2], mais
nous avons repris la question en la complétant par quelques propriétés nouvelles.
I."'intérét de cette question est que I'ordre de I'involution étant peu élevé, on peut
déterminer d’une maniere compléte la structure du point de diramation considéré.

1. Soit F une surface algébrique d’'un espace 8, & r dimensions
msformée en soi par une homographie H de période 31 possédant 31
es ponctuels a,, X, ..., a3 dont un seul, a0, rencontre la surface F, en
| nombre fini de points. Sur F, H engendre une involution I, cyclique,
lyant qu’un nombre fini de points unis : les points de rencontre de
et de F. Nous désignerons par C les sections de F par les hyperplans
Usant par av o2,..., <30. Le systeme |O| est privé de points-base et
partient a I'involution I.

Si r0 est la dimension de a0, en rapportant projectivement les courbes
lux hyperplans d’un espace a r0 dimensions, il correspond a F une surface
image de I'involution 1 en ce sens qu’a un point de <b correspond un
mpe de 1. Aux points unis de I correspondent sur ¢> les points de dira-
ition de cette surface. Ces points sont isolés. Nous désignerons par n
rdre de <> et par T les sections hyperplanes de O. Le systeme \C\ a
degré 31n.
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Soient 0 un point uni de I, 0' le point de diramation correspondait
sur <> Le plan tangent @ F en 0 est uni pour H. Si &0, xIt x2 «ont Ig
coordonnées des points de ce plan et xI = x2 — 0 celles du point 0, H détei
mine dans ce plan I’homographie

X0: xi:x2 = x0:zxx : zZwx2,

z étant une racine primitive d’ordre 31 de l'unité. En posant }) = el
I’lhomographie précédente peut aussi étre représentée par

XXX x2 — X0yl k2

Dans le domaine du premier ordre de 0, il y a deux points unis situé
sur des tangentes a et b a F en 0. Nous désignerons par (a, 1) le point u|
situé sur a et infiniment voisin de 0 et par ([3, 1) le point analogue sitl
sur b.

Au point 0 sont attachés les nombres a = 18, p = 19.

2. Les courbes G passant par 0 acquiérent en ce point une certail
multiplicité et ont des tangentes confondues avec a et b, ou en parla
variables si la multiplicité atteint au moins 31. Nous désignerons pi
Gl, G2,. — CI5 les courbes C pour lesquelles le systeme |G'| est dédia
du systéme [<7i—1l en imposant aux courbes C4-1 d’avoir en 0 une tangenl
distincte de a, b.

Les courbes Ci ont en A \ tangentes confondues avec a et pg ai*
b, les nombres “\, gj satisfaisant aux congruences équivalentes

X +18g=0, (a+ 19X =0, (mod. 31) j

Nous désignerons par T* les courbes qui correspondent sur O au
courbes C! et par dr la surface, projection de d, dont les sections hypa
planes sont les courbes T’.

D’aprés leur construction, les multiplicités en 0 des courbes C( vol
en croissant avec i.

3. Considérons les courbes Cl qui correspondent aux valeurs X« = |
[ij = 5. Ces courbes ont donc en 0 un point octuple et 3 tangentes confoj
dues avec a, 5 avec b.

Sur une courbe Gl, le point 0 est I'origine de deux branches linéaire
Nous désignerons par (a,2),. . -,(a,17) les points infiniment voisins succe
sifs de (a, 1) appartenant a toutes les courbes Gl et a la premiére brandi
par (p, 2),.. (P, 18) les points possédant les mémes propriétés et appa
tenant a la seconde branche.

Nous avons démontré que ces points sont unis de seconde espéé
sauf les derniers (a, 17) et (P, 18), qui sont unis de premiére espéfl
c’est-a-dire que dans leurs domaines du premier ordre, tous les poin
sont unis. Nous appellerons A la premiere suite et B la seconde.

Le point (a, i), ou i < 17 étant uni de seconde espéce posséde dai
son domaine du premier ordre deux points unis. L’'un est le point («, i -fl
I’autre sera désigné par (a, i, 1). Si ce point est a son tour uni de seconi
espece, les deux points unis qu’il posséde dans son domaine du premi
ordre seront désignés par (a, i, 2) et par (a, i, 1, 1). Et, ainsi de suite,}
nous utiliserons les mémes notations pour la suite B.
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Tous les points de la suite A ne peuvent étre triples pour les courbes
I, car la somme des multiplicités de ces courbes en 0 et aux points de A
t égale a 31. Suppons que les x premiers points de A soient triples. Deux
S peuvent se presenter suivant que les courbes ne passent pas par le
oint (a, 17) ou passent par ce Ipomt Le point (a, x -f- 1) est multlple
[un certain ordre y < 3. Dans le premier cas, on a 3x -y = 23, d'o
[= 2 et x = 7. Les courbes Gl passent trois fois par (a, 1),..., (a, 7), 2
is par (a, 8) et par suite une fois par les points (a, 8,1), (a, 8, 1,1).
[ans le second cas, on ay = 1 et les courbes passent une fois par les points
, X t82),...,(a, 17). On doit avoir 3a? +y =6, dou y =2, x = 2.
les courbes Gl passent 3 fois par (a,) ,(a, 2), 2 fois par (a, 3), une fois
tr (a, 4),.. .,(a, 17) et par suite une fois par (a, 3, 1). Ce point est néces-
Lirement uni de premiere espece.

L’examen de la suite B conduit également a deux possibilités. Dans
L premiére, les courbes Cl passent 5 fois par (p, 1), (p, 2), (3, 3), ((3, 4), 3
lis par (P, 5), 2 fois par (p, 5, 1), une fois par (p, 5, 1, 1), (p, 5, 1, 1, 1).
lans la seconde, ces courbes passent 5 fois par (p, 1), 3 fois par (p, 2) ,une
lis par (p, 3),. .., (p, 18), 2 fois par (p, 2, 1). Ce dernier point est uni
e premiére espece

Le nombre des points d’intersection des courbes Cl absorbés en 0
bit étre multiple de 31 et d’autre part, la multiplicité du point de dira-
lation 0" pour < est égale a la somme des multiplicités pour les courbes
fl des points unis de premiére espéce qu’elles contiennent. Un calcul
impie montre que ce sont les seconds cas qui peuvent se présenter. Les
nurbes Gl passent donc 8 fois par 0,3 fois par (a, 1) (a, 2), 2 fois par
¥, 3), une fois par (a, 4),...,(a, 17) et une fois par (a, 3, 1), 5 fois par
3, 1), 3 fois par (p, 2), une fois par (p, 3),. . .,(p, 18), 2 fois par (p, 2, 1).
ie point 0" est quintuple pour la surface O.

Sur la surface dq, il correspond aux domaines des points unis de
remiere espece (a, 17), (a, 3, 1), (p, 2, 1), (p, 18) respectivement une droite
n, une droite t,, une conique t2 et une droite a2 Chacune de ces courbes

encontre la précédente et la suivante en un point, mais ne rencontre
as les autres. On a

=rl+Q+ T+ 2+

t les droites cg, <2 ont le degré virtuel —2, -q le degré virtuel —3 et &2
3 degré virtuel —4.

Le cbne tangent & dq en O' projette de ce point cq, tl; €2, 2 La
lirface d> est d'ordre n—b5.

4. Les courbes C2 correspondent aux solutions X =8, p = 3 des
ongruences (1). Une analyse analogue a celle qui a été faite pour les
ourbesi G! montre que les courbes G2 passent 11 fois par 0,3 fois par
a, 1), une fois par (a, 2),. . ., (a, 17), 2 fois par (a 1, 1), (a, 1, 2), une fois
ar (a, 1, 3), (a, 1, 3, 1), 3 fois par (p, 1) fois par (p, 2), une fois par
P, 3),. .-, (P, 18), une fois par (p, 2,

L; a surface d>2 est d’'ordren — 6 et est la projection de dq a partir du
oint OJ, intersection de Tj et t2 Sur @2, on a une droite av une droite
g représentant le domaine du point uni de premiére espéce (a, 1, 3, 1),
me droite ¢2 et une droite <2 Le point (q est simple pour la surface dq
t p e;st une droite exceptionnelle, de degré virtuel —1.

[- c. 16313
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5. Les courbes C3 correspondent aux valeurs X =1, p = 12. Elles
passent 13 fois par le point 0, une fois par les points (a, 1),.. (a, 17)3
Elles passent 2 fois par (p, 1), une fois par (3, 2),.. (p, 18) et une fois
par (p, 1, 1), (p, 12),..., (P, 1, 10).

La surface <3 est d'ordre n — 7 et est la projection de ®2 & partir
du point 02 commun aux droites pi et x2. Ce point est simple pour Oa

Sur la surface @3 on a deux droites c,, <2 et une droite p2 qui repré
sente le domaine du point uni de premiére espéce (P, 1,10). Cette derniéri
droite est exceptionnelle et de degré virtuel —1.

On voit que la structure du point de diramation 0' se compose de:
courbes alt rIf €2, ¢2, mais il est intéressant de voir le comportement de
courbes C4, C5,..., C15 au point 0 et ses répercussions sur la surface <
et ses projections.

6. Les courbes C4 correspondent aux valeurs X = 13, p = 1. Ce
courbes passent 14 fois par le point 0 et une fois par les points (p, 1),. .
v1e, (P, 18).

(Pour)connaTtre le comportement des courbes C4 le long de la suite A
considérons les courbes C5 qui correspondent aux valeurs X = 6, p = 10
On voit aisément que ces courbes passent 6 fois par (a, 1), (a, 2) et 3 foi:
par (a, 3), (a, 3, 1). En revenant aux courbes C4, on voit que celles-c
passent 8 fois par (a, 1), 6 fois par (a, 2), 3 fois par (a, 3), (a, 3, 1) 2 foil
par (a, 1, 1), (a, 1, 2), une fois par (a, 1, 3) et (a, 3, 1).

Sur la surface <lg, on a une droite a2, une droite exceptionnelle pj
et une cubique gauche tj. Cette surface est d'ordre n — 11 et est la pro
jection de d3 a partir d’un point 03 commun & p2eta  Ce point est quai
druple pour 03 et la projection de pt et al est le cdne tangent en ce point

Les courbes Cs passent 10 fois par (p, 1), 5 fois par (p, 2), (p, 2, 1)
Sur la surface d5 on a une cubique gauche t, et une quintique gauch<
rationnelle «2. Elle est la projection de (b4 a partir d’'un point 04 commui
a px et a «2 Ce point est quintuple pour cette surface, le cone tangen
étant la projection de «2 La surface d% est d’ordre n — 16.

7. Sur la surface &4, la droite et la conique t2 ont en commun
un point 0j ,donc sur la surface 05 les courbes Tj et ©2 ont en commun
un point 03 et la surface d6 sera la projection de 43 a partir de ce point
et sera d’'ordre n — 17.

Effectivement, les courbes C6 correspondant a X = 11, p = 81
passent 19 fois par 0, 6 fois par («, 1), 4 fois par (a, 2), 2 fois par (a, 3%1
(a, 3, 1), 2 fois par (a, 1, 1), (a, 1, 2), une fois par (a, 1, 3)), (a, 1,3 1)1
8 fois par (p, 1), 4 fois par (p, 2) et (p, 2, 1).

Sur la surface ®6 sont tracées une conique t!7 une droite exception-
nelle pj et une quartique gauche rationnelle t2. Cette surface est bien
d'ordre n — 17.

Les courbes C7 sont données par X = 4, p = 17. Elles passent 21 fois
par 0,4 fois par (a, 1), (a, 2), 2 fois par (a, 3), (a, 3, 1), 7 fois par (p, 1), 3
fois par (p, 2), (p, 2, 1) et une fois par (p, 1, 1),.. ., (p, 1, 10).

Sur la surface <h7 on a une conique Tj, une cubique gauche t2 et
une droite exceptionnelle p2. Elle est d’ordre n—18 et projection de O,
a partir d’'un point 0¢ simple pour la surface, qui correspond au point 0
commun a px et & v sur la surface 02
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H. Les courbes G8 correspondent a la solution X = 16, u. = 6. Elles
assent 22 fois par 0, 6 fois par (a, 1,) 2 fois par (a, 2), une fois par (a, 3),
t, 3, 1), 1 fois par (a, 1, 1), (a, 1, 2), 2 fois par (a, 1, 3), (a, 1, 3); 1), 6 fois
ar (p, 1), 3 fois par (P, 2), (p, 2, 1).

Sur la surface <8, on a une droite tl? une conique exceptionnelle
let une cubique gauche «2. Cette surface est d’'ordre m— 20 et est la
h-ojectionde <> a partir d’'un point commun a la conique z! et a la droite p2.
1 Les (ouibes C, associées aux valeurs X = 9, g = 15, passent 24
bis par 0,4 fois par (a, 1), 2 fois par (a, 2), une fois par (a, 3), (a, 3, 1),
fois par (a, 1, 1), (a, 1, 2), une fois par (a, 1, 3), (a, 1, 3, 1).

Sur la surface @9, on a une droite x1? une conique x2 et deux droites
Kceptionnelles Pl et p2. Cette surface est d’ordre n—21 et est la projection
je Og a partir du point simple 03 commun a Pl et a €2

9. Considérons les courbes GI0 qui correspondent a X = 21, y. = 4.
dies passent 25 fois par 0,3 fois par ?a, 1), 2 fois par (a, 2), une fois par
2 3), (a, 3,1), une fois par (a, 1, 1),..., (a, 1, 18), 4 fois par (fl, 1), 2
bis par (p, 2), (p, 2 ,1). ) ‘

Sui la surface @10, d'ordre Nn—22, on a une droite X2, une conique
2 et une droite Pareprésentant le domaine du point (a, 1, 18). Cette surface
F' la projection de a partir d'un point simple 09 et la droite p, est
Kceptionnelle. ]

I Les courbes Cll données par X = 2, g = 24, passent 26 fois par 0,2
lis par (a, 1), (a, 2), une fois par (a, 3), (a, 3, 1), 4 fois par (p, 1), une
P Par (P> 2), (P, 2, 1), et 2 fois par (p, 1, 1),..., (p, 1, 30).

hur d>u, d ordre n—24, on a une droite x1? une droite t2 et une conique
Kceptionnelle P2 Elle est la projection de 010 a partir d’'un point CL
Dmmun a Pa et t2, double pour la surface.

y*; Les courbes CI12 données par X = 14, y. = 13, passent 27 fois
rl' >»4iP1S pal L (@ 2), 2 fois par (a, 3), (a, 3, 1), 3 fois
F Ulle fois Par (P? 2), (P, 2, 1), une fois par (p, 1, 1),.. (p 1 10)

Les courbes C13 donnees par X = 26, y. = 2, passent 28 fois par 0,3
«spar (a, 1) (a 1, 1), (a, 1, 2), 2 fois par (a, 1, 3), une fois par (a, 1, 3, 1)
tI)ugelfois par (a, 1, 4),. — (a, 1, 18), 2 fois par (p, 1), une fois par (p, 2),
| Les courbes Cl4 données par X = 7, g = 22 passent 29 fois par 0,2
F 1*" h Va UUe f°iS par (a' 173) (a’3>M)> 2 fois
rr vP? \P? ¢« o? (p? 1? 10).

Emfin les courbes <715 donnés par X =19, K = 11, passent 30 fois par
et une fois par (« 1, (a I, 1),...,(«, 1, i8), (p, 1), (p, 1,1),..., (p, 1, JO)

il est facile de déterminer les propriétés des surfaces <pl2, (p,..
u et d»15 gm sont respectivement d’ordres n—26, n—27, n—29, n—30.,

Le® ?ourbes C16 ont en 0 un point multiple d’ordre 31 atan%en—
s variables.
. }} ®elx)urnons n la surface dg. Sur cette surface, les courbes T
nt découpées par les hyperplans passant par ()(, les courbes C3 par les
yerplains touchant la conique « en Oj, les courbes T4 par les hyperplans
écédemts contenant, la droite Tj, c'est-a-dire par les hyperplans'touchant
surfarce dq en 0j, les courbes T5 par les hyperplans contenant x, et x,

s couirbes rencontrent xx en 3 points variables et X2 en cing points
ifiableis. r
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On sait que le lieu des plans osculateurs en Ci aux courbes tracées
sur dq et passant par ce point est un espace a 4 ou a 5 dimensions. Les
hyperplans contenant cet espace E coupent <i\ en des courbes ayant
un point triple en (>. Actuellement ces courbes contiennent x! et «2, donc
il reste des courbes passant une fois par 01, c’est-a-dire les courbes T6.
Observons que les hyperplans découpant les courbes T5 passent par un
espace a 3 dimensions. Comme dqg appartient a un espace a r0 — | dimen-
sions, la dimension de |T5! est r0 — 5. Celle de |T6! est donc r0 — 6 et |l
en résulte que l'espace E est a 4 dimensions.

Et ainsi de suite. . . .

12. Sur la surface dg, la droite al et la conique « ont un point
commun que nous désignerons par 0. Les hyperplans passant par ce
point coupent dq suivant des courbes F* rencontrant en un point | «
et €2 mais ne rencontrant plus <2 H en résulte gu’il correspond a ces
courbes sur F des courbes C* passant une fois par les points (a, 17),
(@ 3, 1), (p, 2, 1). Il en résulte encore que les courbes C* ont en 0 la multi-
plicité 5, 3 tangentes étant confondues avec a et 2 avec h. Le systeme
\C*| a la méme dimension que \C2\ mais les quantités X =3, g =2 ne
forment pas_une_solution des congruences (1).

On arriverait a des conclusions analogues pour le systeme découpe
sur dq par les hyperplans passant par le point commun a Tj et av

Liege, le 26 janvier 1972

Quai Orhan, IL 1000, Liege,
Belgique
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