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On sait 1 importance, dans la théorie des courbes et surfaces algébriques, 
des séries canoniques et pluricanoniques. Nous rappelerons brièvement leurs 

I définitions [1],
Sur une courbe algébrique C, une série linéaire d’ordre n et de dimen

sion r est un ensemble de groupes de n points tel que r points de la courbe 
appartiennent à un seul groupe et que l’on puisse représenter les groupes 
de la série par les points d’un espace linéaire à r dimensions (con- 
dition superflue si r =: 2). Dans une série linéaire de dimension un il 
existe des groupes contenant un point double. L’ensemble de ces points dou
bles est le jacobien de la série. Dans une série linéaire G considérons les 
groupes jacobiens Gj des différentes séries de dimension un tirées de | G 
Ces groupes appartiennent à une série linéaire j Gj\, la jacobienne de 

I 0|. S’il existe une série | AT, telle que les groupes 2G+/< appartiennent là 
I Gj , la série des groupes F est linéaire et est la série canonique de a 
courbe C. Elle est d’ordre 2/7—2 et de dimension p—\ et p est le genre de 

[la courbe C.
On peut toujours trouver une courbe plane transformée birationnelle de 

|C ne possédant que des points doubles. Si l’on prend pour O j la série qui 
comprend les sections de la courbe par les droites du plan, les sections de la 
courbe par ses premières polaires, en dehors des points doubles, appartien
nent à la série jacobienne et les groupes canoniques sont découpés sur la 
courbe, supposée d’ordre m, par les courbes d’ordre m — 3 passant par les 
points doubles, en dehors de ceux-ci.
f Sur une surface algébrique F, un ensemble de courbes C est un système 
linéaire |C| si par un nombre fini r de points de la surface passe une cour
be C et une seule et s’il existe une correspondance biunivoque entre les 
courbes C et les points d’un espace linéaire à r dimensions (condition su
perflue si r>2). Les caractères du système |C sont le degré, nombre 
de points communs à deux courbes C, le genre des courbes C et la dimen
sion r. Dans un réseau de courbes, il existe des courbes ayant un point 
double. Le lieu de ces points doubles est la jacobienne du réseau. Les ja- 
cobiennes Cj des réseaux tirés du système |C| appartiennent à un système 
linéaire \Cj\, le jacobien de |C|. S’il existe des courbes K telles que les 
courbes 3C-f/C appartiennent au système | C,|, le système j AT| est le système 
canonique de F. On désigne par /7<]> le genre des courbes K. Le degré du
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système canonique est /?<■>— 1. Sa dimension augmentée d’une unité est le 
genre géométrique pg de la surface. Le double | 2/C est le système bicano- 
nique de F, sa dimension augmentée d’une unité est le bigenre P2 de F..

On peut toujours trouver une surface F' de l’espace ordinaire biration- 
nellement identique à F, possédant une courbe double D et des points tri- j 
pies à la fois pour la courbe et pour la surface. Prenons pour système j C, ] 
celui qui comprend les sections planes de F'. Les sections de F' par les j 
surfaces polaires appartiennent au système jacobien. Les courbes ; 
canoniques sont découpées par les surfaces adjointes d’ordre m— 4, m étant 
l’ordre de F', passant par la courbe double D. Mais ici se présente une ano
malie qui ne se présentait pas dans le cas des courbes. Si l’on calcule le 
nombre de surfaces adjointes linéairement indépendantes on trouve un 
nombre pa qui peut être inférieur à pg. Ce nombre pa est le genre arithmé
tique de F'. Dans ce qui va suivre, nous n’aurons à nous occuper que des 
surfaces pour lesquelles pa=pg=0.

Le système bicanonique est découpé sur F par les surfaces d’ordre 
2(/ra—4), ne comprenant pas F comme partie, passant deux fois par la cour
be double D.

Ajoutons que le système |Cy—2C| est appelé l’adjoint à |C|. Il décou
pe sur une courbe C la série canonique de cette courbe.

Nous avons défini le système bicanonique comme le double du système 
canonique. 11 existe cependant des surfaces dépourvues de système canonique 
mais dont le système bicanonique existe. Ce sont ces surfaces qui font 
l’objet de cette conférence.*

1. Le problème de déterminer les surfaces non rationnelles privées de 
courbe canonique est né le jour où Castelnuovo a établi les conditions né
cessaires et suffisantes pour qu’une surface algébrique soit rationnelle. 
Clebsch avait établi que la courbe de genre zéro est rationnelle. Castelnuovo 
s’était posé la question de savoir si une surface de genres pa=pg = 0 était 
rationnelle. La réponse est négative. Pour qu’une surface soit rationnelle, il 
faut que le procédé d’adjonction appliqué à un système linéaire ait un terme; 
cela exige que le système bicanonique de la surface n’existe pas. Les conditions 
nécessaires et suffisantes pour qu’une surface soit rationnelle sont donc 
pa=P2=0, la condition P2=0 entraînant pg=0. Mais il fallait en outre 
prouver qu’il existe des surfaces non rationnelles ne possédant pas de courbe 
canonique. C’est ce que firent Castelnuovo et Enriques [5].

Castelnuovo a construit une surface F du septième ordre ayant une 
droite triple r, une conique double k ne rencontrant pas r, et trois points 
doubles tacnodaux A, B, C dont les plans tangents à F, a=0, 0=0, y = 0 
passent par la droite r. Les adjointes d’ordre trois à F doivent passer deux 
lois par r, une fois par k et par A, B, C. De telles surfaces n’existent pas. 
Les biadjointes sont des surfaces d’ordre six passant quatre fois par r, deux 
fois par h et touchant F en A, B, C. Elles se composent du plan de la co
nique k compté deux fois, des plans a-0, 0 = 0, y — 0 et d’un plan variable 
passant par r. Les courbes bicanoniques sont donc des quartiques possédant

* Nous nous bornons ici à donner les définitions sans discuter le cas où par exemple 
un système linéaire de courbes algébriques sur une surface a des points-base. Nous ren
voyons, pour plus de détails, à l'ouvrage de Federigo Enriques, Le superficie 
aigebriche, Bologna, Zanichelli, 1949.
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deux points doubles sur k et par suite elliptiques, La surface F a les gen. 
res pa=pg — 0, P2 = 2 et son genre linéaire pO) est égal à un.

La surface d’Enriques est la surface F du sixième ordre passant dou
blement par les arêtes d’un tétraèdre et triplement par les sommets dont 
1 equation s’écrit

f(X2X3X\, X3X2Xt, X3X,X2, Xlxax3)-j xlx2x3xir/;(xl, X2, X3, X4) = 0,
où f et p sont des formes du second degré de leurs arguments.

Les adjointes doivent être des quadriques passant par les arêtes du 
letraedre et n existent pas. Il existe une seule biadjointe, du quatrième ordre 
passant doublement par les arêtes du tétraèdre; elle est formée des quatre 
faces de celui-ci. La courbe bicanonique est d’ordre zéro et la surface a les 
genres pa=pg = 0, P2= l. Son genre linéaire est p(')= 1.

Enriques a démontré plus tard [6] que toute surface présentant ces ca
ractères pouvait se ramener par une transformation birationnelle à la 
surface F.

On sait que si le système bicanonique est irréductible et non formé de 
courbes elliptiques, on a P2=pa+pO\ donc actuellement Pa=/><o.

Nous rappelerons quelques propriétés de la surface d’Enriques, dont la 
generalisation nous sera utile dans la suite.

Un système linéaire ! C j de courbes C de genre n tracées sur P a le 
degré 2n 2 et la dimension n—1. Son adjoint | C' a les mêmes caractères et 
les systèmes 2C , 2C’ coincident en un système de genre A(n—1)-|-1. Si 
par exemple les courbes C sont les sections planes de F de genre quatre, 
les courbes C sont les sections de F par les surfaces cubiques circonscrites 
au tétraèdre. Le système |2C| = |2C' est découpé par les surfaces du sixi
ème ordre passant doublement par les arêtes du tétraèdre, en dehors de 
celles-ci. Ses courbes ont le genre 13.

Enriques [7] a montré que la surface F était l’image d’une involution du 
second ordre, privée de points unis, appartenant à une surface dont les cour
bes canoniques et pluricanoniques sont d’ordre zéro et caractérisée par les 
conditions pa = P4 = \. Nous avons donné récemment une démonstration fort 
simple de ce théorème [211. Supposons donnés, dans un espace linéaire S7 
à sept dimensions, deux espaces linéaires alt a2 à trois dimensions ne se 
rencontrant pas. Dans a,, nous considérons une “surface P, d’Enriques cir
conscrite au tétraèdre AlA2A3Ai dont les sections planes seront dénotées C,. 
En rapportant projectivement les surfaces cubiques circonscrites au tétraèdre 
A{A2A3A4 aux plans de l’espace o2, nous définissons une transformation bi- 
rationnelle T qui fait correspondre à F, une surface d’Enriques Fa circons
crite à un tétraèdre A[A'2A'3A'V dont les sections planes seront dénotées par 
C2. Les droites joignant les points homologues dans T des surfaces F, F. 
engendrent une variété V3 à trois dimensions d’ordre 12. Soit d’autre part 
çq-O une quadrique de a, passant par les points Au A2, Aa, A4. La trans- 
iormation 7 lui fait correspondre une quadrique 9;2 = 0 de a2 passant par les 
points Av A2, A3, Av Cela étant, l’hyperquadrique 9J,-j-<p2 = 0 de est trans
formée en, elle-même par 7 et son intersection avec V3 comprend une sur
face t0, d ordre 12, sur laquelle 7 engendre une involution privée de points 
unis ayant comme images les surfaces Fu F2. Aux courbes C„ C2 corres- 
pondent sur F0 des sections hyperplanes. Il est alors aisé de prouver, par
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l’emploi de la formule de Zeuthen sur les correspondances entre courbes 
algébriques, que la surface F0 a les caractères pa = Pi — ^-

2. Rappelons maintenant en quoi consiste le diviseur de Severi d’une 
surface algébrique.

Considérons sur une surface algébrique F des systèmes linéaires distincts
|C,|, ; Ca|........\Cr |. Il peut se faire qu’il existe un entier positif À tel que
les systèmes 1 XCx |, | ACa !........ ; iC, \ coïncident en un seul système. Eh bien,
Severi a démontré [23] que le nombre 1 avait un maximum o qui ne dé
pend que de la surface et est donc un caractère de celle-ci. Ce nombre a 
est le diviseur de Severi de la surface.

Si F est une surface d’Enriques, on a g = 2 et c’était d’ailleurs au mo
ment où Severi écrivait son mémoire, le seul cas connu où a était supérieur 
à l’unité. Le fait que o = 2 pour la surface d’Enriques provient de ce que la 
surface est l’image d’une involution privée de points unis appartenant à une 
surface algébrique. Partant de cette remarque, nous avons construit des 
surfaces de diviseur quelconque [24]. Nous nous limiterons ici à des surfaces 
régulières (pa=pg), ce qui suffit pour notre objet.

Considérons une surface F transformée en soi par une transformation 
birationnelle T de période p, privée de points unis. Les groupes de p points 
de F transformés en eux-mêmes par T forment une involution /. Soit F' une 
image de cette involution, c’est-à-dire une surface dont les points correspon
dent aux groupes de l’involution /. On peut construire sur F un système 
linéaire j C transformé en soi par T et contenant p systèmes linéaires par
tiels IQI, | C21,..., | Cp\ appartenant à l’involution /. A ces systèmes cor
respondent sur F' des systèmes linéaires distincts C[ |, j C'21,..., | C'p |. A une 
courbe C0 de |C| qui n’est pas transformée en soi par T correspond sur 
F' une courbe C'0 et à cette courbe correspondent sur F p courbes de |C|: 
la courbe C0 et ses transformées par T et ses puissances. Faisons varier C0 
d’une manière continue dans |C|. Si elle tend vers une courbe C„ ou 
C2, ..., ou Cp, la courbe C' tend vers une courbe pC[, pC'v ..., ou pC'p.
On a donc

| C | = | pCj \ = j pC2 j = • • ■ — i pCp |,
car, d’après un théorème d’Enriques, la courbe C appartient totalement à un 
système linéaire. Le diviseur a de F' est donc supérieur à p et en général 
égal h p.

Il est aisé de construire des surfaces telles que F. Supposons pour plus 
de simplicité que p soit premier et prenons pour T une homographie cycli
que de période p dans un espace linéaire Sp..\ à p— 1 dimensions. Il suffit 
de prendre pour surface F la surface commune à p—3 hypersurfaces d’ordre 
p, linéairement indépendantes, transformées en elles-mêmes par T, qui est 
supposée ne posséder que p points unis, les hypersurfaces choisies ne pas
sant pas par ces points.

Soit K le système canonique de la surface F. On sait qu’il est trans
formé en soi par T. Il contient un certain nombre de systèmes linéaires 
partiels K\ , K21, ■ • •, 1 Kr | appartenant à I’involution /. Le système cano
nique de F', s’il existe, correspond à l’un des systèmes précédents. Nous 
avons démontré qu’il correspondait précisément à celui qui avait la dimen
sions minimum [9]. De plus, entre le genre arithmétique pa de h et celui 
p' de F', nous avons la relation [25]
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A*+l — P{p'a-\-1).
que, Son'd2itVa™i?Urtia0S”ttp=ft+?i' rSg“K" '* PrWe de C0Urbe canMi- 

Dans ces conditions on a v=p—l et les courbes K\, K' K' oui
kK>::: v/ri

•été3' recherche d?s surfaces’de “genres'^=^ = 0, Pa>? par°ce Zpro- 
cede est assez difficile, car il faut trouver des surfaces 'transformées en 

I de™mes Par des transformations de période pa-{-\, ce qui n’est nas f i 
aie Nous indiquerons ici les résultats que nous kvons obtenus P

I , Premier exemple est fourni par la surface du cinquième ordre trans
it lormee en soi par l’homographie de période cinq

X1 ’ X2 • X3 • X\ ~x\' ^X2 : /“X, :
où S est une racine primitive d’ordre cinq de l’unité.
rpfpr?neiîeoï0,m0grafphie l comme Points unis les sommets du tétraèdre de 
reference et la surface F a pour équation

a i xi “P 4~ 4"

+*1xpcajt*+bax*x1xl+ hx\x4x] f biX\x%xl 

-f- c, xax3x4 -f c2x\x jXg-j-C3x |x2X4 F C4xj X, X, = 0.
L ^on.système canonique est celui de ses sections planes et les sections 
par les faces du tetraedre de référence sont les courbes unies /<,, K, K, K 
La surface a les genres pa=pg = 4, pW^e. i> a2, a3, a4.

On obtient les équations de la surface F' en posant
X4 : X2 : X3 : X4 - x\ x3 : x\ x, : x\ x4 : x\x2.

On obtient ainsi l’équation

a, X\X2X\+a2X\X4X\+a3X\X4 X\+a4X\X?X\

+ X4X2X3X4 \bxX2X3X4 4 b2X3XiXl -f b?X4XlX,2-i~ biXiX2X4

+ciXîX4 4 c2X22X3 4- c3X23X2+c4X24X,]=0.

la droite e010At>" °2’ °3’ °4 *eS sommets du tétraèdre de référence et rik

La droite r34 est double pour la surface et en tout point de cette droi-
ta"gentS S01lt confondus avec le plan X, = 0. Toute section 

p ane de la surface a un tacnode en son point de rencontre avec ru. Nous 
dirons que cette droite est tacnodale pour la surface; dans le plan X, = 0 
M^3Cre p°ssede une droite double infiniment voisine de r34. De même les
respectivement X-0 JaCn<?da'es P011/ la sarface> les Pla^ tangents étant 
re.pecuvement X2-U, X3=0, aY4 = 0. La surface a pour droites simples les
deux autres aretes du tétraèdre de référence. p

surfaces adjointes sont des surfaces cubiques passant par les arêtes 
doubles en y touchant les plans tangents. De telles surfaces n’existent pas
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et on a pa=Pg=0. Les biadjointes sont du sixième ordre et se composent 
des six faces du tétraèdre de référence et des quadriques du faisceau

H i X4-\- n2X^Xz = 0.
Les courbes bicanoniques sont des sextiques gauches de genre quatre.

Quant aux triadjointes, elles se composent des faces du tétraèdre com
ptées deux fois et des plans de l’espace. La surface F a les genres pa—Pg-0, 
P. =2 A = 4, o(1) = 2.

2 C’était la première surface de genres pa=Pg=0, Pa=/>(1) = 2 Qui ait été 
construite. Vers la même époque, Campedelli a construit des plans doubles
de genres pa—Pg = ^> ^2=1. 2 ou 3 [4], .

4. Le second exemple nous donnera une surface dont la courbe bica- 
noniqûe est isolée mais d’ordre supérieur à zéro [11].

On sait que la variété de Segre représentant les couples de points 
d’une droite et d’un plan est une variété V à trois dimensions, d’ordre trois, 
dont les équations dans un espace linéaire S6 à cinq dimensions s’écrivent

■*0 A1 a2 

x3 x4 x5 = 0.

Les espaces à trois dimensions
ÂqXq;.,X, -j-Â2X2 = 0, ~f- ^ 1^4 AoJCg 0

coupent V suivant des quadriques et les plans
l^oxo'Fiu 1*3 = 0, ^0Xi+/«,x4 = 0, /.iqX^~PP\Xft — 0

appartiennent à la variété. .
Une hypersurface W du troisième, ordre coupe V suivant une surface 

F d’ordre neuf. Le système canonique | AT | de cette surface est découpé par 
les plans de V; il est donc formé de cubiques planes elliptiques. La surface
F a les genres pa=Pg=2> PW==L

L’homographie T, de période trois,
x'0 : x\ : *!, : x’3 : x\ : x’5 = x0 : eXj : e2x2 : : £2jc4 : xr„

où e est une racine cubique de l’unité, transforme la variété V en elle-même. 
On peut prendre l’hypersurface W de manière qu’elle soit transformée en 
soi par T et que la surface F ne passe par aucun des points unis de l’ho
mographie. Il suffit par exemple de prendre pour W

<VCo + al-X'l~L ' ' ' ~1~Û6X5 = 0.
L’homographie T engendre sur F une involution d’ordre trois privée de 

points unis et la surface F’ qui représente cette involution a les genres

Pa~ ^homographie T transforme en soi le faisceau canonique |/C| et il y 
a dans ce faisceau deux cubiques Ki> transformées en elles-mêmes par /.
Ces cubiques sont dans les plans

xo = x1 = x2=0, x3 — x4 = x3=0.
A ces courbes correspondent sur F' des courbes elliptiques Kv K2■
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Le faisceau K\ est de degré zéro et l’adjoint à la courbe K\ est l’une 
des courbes K[, ou P', ou K\FK'y Ce ne peut être ni K'v ni K\FK', car 
abrs P aurait une courbe canonique K\ ou K'T L’adjointe à K\ est "donc 
Kv ce que nous écrirons {K[)a = K'.1. On a de même (K$a = K[. On en déduit

(*i'+KDa=3A-;=3/c', (K;+K:)aa=2(/<;+k’)
O par conséquent la courbe K[FK2 est la courbe bicanonique de F. On 
a P2— 1-
nn0cAU-faiS+C?aU corresPond sur F' un faisceau \K'\ de courbes ellipti
ques qui est le système tricanonique de F.

La surface P a les caractères pa=pg=o, P2=pW=it P3 — 2.
5. Le dernier exemple va nous donner une surface contenant un réseau 

de courbes bicanomques irréductibles [13],
Dans un espace linéaire Sa à six dimensions, la surface intersection de 

quatre hyperquadriques a comme système canonique le système de ses sec-
«nrSj/p aneS et 3 leS genreS P‘=P* = 7> P(1>=17, P.,= 24. Considérons 

la surface F commune aux quatre hyperquadriques

aFi*iFaax2xü+a3 x3xB+a4x24 = 0,
b\X\Fb2x^ "b b3x3jr7-f- bix^x6 = 0,
c xX'iF c c&x ^x^-]- £ iXfrX* — U

^\X\F d3x yX^-\-d^x2x ̂ — 0.
Elle est transformée en soi par l’homographie T de période huit d’é- 

cjuâ lions
■*1 ■ '-X’ = ex:, :e2x2: : e'Xr

.v/2
ou £-y(H<) est une racine primitive d’ordre huit de l’unité. L’homogra
phie T engendre sur F une involution d’ordre huit privée de points unis. 
La surface F, image de cette involution, a les genres pa~pg=o.
murh |5ct^ns de F par les hyperplans de la figure de référence sont les 
courDes Ai, a2, . .. , A7. 11 leur correspondent sur F' des courbes /<’, K'2, .. .,
K7, de genre trois d après la formule de Zeuthen. Le système bicanonique 
contient les courbes K[FK', P'+P6', K'+K', 2K[ et a la dimension deux, 
donc P2 = 3.

La surface P a les caractères pa=pg = 0, P.,=/>(•> = 3, p3 = 7.
On peut d ailleurs observer que l’involution d’ordre quatre engendrée 

sur P par 1 homographie P a pour image une surface de genres /?„=/? =] 
2T » P — 5 et quà 1 involution (Tordre huit de F correspond sur cette 

surface une involution d’ordre deux dont P est l’image.
6. Dans le cas général, on obtient les résultats suivants [141. 
bi une surface algébrique régulière F de genre arithmétique pa = 2s>2 

contient une involution cyclique d’ordre p = 2s+l, dépourvue de points 
unis, la surface image P de cette involution est dépourvue de courbe ca
nonique mais possède des courbes bicanoniques irréductibles. Pour la surface 
F, on a pa=pg = 0, p(l) = P2 = s.
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Le modèle projectif de la surface F dont les sections hyperplanes con
stituent le système canonique ne peut appartenir à une hyperquadrique.

Si une surface algébrique régulière F de genre arithmétique impair 
pa = '2s— 1 contient une involution cyclique d’ordre pair p = 2s, privée de 
points unis, la surface F1 image de cette involution est dépourvue de courbe 
canonique mais possède des courbes bicanoniques irréductibles. La surface 
F’ a les caractères pa=Pg=0, p^ — Pa = s~\.

Le modèle projectif de la surface F dont les sections hyperplanes con
stituent le système canonique appartient à s hyperquadriques linéairement 
indépendantes. Chacune de ces hyperquadriques est représentée par une 
équation qui, lorsque l’on effectue l’homographie génératrice de revolution, 
se reproduit multipliée par une puissance paire de s, e étant une racine 
d’ordre p de l’unité, et ces puissances sont différentes pour ces hypers 
quadriques.

7. En attaquant directement les surfaces de genres pa=Pg=®> on Peut 
obtenir des résultats importants.

Nous commencerons par étudier les surfaces F de genres pa—pg = 0, 
pWz=po= contenant une courbe bicanonique effective [15].

La“ courbe bicanonique C2 est elliptique, de même que toutes les cour
bes pluricanoniques de la surface. La courbe tricanonique C3 — C!2 ne peut
contenir C2, puisque pg = 0, mais elle peut avoir quelques parties communes 
avec cette courbe, si celle-ci est réductible. Les courbes six-canoniques 3C2 
et 2C3 sont certainement distinctes et les courbes six-canoniques Ca for
ment au moins un faisceau. Les courbes C6 sont adjointes aux courbes pen- 
tacanoniques C-a et puisque celles-ci sont elliptiques, elles ne peuvent être 
rencontrées par leurs adjointes. Or, par un point d’une courbe CB, il passe 
certainement une courbe C6, par conséquent les courbes CB et C6 sont une 
partie commune. Posons C6 — y-\-œ, C0=d+w, les courbes y et <5 n ayant 
aucune partie commune. En utilisant les propriétés des adjointes aux cour
bes pluricanoniques, on trouve les relations C3—Ca-\-ô'—ô, C3 = Ca-\-y y, 
y et y’ étant les adjointes à ô et y. On voit alors que la courbe C2 est 
nécessairement réductible en deux parties et on a C2=/L+/2, les courbes 
I\ et r2 étant elliptiques et les courbes 3/’„ 3/2 déterminant un faisceau 
de courbes elliptiques tricanoniques | C31 = 13/’i | = |3/2 j.

On retrouve les résultats obtenus plus haut (N° 4), mais la surface ob
tenue en cet endroit n’est pas la plus générale. On peut d’ailleurs obtenir 
une autre surface cas particulier de la surface trouvée ici [12].

Appelons point de Noether d’une surface algébrique F un point umpla- 
naire auquel est infiniment voisin un point double tacnodal. Un tel point 
impose une condition aux surfaces adjointes d’ordre n—4 et les biadjointes 
passent par ce point et par le tacnode infiniment voisin. Cela étant, consi
dérons une surface F du cinquième ordre ayant une droite double r et deux 
points doubles de Noether A]t Aa dont les plans tangents passent par r. La 
surface F est dépourvue de courbe canonique et possède une courbe bica
nonique formée des sections de F par les plans A\f, Aar. Les cubiques ellip
tiques situées dans les plans passant par r sont les courbes tricanoniques. 
On a Pa — Pg = 0, Pa— 1, P3 = 2.

En résumé, une surface de genres pa=Pg — 0, P^=p{ =1 con" 
tient un faisceau de courbes elliptiques ]/’| possédant 
deux courbes elliptiques rit Fa telles que 331a sont des
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Snn^ef d+U ,faisceauJrl-La courbe r,+r2 est la courbe bica- 
onique et les courbes I sont les courbes t r i c a n o n i q u e s.

». Considérons maintenant une surface F de genres pa=pg = 0 possé- 
dant un faisceau de courbes bicanoniques irréductibles. On a pW—P0=2 r 161.

ésignons par C2, C3, C4, C5, Cs les courbes bicanoniques, tricanoni- 
ques,..., sixcanomques. Elles ont les genres respectifs 4, 7, 11, 16 et 22.

Le système (/-f l)-canonique | C/+, | est l’adjoint au système /-canonique 
j ' ’.mais puisque pg = 0, aucune de ses courbes ne peut contenir une cour- 
oe Cj Le système Ci+l j découpe sur une courbe Q la série canonique, 
complete puisque F est régulière. La dimension P,,. — 1 de IC,.,! est égale 
au genre de Q diminué d’une unité. On a donc P3—1=3, P,—1 = 6,

Le procédé de démonstration consiste à prouver qu’il existe une courbe 
CB qui est a la fois formée de trois courbes C2 et de deux courbes C,.

Les courbes Q formées de deux courbes C„ sont en nombre double
ment infini, par conséquent il existe des courbes C4 non formées de deux 
par ’ C+ ' ^ eS fomient un systènie triplement infini que nous désignerons

Dans le système C6 , il existe des courbes formées d’une courbe C+ et 
d une courbe C2; elles forment un système de dimension au moins égal à 
cinq. existe donc dans jC6j un système linéaire de dimension au plus 
égalé a y dont les courbes ne sont pas formées d’une courbe C+ et d’une 
courbe C2. Désignons le par |C+ .

Dans le système C+ il existe des courbes formées de trois courbes 
C2 et des courbes formées de deux courbes C3. Elles forment des systèmes 
de dimensions respectives trois et six. Ces deux systèmes ont par consé
quent au moins une courbe commune.

Une analyse des différentes possibilités montre qu’il existe sur F quatre 
courbes I „ /2, /’3, l4 isolées, de genre deux, telles que

Q = Pi+ra=r8+r4, c3 = 2r,+ r3 = 2r2+r4=2r3+r2 = 2r4+p4.
Les courbes P,, I-2, l3, P4 ont deux L deux un point commun.
Le système tricanonique | C31, de dimension trois, est complètement dé

termine par les courbes données ci-dessus. Il possède deux points-base, les
5°‘n‘s "0n’Tns 4au^ courbes *\ et A, r3 et P4. Il a le degré 9 mais le 

egrc effectif sept. En rapportant projectivement les courbes C3 aux plans 
de 1 espace, on obtient comme modèle projectif de la surface F la surface 
du septième ordre rencontrée plus haut (N° 3) qui est donc la surface la 
plus generale de genres pa=pg = 0, p'^ = P2 = 2 possédant un faisceau de 
courbes bicanoniques irréductibles.

9. Considérons maintenant une surface P de genres pa=pe=o conte- 
-f- système de courbes bicanoniques irréductibles de dimension P2—1>2

, Nous poserons p^=n. Le procédé de démonstration consiste éprouver 
qu une certaine courbe, ici une courbe 8-canonique est à la fois la réunion 
de deux courbes tétracanoniques C4 et celle d’une courbe tricanonique C, et 
d une courbe pentacanonique C5 qui ne soit pas elle-même formée par la 
reunion d une courbe bicanonique et d’une courbe tricanonique.

53



Dans le système pentacanonique Lr>i, de dimension IO(ti-I), il existe 
des courbes formées d’une courbe tricanonique et d’une courbe bicanonique; 
elles forment un système de dimension 4(ji— 1). Il existe donc dans C5| un 
système de dimension 6(ji — 1)— 1 ne comprenant aucune courbe formée 
d’une courbe tricanonique et d’une courbe bicanonique. Nous le désignerons 
par | Cj‘ |.

Dans le système C8 , il existe des courbes formées de deux courbes 
tétracanoniques C4; elles forment un système de dimension 12(jr—-1).

Dans le système ' C8 , il existe des courbes formées d une courbe Gs
et d’une courbe C3; elles forment un système A2 de dimensions 9(?i—1)—-l-

Enfin, dans le système C8 , il y a des courbes qui sont formées de 
deux courbes C:1 et d’une courbe C2; elles forment un systcme de dimen
sion 7Dr — 1 ) et par conséquent les courbes C8 qui ne sont pas formées de 
cette manière forment un système de dimension 2\(ti— 1)— 1 que nous dési
gnerons par ] Q '•

Les courbes des systèmes 2\, 2\ appartiennent au système i C+ \ et 
comme on a

12(rr— 1 ) —(- 9(jt — 1 )— 1 — 21(ji— 1 ) 1,
v et 1\ ont au moins une courbe en commun.

Il existe donc une courbe Cs dégénérée d’une part en deux courbes C4 
et d’autre part en une courbe C;L et en une courbe C3. Cela exige que
l’on ait

c3=r,+/2, c+=x{+x2, ci=Fl+x1=r2+x2

et comme |Cgj = |C4|, on a X, = F'v X2 = F[ et
c3Hr,+r2|, |c4|=|r1+r'Hr2+r;|i |c6j=|r;+r'|.

L’analyse de ces systèmes montre que l’une des courbes I\, 12 est isolée, 
de genre n et que l’autre est une adjointe à la première. Appelons F la première, 
la seconde étant alors F. Le système bicanonique est |C2j = |2/’ bien que 
la courbe F ne soit pas une courbe canonique puisque 2F et / sont
d,St,On‘a |C8| = |r+r|, |C4| = |2r| = j4r|, d’où 2F = AF. On en conclut
que la surface F a le diviseur a = 2.

En résumé, si une surface algébrique F de genres pa—Pg —u 
possède un système bicanonique irréductible de dimen
sion P, —lg:2,il existe sur la surface une courbe isolée F de 
genre P2, telle que les systèmes bicanonique, tricanonique, 
t é t r a c a n o n iq u e soient | JT|, IP+P'I, |2P| sans que F soit une 
courbe canonique.

On a plus généralement
c2i |=12/r|, | c2I+1 i=1(2/ i)r+r

et il existe à côté de ces systèmes

I c2( | = i 2(/-i)r+ri, ! c2/+1 j=|(2/+i)r
et
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sea,- J —12C2i |i | 2C2/4.11 — I 2C*2/-(-i |.
10. La surface t représente une involution du second ordre, privée de 

points unis, appartenant à une surface de genre pg= 1. Nous avions obtenu 
ce théorème en utilisant une méthode analogue à celle suivie par Enriques 
dans le cas de surfaces de bigenre un [7]. Nous l’avons ensuite établi par 
une méthode plus simple [22].

Observons tout d’abord que le système | C4 j est simple, c’est-à-dire que 
celles de ses courbes qui passent par un point ne passent pas en consé
quence par un autre point. 11 en est de même du système |C4|. Ces systè
mes ont la dimension 6v, où nous posons pour abréger v — 1.

Considérons dans un espace linéaire 5,2,+! à 12v-fl dimensions deux 
iespaces linéaires 2, é à 6v dimensions ne se rencontrant pas. Rapportons 
projectivement les courbes C4 aux hyperplans de 2 et les courbes C4 aux 

! hyperplans de 2. Nous obtenons dans 2 une surface que nous désignerons 
encore par F et dans 2 une surface que nous désignerons par F.

Les droites joignant les points homologues des surfaces F et F engen
drent une variété à trois dimensions V3 d’ordre 48v.

Une hyperquadrique <p — 0 de 2 ne contenant pas F découpe sur cette 
surface une courbe C8. A cette courbe correspond sur F une courbe C8 dé
coupée par une hyperquadrique <p = 0 de 2’. L’hyperquadrique de 512,+1 d’é
quation <p2+<p2 = 0 coupe la variété V3 suivant la surface lieu des droites 
s’appuyant en des points homologues sur les deux courbes C8 et suivant 
une surface FB d’ordre 64v. Cette surface est transformée en soi par l’ho
mographie biaxiale harmonique H ayant comme axes 2, 2. Sur F0, cette ho
mographie détermine une involution du second ordre privée de points unis 
dont les surfaces F et F sont des images. Aux courbes C4 et C4 correspon
dent des sections hyperplanes de la surface F0, sections qui sont des cour
bes tétracanoniques de cette surface. A la courbe F de F correspond sur 
F une courbe que nous désignerons par F. Les droites s'appuyant en des 
points homologues sur les courbes F et F engendrent une surface coupant 
F0 suivant la courbe canonique de cette surface, qui a les genres pa=pg=\, 
P,~2v.

11. Nous indiquerons maintenant les surfaces obtenues par M. Burniat 
par des méthodes essentiellement différentes. Ce géomètre considère des 
plans quadruples abéliens. On donne ce nom à une surface F transformée 
en soi par trois transformations birationnelles involutives formant un groupe 
Irirectangle, engendrant une involution du quatrième ordre rationnelle, c’est- 
à-dire dont l’image est un plan.

Dans une première note [2], il construit des plans quadruples abéliens 
de genres pa=pg= 0 dont les courbes bicanoniques sont formées au moyen 
d’un faisceau de couibes elliptiques. Plus tard [3], [26], il forme des plans 
quadruples abéliens de genres pg = 0, P2 — 3, 4, 5, 6 ou 7 dont le système 
tricanonique est irréductible.

12. Il importe de comparer le procédé utilisé au N° 2 pour construire 
des surfaces de genres pa=pg = 0 avec le théorème établi au N° 9. Une 
purface de genres pa=pg = 0, P2>2 ne peut être l’image d’une involution
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cyclique d’ordre p appartenant à une surface de genre arithmétique p— 1, 
privée de points unis, que si p est une puissance de 2 (voir deux notes en 
cours de publication dans le Bulletin de l’Académie royale de Belgique, mai 
et juin 1967).
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HEPAUHOHA/IHH flOB'bPXHHHH C POÆOBE HyJIA 

/I K) c h e H Toao 

(Pe3ioMe)

B paooTaia ce pa3rae>KAaT aareôpHHHH noBT>pxHHHH b rpHMepHOTO npo- 
CHTHBHO npOCTpaHCTBO, 33 KOHTO apHTMeTHHHHHT pOA pa H reOMeTpHHHHHT 
poA Pg ca paBHH Ha Hyaa, ho 2-poA"bT (bigenre) P2z|=0, Tana qe no e^HH 
KpnTepuH Ha KacTejiHyoBO nom,pxHHHHTe ca HepannoHa.nHH. XlaAeHH ca npH- 
MepH 3a TaKHBa noB-bpxHHHH: b Tonna 3. noBtpxHHHa F' c P, piD = 2 n 
ronna 4. c P2=p(ll=]t b Tonna 5. — c Pa=pW = 3; p(U e jiHHeftHHHT poA 
na noB"bpxHHHaTa. X[ona3aHH ca h hhhoh TeopeMH 3a pa3rjie}H,ziaHHTe noB"bpx- 
HHHH, CBT>p3aHH CbC CbUieCTByBaHeTO Ha ÔHnaHOHHnHH, TpHHaHOHHHHH, 
cHCTeMH OT npHBH Bi>pxy thx. KaTO npHMep noconBaMe: ano etiHa anreôpn- 
nHa noB-bpxHHHa F c poAOBe p„—pg — 0 npHTonaBa HenpHBOAHMa ônnaHOHHnHa 
cHCTeMa OT AHMeHCHH P2—1>2, to B-bpxy noB-bpxHHHaTa c-bmecTByBa H30- 
.inpaHa npHBa F ot poA P2> Tana ne ÔHnaHOHHHHaTa, TpunaHOHHnHaTa, TeTpa- 
naHOHHnHaTa CHCTeMa ca cbOTBCTHO F\, | F+F’ , \ 2 F, 6ea F aa e naHO- 
HHnHa npHBa. Tyn npHBaTa F' e ajuoHrupaHa Ha npHBaTa F.
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HEPAUHOHAJIbHblE nOBEPXHOCTH HY/lEBOrO PO£A

JIlOCHeH r OÆO

(Pe3K>Me)

B paôoTe paccMaipHBaiOTCH ajireôpaHHecKHe noBepxHOCTH b TpexMepHOM 
npoeKTHBHOM npocTpaHCTBe, aah KOTopbix apHcjjMeTHMecKHH poA pa h reo- 
MeTpHMecKHH pOA pg paBHbi HyAio, ho 2-poa (bigenre) P2=^01 TaK MT0> C0‘ 
rjiacHO OAHOMy KpHTepHio KacTeJiHyoBO, noBepxHOCTH HepapHOHajibHbi. Zla- 
kjtcb npHMepw t3khx noBepxHOCTefi : b nyHKTe 3 — noBepxHOCTb F c 
p2=p( 1) = 2, b nyHKTe 4 —c P2=/?(1) = 1, b nyHKTe 5 — c Pa=p(1) = 3; /?(l) ~ 
.THHeHHblH pOA nOBepXHOCTH. XlOKa3bIBaiOTCH h HeKOTophie TeopeMbi A^H pac- 
cMOTpeHHbix noBepxHOCTeii, CBsmHHbie c cymecTBOBaHHeM ÔHKaHOHHnecKHx, 
TpuKaHOHHHecKHx,.. . CHCTeM KpHBbix Ha hhx. Kan npHMep yKaxreM : ec.au 
HeKOTopan a^reôpaHqecKaa noBepxHOCTb F c poaom pa=Pg — ® oô^aAaeT He- 
npHBOAHMOH fiHKaHOHHHeCKOH CHCTeMOH pa3MepHOCTH À2—l£î2, TO Ha no
BepxHOCTH cymecTByeT H30JiHpoBaHHaH KpHBan J' poAa P2 Tanaa, hto 6hk3- 
HOHHqecKaH, TpHKaHOHHqecKaa, TeTpaKaHOHHnecKan CHCTeMbi hpjihfotch coct- 
BeTCTBeHHO r , I l -\-Iv j, j 2P|, npH 9T0M r—He KaHOHHqecKan KpHBan. 
3Aecb KpHBan V aAfOHrHpoBaHa kphboh V.
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