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Il y a un certain intérêt, en Géométrie algébrique, de disposer d’un 
certain nombre de modèles de variétés algébriques. Il arrive en effet qu’en 
étudiant celles de ces variétés possédant certaines propriétés, ces modèles 
permettent de vérifier si les variétés obtenues existent. C’est ainsi par 
exemple que l’existence de surfaces non rationnelles de genres pa = pe = 0 
a permis à Castelnuovo d’orienter la recherche des conditions de ration- 
nalité d’une surface algébrique de fixer l’attention sur le bigenre P2 [1].

Le but de cette note est de construire des variétés algébriques pos­
sédant une variété canonique d’ordre zéro ou dont le système canonique 
est constitué par les sections hyperplanes. Nous les obtenons en coupant 
une variété de Segre par des espaces linéaires.

Rappelons que la variété de Segre représentant les couples de points 
de deux espaces linéaires à r dimensions est une variété à 2r dimensions 
plongée dans un espace à r {r-[ 2) dimensions et d’ordre [2]

(2 r)_! 
(r!)2

2 (r+ 1) (r + 2)...(2r — 1)
(r—1)!

Nous développons la question en supposant r = 4, le cas où r est 
quelconque se traitant exactement de la même manière. Nous indiquons in 
fine la généralisation au cas de r quelconque.

Ajoutons que nous utilisons certaines propriétés des involutions 
cycliques appartenant à une variété algébrique ; on les trouvera dans un 
ouvrage récemment publié [3],

1. Considérons la variété de Segre F™ d’un espace à 24 dimensions, 
représentant les couples de points de deux espaces (y), (z) à quatre dimensi­
ons. Si 3'ojJ'i3 3'2jA3>A4 et zo>zi>z2>z3>2i sont les coordonnées des points 
des espaces (y), (z), en posant

Xik = y; zk, (z, k = 0,1,2,3,4)



62 LUCIEN GOD EAUX 2

les équations de la variété s’obtiennent en écrivant que le déterminant

I Xik\

a la caractéristique un.
Si l’on considère entre les espaces (3;), (2) l'homographie y{ = zh on 

obtient dans S24 l’homographie biaxiale harmonique H d’équations

P X'ik “ Xk'~

Les axes de l’homographie H sont un espace ct9 à 9 dimensions 
d’équations

X,i — 0, Xik -| Xki = 0

et un espace crl4 à 14 dimensions d’équations

La variété Vf ne rencontre pas l’espace «j, mais elle rencontre 
l’espace au suivant la variété de Veronese Q^6 obtenue en rapportant 
projectivement aux hyperplans de a,4 les hyperquadriques de l’espace (y). 
Les équations de fi’6 s’obtiennent en écrivant que le déterminant symétrique

1**1 <*«-*«>
est de caractéristique un.

L’homographie H détermine sur Vf une involution du second ordre 
I ayant comme unique variété unie la variété Q^6. Pour obtenir une variété 
image de l’involution I, rapportons projectivement les hyperplans passant 
par a9 aux hyperplans d’un espace S,4 en posant

PYa-Xtk + Xkl.
Les équations de la variété image Vf s’obtiennent en écrivant que 

le déterminant symétrique

est de caractéristique deux.
Si ce déterminant est de caractéristique un, il représente la variété 

de Veronese £i416 qui correspond à QJ6. Cette variété est quadruple pour
la variété Vf.

2. Les hyperplans passant par orJ4 découpent sur Vf des variétés trans­
formées en elles-mêmes par H. A ces variétés correspondent sur Vf des 
variétés passant par la variété de Veronese fi46.

Considérons en effet l’hyperplan passant par cr14 d’équation
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- **) = <>.
Elevons les deux membres de cette équation au carré et remarquons 

qu’en tenant compte des équations de Vf, c’est-à dire sur cette variété, on a
I <*»-*„■> <*„- XJ Yu- Ytk Yfi).

Nous obtenons l’équation

<‘> £wy«n,-T,,*y-°.
c’est-à-dire dans E,4 l’équation d’une hyperquadrique passant par la 
variété Q'16.4

Désignons par A les sections hyperplanes de la variété Vf et par A0 
les variétés découpées sur cette variété par les hyperquadriques (1).

Considérons sur F™ les variétés découpées par les hyperquadriques 
Q de S24, transformées en elles-mêmes par H et ne passant pas par les 
axes a9 et <r]4. A ces variétés correspondent sur F^5 celles qui sont dé­
coupées par les hyperquadriques Q' de Eu. Faisons varier Q d’une 
manière continue et faisons-la tendre vers un hyperplan passant par <r9 et 
compté deux fois. La variété correspondante sur Vf est 2A. Si au con­
traire nous faisons tendre Q vers un hyperplan passant par crl4 compté 
deux fois, Q tend vers la variété 2A0 augmentée d’une variété R équi­
valente, au point de vue des transformations birationnelles, au domaine 
de sur Vf. On a donc

2A = 2A0 F R.
Les variétés A0 sont d’ordre 35 et les hyperquadriques (1) touchent 

la variété Vf en tout point d’intersection en dehors de iï'f.
3. Observons qu’à une section hyperplane 2 a.k X.k = 0 de Vf corres­

pond une réciprocité E a,-* jy,-#* = 0 entre les espaces (y) et (a-).
Si nous considérons la section Vf de Vf par un espace S20 à 20 

dimensions, c est-à-dire par quatre hyperplans, les couples de points y, z 
sont homologues dans une transformation birationnelle F qui fait corres­
pondre aux hyperplans de l’espace (y) des hypersurfaces du quatrième 
ordre passant par une surface Â2 du dixième ordre et inversement.

Pour préciser, si les équations des quatre réciprocités sont

*o «P» + 9„ + *2 9a + *3 9,-3 + 9„ “ 0, (i = 1,2,3,4)
où les fonctions <p sont linéaires par rapport aux y, à l’hyperplan 

^0 + Xj 2Ti + À2 z2 + X3 z3 -f- X4 z4 = 0 
correspond dans l’espace (y) l’hypersurface
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^0 *1 ^2 *3 X4

*10 *11 *12 *13 *14

*20 *21 *22 *23 *24 = 0,

*30 *31 *32 *33 *34

*40 *41 *42 *43 *44

du quatrième ordre, passant par la surface A du dixième ordre, d’équations
Il «P,-* 11 = 0. (i-l,2,3,4;* = 0, 1,2,3,4).

A une section hyperplane de Vf correspond dans l’espace (y) une 
hypersurface du cinquième ordre passant par A. Cette hypersurface possède 
une surface canonique d’ordre zéro, donc la variété Vf a comme sections
hyper planes des variétés à trois dimensions possédant une surface canonique 
d’ordre zéro.

Considérons une de ces sections, soit Vf et désignons par F ses 
sections hyperplanes. Puisque la variété considérée a une surface cano­
nique d’ordre zéro le système |F| est son propre adjoint et par conséquent 
le système canonique d’une surface F coïncide avec le système de ses 
sections hyperplanes.

La section de la variété de Segre Vf par un espace à 18 dimensions est 
une surface dont le système canonique est celui de ses sections hyperplanes 
(surface projectivement canonique). Ses genres sont pa = ps = 19, p(,)=71.

4. Introduisons maintenant l’homographie biaxiale harmonique H 
définie plus haut. Les sections de la variété Vf par des hyperplans passant 
par d9 ou par er14 sont des variétés sur lesquelles H détermine une in­
volution du second ordre.

Considérons un espace S20 à 20 dimensions passant par oq. L’homo­
graphie H détermine dans cet espace une homographie H' harmonique, 
ayant comme axes 09 et un espace <r10 à dix dimensions, contenu dans cr14. 
Cet espace <r10 rencontre la variété de Veronese en 16 points.

L’espace S2(J coupe Vf suivant une variété Vf contenant une invo­
lution du second ordre possédant seize points unis. L’image de cette 
involution est dans S14, la section par un espace à dix dimensions de la 
variété Vf. Cette section est une variété Vf possédant seize points 
quadruples coniques situés sur la variété de Veronese £!4IÜ.

La section de la variété Vf par un hyperplan passant par o9 est
transformée en elle-même par H' et il lui correspond une section hyper­
plane de Vf ne rencontrant pas en général la variété de Veronese 0416. 
Considérons une de ces sections hyperplanes Vf. Elle appartient à un
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espace é>i9 à 19 dimensions passant par rr9 et dans lequel H' détermine 
une homographie H" ayant comme axes <r9 et un espace c?9 à 9 dimensi­
ons appartenant à <r10.

Désignons comme plus haut par F les sections hyperplanes de F™, 
par F0 celles qui sont découpées par les hyperplans passant par rrg et 
par F, celles qui sont découpées par les hyperplans passant par c'9. A ces 
surfaces correspondent sur la variété Vf image de l’involution déterminée 
par H" sur Vf dans un espace de S[4, les surfaces F0, F,, les pre­
mières étant les sections hyperplanes de Vf.

La variété F™ ayant une surface canonique d’ordre zéro, le système 
\\A\ est son propre adjoint. Il en résulte que sur la surface F0, le 
système canonique est découpé soit par les surfaces F0 soit par les 
surfaces Fr Or nous avons établi que le système canonique de FQ, était 
celui des systèmes précédents qui a la plus petite dimension; c’est donc 
actuellement le système découpé par les surfaces F0, qui a la dimension 
huit. Il en résulte que les systèmes |F0,|, |Fj| sont chacun son propre 
adjoint et la variété Vf possède une surface canonique d’ordre zéro.

D’après la théorie des involutions, on a
i 2 F, = 2F,

i et la variété Vf a le diviseur de Severi égal à 2.
5. Le système | F0 | étant son propre adjoint, le système canonique 

d’une de ses surfaces est découpé par les hyperplans et les surfaces F0 sont 
donc des surfaces projectivement canoniques.

Une surface F0, d’ordre 35, est située dans un espace linéaire à 
huit dimensions, elle a donc les genres

Pa = Pg = 9, P0) = 36.
D’ailleurs, la surface F0 étant projectivement canonique a le genre 

pa =* 19. L’involution détérminée par H" sur cette surface est privée de 
points unis, donc le genre arithmétique p'a de F0 est donné par

P a + 1 = 2 (P'a + ^
d’où p = 9.r a

Si l’on considère un déterminant symétrique à 25 éléments et les 15 terme- 
distincts de ce déterminant comme les coordonnées des points d’un espace 3’u à 
14 dimensions, la variété dont les équations s’obtiennent écrivant que ce détermis 
nant a la caractéristique deux, a huit dimensions et est d’ordre 35. Les sections 
de cette variété par
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des espaces à 9 dimensions sont des variétés à trois dimensions possédant 
une surface canonique d’ordre zéro,

des espaces à 8 dimensions sont’des surfaces projectivement canoniques de 
genres pa~ pg = 9, pw = 36.

Les surfaces F, ont les mêmes genres que les surfaces FQ.
6. Les sonsidérations précédentes peuvent s’étendre à l’étude des 

variétés de Segre représentant les couples de points de deux espaces à r 
dimensions. Les procédés de démonstration sont exactement les mêmes 
et nous nous bornerons à indiquer les résultats.

Une variété de Segre V™ représentant les couples de points de deux
espaces à r dimensions est d’ordre

2N _ 2 (r + 1) (r + 2)... (2r - 1)
(r — 1) !

et appartient à un espace 5 à r (r + 2) dimensions.
La section de cette variété par un espace à r1 2 3 + r — 1 dimensions 

est une variété à r — 1 dimensions dont la variété canonique est d’ordre zéro.
La section par un espace à r2 + r — 2 dimensions est une variété à 

r — 2 dimensions dont le système canonique coïncide avec celui des sec­
tions hyperplanes.

Si l’on considère un déterminant symétrique à-r(r-i-3) lignes et 
colonnes dont les éléments distincts sont les coordonnées des points d’un 
espace S à—r(r-h 1) — 1 dimensions, la variété dont les équations sont 
obtenues en écrivant que ce déterminant a la caractéristique deux, est 
de dimension 2r et d’ordre N. Sa section par un espace à ^ (r + 1) (r — 2) — l

dimensions est une variété à r—1 dimensions dont la variété canonique 
est d’ordre zéro. Les sections hyperplanes de cette variété ont pour 
système canonique celui des sections hyperplanes si r ^ 3.
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