SUR LES SUITES DE QUADRIQUES ASSOCIEES AUX POINTS
D’UNE SURFACE

PAR
LUCIEN GOOEAUX (Liége)

Hommage a M. O. Mayer a /'occasion de son 70-e anniversaire

Dans un travail déja ancien [1], nous avons associé a chaque point
d une surface une suite de quadriques dont la premiére est la quadrigue
de Lie. Deux quadrigues consécutives de la suite se touchent en quatre
points qui sont caractéristiques pour les deux quadriques.

Dans cette Note, apres avoir rappelé brievement la construction des
quadriques de la suite, nous établissons par un raisonnement géométrique
la propriété des points de contact de deux quadriques consecutivés d’étre
caracteristiques pour les deux quadriques (notre démonstration initiale
était analytique). Nous construisons ensuite deux nouvelles suites de
quadriques associées a chaque point de la surface.

Nous terminons en indiquant comment dégénére une quadrique de
la premiére suite.

1. Soit (x) une surface non réglée rapportée a ses asymptotiques

u,v. Les coordonnées normales de Wilczynski du point x satisfont a un
systéme d’équations complétement intégrable,

o Xw+2bxww+c,x=0, xw+2axi-fc2x=0.
Soient
U=|xxu\, V=X xv|

les points de I’hyperquadrique Q de Klein de I'espace S5 a cing dimen-
sions, qui représentent les tangentes xxu et xxt aux asymptotiques en
un point x de la surface. Nous avons

ul+ 2bvVv=0, W+ 2aU =0
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et les points U, V sont transformés de Laplace I'un de I'autre. lls détermi-
nent une suite de Laplace L,

(O]

ot chaque point est le transformé du précédent dans le sens des u. On
a précisément

£/,+! = U:+Un (log. bh{ h2... hnjvs Ul = hnun-I,

Ve+1 = V’+ Vn (log. aki k2... knju, V" = kn Vn
ou
= — (log. h2...hn—+ A, i

= —(log.a k2...kn-i)e+ £, i
et h0=kl=4ah.

La suite Z est autopolaire par rapport a I’hyperquadrique g.
Le point £/ est le pble de I'hyperplan Vn~2 Fn—l Fn Fn+l Vn+2,
La poiat Fn est le pble de I’'hyperplan Un~2 Un~i Un Un+l Un+2.

En particulier le point U est le p6le de I'hyperplan Ul U V VI V2 et
le point V, celui de I'hyperplan V] VU U{ U2

Nous ferons les hypothéses suivantes:

— La suite L est illimitée dans les deux sens.

— En dehors des points U, V, aucun point de la suite L n’appartient
a I’hyperquadrique Q.

2. Considérons les deux plans Un Un+i U" /™ et V'l Vn4l Vn+2 qui sont
conjugués par rapport a Q. Le premier coupe Q suivant une conique yn
et le second suivant une conique y .

Les points de yn représentent une suite de droites d,d',d",... ne se
rencontrant pas deux a deux et les points de y' une suite de droites
c,c',c",... Chaque droite de la premiére suite rencontre chaque droite de
la seconde suite et ces droites appartiennent a une quadrique <Pn. Les points
de yn représentent les droites d’une demi-quadrique et ceux de yn les
droites de la demi-quadrique complémentaire de support <,

Nous avons ainsi attaché au point x de la suriace (x) une suite de
quadriques <P, <p:,..., <Pn,,.. dont la premiere, qui correspond aux plans
UUI U2, V VI V2 est la quadrique de Lie, osculatrice aux réglées gauches
asymptotiques au point x.

_ Considérons deux quadriques consécutives <,+1,0,, de la suite et
désignons par C'n,C" les points de rencontre de la droite Vn Fnn et par
D'n,D"n ceux de la droite Un Un+l avec Q. Les points C , C'n sont distincts,

car s’ils étaient confondus en un point C,, le lieu de C, serait une
surface a laquelle VnVn+| serait tangente et Cn coinciderait soit avec Vn,
soit avec Vn+i. De méme, les points D' ,D" sont distincts.
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Les points (7, C" appartiennent aux coniques y y' et par conséquent
représentent deux droites ¢n,c'n communes aux quadriques 0,,. De méme,
les points D'n,D"n représentent deux droites dv, 'n communes aux quadriques

fpn—ijO,, et celles-ci ont donc en commun les c6tés d’un quadrilatere
gauche et se touchent aux sommets ¢nd'ntcnd[ ,c" dh, ¢" i de ce quadrilatere.

Les droites CnDn,C'nD"n, C" D'n,C'n D'n appartiennent & I'hyperquadri-
que Q et représentent les faisceaux de tangentes communes aux quadriques
aux sommets correspondants du quadrilatére.

Deux quadriques consécutives de la suite se touchent en guatre points, som-
mets d'un quadrilatere gauche dont les cotés appartiennent aux deux quadriques.

Pour n =1, on retrouve le quadrilatér de Demoulin.

3. Nous allons montrer que les points de contact des deux quadri-
ques </>,-!,0,, sont caractéristiques pour les deux quadriques.

Pour plus de simplicité, nous désignerons par C un des points Cn, C"
et par D un des points D'n,ID\ Nous montrerons que le point cd est
caractéristique pour les deux gquadriques.

Faisons varier u et observons que la tangente en C a la ligne u est la
tangente a la conique yn en ce point. Il en résulte que la réglée (cu)
engendrée par ¢ lorsque u varie se raccorde le long de ¢ & la quadri-
que <p,,.

Si nous faisons varier v, la tangente en Ca la ligne v est tangente
en ce point a la conique yn+ 1, donc la réglée (cv) engendrée par ¢ lorsque
v varie, se raccorde le long de cette droite a la quadrique

On démontre de méme que lorsque u varie, la réglée (du) engendrée
par d se raccorde le long de cette droite a la quadrique (pn_|. La réglée
{dv? engendrée par d lorsque v varie se raccorde le long de cette droite
a la quadrique <Pn.

Cela étant, lorsque u,v varient les tangentes aux courbes u,Vv situées
sur les surfaces (cu), (c,), (du), (dv) au point cd appartiennent au plan
tangent commun aux quadriques <pn_l<i>n. Par conséquent, la surface
{cd) fait partie des enveloppes des quadriques $,, i ,<pn.

Les points de contact de deux quadriques consécutives de la suite
engendrent une surface commune aux enveloppes des deux quadriques.

Observons que si n =1, I’enveloppe des quadriques de Lie se compose
de la surface (x) et du lieu des sommets c\ d\ c"d\ c\d", c\d\ du qua-
drilatéere de Demoulin. Le point x compte pour quatre parmi les points
caractéristiques des quadriques <p.

4. Considérons les tangentes aux courbes u aux points C ,C". Elles
appartiennent au plan Vn Vn+' Vn+2 et se coupent en un point An.
L’hyperplan polaire du point An passe par les points Cn, C", c’est-a-dire

ar la _droite Vn Vn+ et, puisqu’il appartient au plan Vn V'l+i Vn+2, par
es points Un, Un +1, Un+2,
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Les tangentes aux lignes v aux points C', C'n appartiennent au plan
j/n-i ynyn+1 et se coupent en un point A'. L’yhperplan polaire du point
A’ contient la droite VnVn+i et le pLn Un~'UnUn+ .

Les hyperplans polaires des points An, An ont en commun I’espace

a trois dimensions UlUn+ VnVn+ et celui-ci est par conséquent le
conjugué de la droite AnA'n

Les tangentes aux courbes v aux points D', D" appartiennent au

plan UnUn+ IUn+2 et se coupent en un point B,, dont I’hyperplan polaire est
Un Un+i Vn VntX Vn+2, Les tangentes aux courbes u aux points ZX , D'n appar-

tiennent au plan Un~] U"Un+| et se coupent en un point B'n ayant pour
hyperplan polaire UnUn+l Vn o' VnVn+l. La droite BnBn est donc la
conjuguée de I’espace a trois dimensions UnUn+r Vn Vnil et coincide avec
la droite AnA'n.

Les plans tangents aux surfaces engendrées par les points de rencontre
des droites Un Un+1, Vn Vn+l avec Vhyperquadrique Q passent par une méme
droite, conjuguée de Vespace a trois dimensions Un Ln+l Vn V" +1,

La droite contenant les points A,, ,A'n, Bn,B'n coupe Q aux points

représentant les diagonales du quadrilatere gauche formé par les droites
Cn 3 Clnl 3 anB CL"'

5 Considérons la droite An-\B'n. Puisque les hyperplans po-
laires des points A,,-i,B'n sont respectivement Vn~! V" Un~l UnU'l+| et
ljin jn*\ yn-i yn yn+\} ja droite A,,-iB'n est la conjuguée de I'espace a
trois dimensions UnUn+i Vn~[ Vn.

Soient M et M' deux points de la droite An_\B'n conjugués par

rapporté Q. Les plans U'lUn+'M et Vn~' Vn AT sont conjugués par
rapport & Q et il leur correspond une quadrique passant par les droites
¢ _t,cj_ l,dhd"n, qui appartiennent a la quadrique

Les plans UnUn+'M" et Vn~ V' M sont également conjugués par
rapport & O et il leur correspond une quadrique passant par ces mémes
droites.

Lorsque le couple MM' varie sur la droite An—\Bn, on obtient les

ggadriques du faisceau ayant pour base les droites c¢n ,, ,an, d'n .

En particulier, si M = B'n et M' =An+\, on obtient la quadrique

Si M=A,,~i et M' =B'n, on obtient une quadrique 1J, qui est
définie d’une maniere intrinséque. La quadrique dont I’équation s’obtient
en dérivant celle de 0,,_i par rapport & u appartient au faisceau déterminé
par </>,-, et /..

Répétons le méme raisonnement en partant de la droite AhBn |,
dont I'espace conjugué est Un~[ U” V" Vn+X. Si N et N' sont deux points
de cette droite conjugués par rapport a Q, les plans Un~l UnN et
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I/nyn+1 w d>une part, les plans U’~l UnN" et V’ Vn+l N d’autre part,
représentent des quadriques passant par les droites ¢n, ¢'n, dnJd,, d"_,,qui
appartiennent a <Pn+l. En particulier, la quadrique IPn qui i orrespond aux
plans Un~] U" Af et Vn Vn+l Bn_t passe par ces droites. La quadrique dont
I’éguation s'obtient en dérivant celle de <£  par rapport a v appartient
au faisceau déterminé par les quadriques <Pn_{ et

On voit donc que les points caractéristiques des quadriques #
sont les sommets des quadrilateres gauches formés des droites cnc'd'nd”
et cb_,c" ,dn_, <T_,. Les sommets du premier quadrilatére sont aussi carac-
téristiques pour les quadriques <Pn_?2 et ceux du second pour les qua-
driques (pn.

Les quadriques n’existent que pour «>2. Nous avons ainsi
attaché au point x de la surface (x) deux nouvelles suites de quadriques
"vSV-s,-- et IP2,IP;,....7"°, ...

6. Dans ce qui précéde,nous avons supposé que les plans UnUn+] (7n+2
et V" Vn+l Vn+2ne se rencontraient pas. Supposons qu’il en soit autrement
et qu’ils aient en commun un point P. Celui-ci étant son propre conjugué
appartient a Q et Thyperplan tangent a cette hyperquadrique en ce point
contient les plans UnUn*'Un+2 et Vn Vn+! Vn42,

La conique vy,,, section de Q par le plan Un Un +1 Un+2 dégénére en deux
droites/>, = PDn et p2 = PD". La conique yn, section de Q par V" Vn+ Vn 42
dégénére en deux droites p\ — PC'n,>' = P C".

Tout point de />, est le conjugué de tout point de p\, donc le plan
PiP'i appartient & Q. Il en est de méme des plans p2p\,pxp?2,p2p\. Deux
de ces plans représentent les droites de deux plans et lesl deux autres,
les droites de deux gerbes.

Soit p la droite de I'espace ordinaire ayant pour image le point P.
Supposons que le plan pxp\ représente un plan reglé u>\. Alors, le plan
P2p? représente également un plan réglé w2 et les plans c\0>2 passent
par la droite p.

Le plan p[“~représente une gerbe de rayons dont le sommet P
appartient a la droite p et le plan p,p\ une gerbe de rayons dont le
sommet P2 appartient a p.

La demi-quadriqgue homologue de vy, =P\ + p? dégénére en deux
faisceaux de rayons et (P2,e2). De méme, la demi-quadrique
homologue de yn —p\ + p\ est formée des deux faisceaux de rayons (P2,u>\)
et (P),£62). Comme quadrique-lieu, la quadrique <pn dégénére en deux plans
wlcD2 et comme quadrique-enveloppe, en deux gerbes de rayons de
sommets P{,P2.

Au point D'n correspond une droite dn du faisceau (P,c&i). Aux
points D'n, Cn, Cn correspondent respectivement les droites d” du faisceau
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(PO,0=2),c'n dufaisceau (P2,al) et c¢n du faisceau (P,, «2). Si la quadrique
<pn  est irréductible, c’est-a-dire si les plans Un— Un I/n+l et F'1-1 I/n Fn+]
ne se rencontrent pas, cette quadrique touche le planc”dn en P,, le plan
¢ d" en P2, le plan ¢Dj au point c¢ndn et le plan &2 en ¢'nd"\ Ces points
sont caractéristiques pour la quadrique.

Aux points D"D”  Cn+liC” correspondent des droites dn+1

de (i>,<), <+ de (P2,d>2), cn+l de (P2ft),),c"tl de (P,,d>2). Ces droites
appartiennent a la quadrique <Jn +) et les sommets du quadrilatére gauche

guelles forment sont des points caractéristiques de cette quadrique.

Il convient d’observer que les plans UnUn+lUn+2, VI F"+1 Fn+2 ne
peuvent se rencontrer en un point qu’exceptionnellement. Si cela se présentait
pour toutes les valeurs de u,v, le plan Dt serait constamment tangent aux
surfaces (¢ ,d'\ et (c' et ces deux surfaces devraient coincider.

Mais alors les points D'n, Db +! coincideraient et les droites Un Un+! et

Un+' Un +2 coincideraient. Comme par hypothése les points U'l, Un+1, U'l+2 ne
peuvent appartenir a Q, la suite L serait rectiligne, ce qui est impossible.

Liege, le 12 février 1965.
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ASUPRA yIRURILOR DE CUADRICE ASOCIATE PUNCTELOR UNEI SUPRAFEJE

Rezumat

ntr-o lucrare mai veche [1], autorul a asociat fiecarui punct al unei
suprafe{e un S8ir de cuadrice care conpnea ca prim termen cuadrica lui
Lie. Cu aceastd ocazie a stabilit pe cale analiticA proprietatea cd doua
cuadrice consecutive ale S8irului sint tangente Tn patru puncte care sint
caracteristice pentru ambele cuadrice.

Tn Nota de faia, dupa ce rearrintecte pe scurt construcpa cuadricelor
cirului, autorul stabilecte printr-un rafionament geometric proprietatea de
contact a doua cuadrice consecutive de a fi caracteristice pentru ambele
cuadrice. Se introduc in continuare doua noi S8iruri de cuadrice asociate
fiecarui punct al suprafeiei. Tn sfir*it se indicA modul de degenerare al
unei cuadrice din primul 8ir.
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O nOCJIEHOBATEJTbHOCTHX KBA/JPHK ACCOUHMPOBAHHbIX
TOMKAM nOBEPXHOCTH

KpaTKoe conepxoHHe

B padoie [l] aBTop accoumipoBaji iowaoh toakh noBepxHocTH
noc.neAOBaTe./ibHOCTb KBaApnK c¢ nepBbiM 3,neMeHTOM—KBaApHKa Jlh. TaM
ou ycTaHaB iHBaer aHa.nnTHHecKHM o0épa30M cbohctbo : abc nocAeAOBarejib-
Hbie KBaapiiKH KacaioTca Apyr Apyra b oeibipéx TooKax hbjihioihhxch
xapaKTepiicTHoecKHMH aah o06eiix KBaflpnK.

B 3TOH 3aMeTKe aBTop ycTanaB.iiHBaeT reoMeTpiioecKHM oﬁpaaoM
cbohctbo TO046K KacaHHH, AByx nocAeAOBaieAbHbix KBaapHK, 6biTb xapai<-
tepHCTHOeCKHMH AAH HHX. IIOTOM BBOAHTCH ABe HOBbie nOCAeAOBaTeAbHOCTH
KBaAPHK aCCOUHHpOBaHHbie Ka>KAOH TOOKH nOBepXHOCTH.

HaKOHeu yKa3biBaercH i<ai< Bbipo>KAaeT KBaApHKa nepBoii nocjieAO-
BateA bHOCTH.

Anale — Matentatica Jt)



