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1. La teoria delle trasformazioni birazionali del piano ¢ dovuta a Cremona. Prima
di lui, si conoscevano, oltre le omografie, le trasformazioni quadratiche. In una prima
memoria, CHEMON4 ha costruito trasformazioni birazionali di ordine maggiore di dne,
prodotti di trasformazioni quadratiche I1). In una seconda memoria, egli ha dato la teoria
generale delle trasformazioni birazionali del piano, trasformazioni sovente chiamate, per
questa ragione, cremoniane (2).

Le trasformazioni birazionali del piano sono state oggetto di molti lavori. Se ne tro-
vera un sunto e la bibliografia nel nostro fascicolo Mémorial des Sciences Mathéma-
tiques (3). In questa conferenza, vogliamo esporre una rappresentazione delle trasforma-
zioni cremoniane fra due piani che abbiamo dato altrove (4). Si yedra come da alcune

relazioni fonzionali, si deducano agevolmente le proprieta di queste trasformazioni.(*)

*) L. cremona, Suite trasformagioni geometriche delle figure piane, I «Memoria dell’Accademia di
Bologna », 1867, Opéré t. II.

(@ L. cremona, Suite trasformagioni geometriche delle figure piane, 11 «Memoria dell’Accademia di
Bologna », 1865, Opéré t. II.

(3) L. Godeaux, Les transformations birationnelles du plan, «Memorial des Sciences Mathématiques »,
fasc. XXII, 1927, seconde édition, fasc. CXXII, Paris, Gautiers-Villars, 1953. Xedere anche, per una espo-
sizione della teoria, la nostra Géométrie algebrique, tome 1, Paris, Masson, 1948.

(4) L. cGodeaux, Sur la représentation des transformations birationnelles planes, «Bullettin de la
Société roy. dés Sciences de Liege», 1942, Une représentation des transformations birationnelles du plan
et de I'espace, «Mémoires in-8° de I'’Academie roy. de Belgique», 1949.
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2. Consideriamo una trasformazione cremoniana T fra due piani a, a. Allé rette
a di a T fa corrispondere nel piano a' curve A di ordine n ed allé rettea di a, /
fa corrispondere curve A di ordine n del piano a. Le curve A formano una rete omo-
loidica | A |, cioé una rete di grado effettivo uno. Le curve A formano anche una
rete omoloidica | A" \

Consideriamo nel piano a il sistema (completo)

D ~ I (i —AI
Le curve D hanno l'ordine n + | e si comportano nei punti-base di A come
le curve A. Il grado del sistema | D | & 2n + 2 ed il suo genere ¢ n — 1. Di-

ciamo r la dimensione di questo sistema.
Sopra una retta a, le curve D tagliano una serie lineare di grado n -} 1 e di di-

mensione n + 1. Le curve D che passano per n + 2 punti di a contengono questa

retta e sono completate dalle curve di | A |. Abbiamo dunque r — (n + 2) = 2
e quindi r = n + 4 La dimensione di j1)| e n + 4
Riferiamo proiettivamente le curve D agli iperpiani di uno spazio lineare ad

n -- 4 dimensions Ai punti di a corrispondono nello spazio S,-(4 i punti di una super-
ficie F di ordine 2n + 2
Ai punti di una retta a corrispondono i punti di una curva razionale G, di ordine

n +1 ed ai punti di una curva A. i punti di una curva razionale C anche di ordine

n -\~ le n°i chiamiamo ancora D le sezioni iperpiaDC di F, abbiamo
D=C+C
Le curve C, C generano reti omoloidiche | G\, | | ed una curva C incontra

una curva C in n punti.

Osserviamo che gli iperpiani che contengono una curva C tagliano ancora F in una
curva della rete | C |. Questi iperpiani sono dunque o00? ed una curva C appartiene
ad uno spazio lineare di dimensione n -f~ 1. Le curve G sono dunque curve razionali
normali. Anche le curve C sono curve razionali normali. Gli n punti comuni ad una
curva C ed a una curva G appartengono ad uno spazio di dimensione n — 1 e sono

quindi indipendenti.



Consideriamo adesso nel piano a il sistema

IHI=1la + A" L

Questo sistema ha anche il grado 2n -f- 2, il genere n — 1 e la dimensione
n + 4. Eiferiamo proiettivamente le curve D' agli iperpiani di uno spazio S,,+t a
n -f- 4 diinensioni. Ai punti di a corrispondono punti di una superficie F' di ordine
2n + 2

Da un iperpiano ¢ di (SM+ si passa ad una curva D mediante una omografia H, da
questa curva D, T fa passare ad una curva D' e da questa curva, si passa ad un iper-
piano ¢ di S',,+t mediante una omografia H’. Si vede agevolmente clie ad un fascio di
iperpiani ¢ corrisponde un fascio di iperpiani quindi la operazione HTH' ¢ una omo-
grafia tra S,,+4 e S'n+i. Questa omografia fa evidentemente corrispondere F' a F.

Supponiamo gli spazi S,,+t, SH+4 sovrapposti. Possiamo scegliere le omografie H,
H' per avéré FITH' = 1. Le superficie F, F' coincidono e si vede che aile curve C
corrispondono nel piano a' le curve A' ed aile curve C le rette a'".

La superficie normale F rappresenta le coppie di punti di a, a corrispondenti

nella trasformazione T. Possiamo dire che F rappresenta la trasformazione T.3

3. Supponiamo che nelle reti | A |, | Al le curve A, A' abbiano tangenti
variabili nei punti-base. Allora anche le curve D, D' hanno tangenti variabili in questi
punti.

Diciamo 0I5 02, Ov i punti base di | M | e sI( s2 s, le loro mol*
teplicita per le curve A e 2); O[, 072 , O[, i punti base di | A" | e si, §2
- » si, le loro molteplicita per le curve A' e D'. Essendo le reti jA| \A'\ omoloidiche, si ha

Si + S} + v + 5y = nl — 1,
Si? + «2 + v + ' = N2 — 1
Consideriamo il punto Ox ed una retta jp passante per questo punto. Le curve D che
toccano la retta p nel punto Or formano un sistema lineare di dimensione n + 3. A

queste curve D corrispondono in /S,}4 iperpiani passanti per un punto P di F. Questo

punto corrisponde al punto infinitamente vicino di 04 sulla retta p. Quando varia p, il



punto P genera una curva G, di F, immagine dell’intorno (del primo ordine) di OX. La
curva Gx e di ordine sx

Le curve D che hanno la molteplicita sx + 1 nel punto Of formano un sistema di
dimensione » + 4 — (s1+1) = w + 3 — A queste curve corrispondono gli iper-
piani contenenti Gx, dunque questa curva appartiene ad uno spazio lineare di dimensione
sx. La curva Gx & una curva razionale normale.

Ai punti 02, 03, Ov corrispondono sulla superficie F curve razionali normali
G2, G3, ..., Gy di ordine s2, s3 sv. Queste curve non si incontrano e non
incontrano le curve O, ma incontrano le curve G.

I punti di Gi rappresentano le coppie di punti omologhi di T di cui uno ¢ infinita-
mente vicino ad Ox. | punti di queste coppie del piano a formano una curva fondamen-
tale £2i. La curva Gx incontra le curve G' in st punti, dunque le rette di £2, in sx punti

e Qi e di ordine S1i

Diciamo £2%, Q2 £2° le curve fondamentali della rete | A | omologhe dei
punti Ox, 02, ..., Ov; esse hanno gli ordini Si, Ss2, SVv.

Ai punti 0% 02, O'/ corrispondono sulla superficie F curve razionali normali
Gl, G2, G/ di ordine s* s2 si. Queste curve non si incontrano e non

incontrano le curve G, ma incontrano le curve C. A queste curve corrispondono nel piano
a le curve fondamentali £2, £22, Qv della rete A |; esse hanno gli ordini
Si, S2j .eej SV

Supponiamo che le curve Gi, Gl si incontrino in aik punti. Ad uno di questi punti
corrisponde nel piano a un punto infinitamente vicino ad O; appartenente alla curva f2*
e nel piano a, un punto infinitamente vicino ad Ok appartenente alla curva £2;, Dunque

la molteplicita di per la curva £2* e quella del punto 01 per la curva £2' sono eguali.4

4.Consideriamo una curva A. Da un lato, questa curva appartiene al sistema delle
curve di ordine n ed ad essa corrisponde sulla superficie F una curva del sistema | nC\

Da un altro lato, la curva A passando s, s2, ..., sv volte per i punti 0Ox, 02

Ov, ad essa corrisponde una curva
C -j* SiGj S2G2 -(-=== H- SyGy.
Si ha dunque la relazione funzionale

(1) nC = C + sxGx + s2G! + ... + svGy.
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Consideriamo la curva f£2i di ordine si, passanti an, a2l avl volte per i
punti Ox, 02, ..., Ov. Da un lato, alla curva corrisponde una curva del sistema

| S[C | e da un altro lato, la curva

Ox + allGj + alG? "h +++ + «iIGv.

Abbiamo dunque la relazione funzionale

S2C = Gi 4" anGi 4~ aliffi 4" «++ 4" avi(iv.

Nello stesso modo, abbiamo

@) SIC = Gi - «ii + %Gl 4" vvv 4 @& (i = 1, 2 V).

Abbiamo anche

3) NnC = C + siGi + s2Gi 4- ¢+ + «i'Gi,,
4) SfcC' = Gft 4" «fciGi 4" &kzG2 + ... + afcv'GV, f& — 1, Vo> V)-
Indichiamo con [X, Y] il numéro dei punti comuni a due curve X, Y e con

[ X, X] il grado virtuale di una X.

Dalla relazione (1), noi deduciamo

n[G, Gx] = [C, ax] 4- SX[Gx, Gx] + s2[Gx, G2] + ... + sv[Gly Gv],

cioe [Gx, Gx] — — 1 Il grado virtuale della curva Gx e piu generalmente delle curve
G2, ..., Gv, G[, G2, ..., G, & uguale a — I. Osserviamo che nel passaggio dal
piano a alla superficie F, al punto Ox corrisponde una curva Gt e quindi questa curva &
eccezionale, dunque di grado virtuale — 1

Calcoliamo, mediante le relazioni (1) e (2), [C, C], [G[, Gi], [Gi, Gi],



tay, Gy]. Abbiamo
sf + sl + 100 + sy = nl — 1,
at + afl + o1 + avl — Si -(-1,

a? - a, + ... + *) = s} —+1,

af,./ ')' O(:].VI f- ...+ aw' = * " 1

Ne deduciamo

Mutando le reti | A\, | A" |, si ha

dunque Vv = v.

Possiamo scrivere le relazioni (1), (2), (3), (4) sotto la forma

' C = nC — SiGi — s2G2 — ... — svGy,
Gi SiG «nfil 021G? S &vi
Gl = s2C cti2Gi  a22G? j
Gy == svG— &IiVGi oa2vG? WGV,

C = ne — s;g, — s2g? — ... — s;g;,

Gi = SiC' — aiiGi — aj2Gl — ... — «iVG,,

Gl — s2C 052iGi 022G? e ot2vGhy !

Gy A= SyC '~ OyI6l  02G2 ...  O'yGy.



Abbiamo

«*2

an

(V)

5. Calcoliamo [O', Gt], [C,

«11*1 +

ai2$l +

alvsx -}-

e, mutando i sistemi | A |, | M |

ailnl "

M 4

ooylsl +

2 e

G2],

ansy+ ..

A+ v

ansl 4+ e

ai2e? 4

224"

w2« +

s? -

o T S —-—a.
2 = s"2 — 1
2 = s ——a,

v = *2 -~

[O, G[]. Troviamo

+ aviSy =nsi,

+ 2V vise

+ awsy = Wws'V,

4° alVev = WSl

ey — WS
.+ «wSy = WS,

La trasformazione T & completamente determinata dalla conoscenza del sietema omo-

loidico | A |,

(). Si vede che la sostituzione nella (I) delle espressioni di

quindi le relazioni (II) debbono eesere una conseguenza delle relazioni

C, Glt G2, G» date

dalle (I1) conduce ad identita mediante le relazioni (111) e (V).
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6. La jacobiana Gy della rete | C | contiene le curve fondamentali di questa rete,
cioé le curve Gi, G2, , Gv. Se la curva Gy avesse ancora un’altra componente. que-
sta sarebbe fondamentale, essendo C | omoloidico. A questa curva corrisponderebbe

nel piano a un punto coinune a tutte le curve A, distinto da OIt 02, eee, O0U) il che

& impossibile. Abbiamo dunque

Ci=6G + G + .m+
e, per la rete | G

Gy = G[ + Gx + ... + Gv.
Dalla relazione fondamentale

Cj + 30" ~ C- + 30,

abbiamo

viIn 300+ Gt + G, + ... + G, s 30-H Gi + G, + ... + GV

Le sezioni di queste curve con C' e C danno

Si + "Hovre "f s« — 3(n — 1),
si + 82 - ... f~sv =3(n—1).
Le sezioni colle curve GIt G2, ..., Gv danno
«ii (- «12 4% voo f~ «iv — 3Si 1
avi -f- «w2 |- eee f- aw — 3sv — 1,
e
«n 4% «i + .0 + «wi — 3si — 1,

dV 4+ @ + oo H-Wy = 3sv — 1.



7. Abbiamo supposto che in nn punto fondamentatale della T nel piano a le curve
A avessero tangenti variabili. Vogliamo adesso esaminare altri casi.

Supponiamo che in un punto fondamentale O, multiplo di ordine s, le curve A ab-
biano sx < s tangenti distinte fisse tx, t2, ..., tSl. Supporremo che le curve A ab-

biano tx, t2, ..., t come tangenti ordinarie e diremo Ox, 02, ..., 03 i punli in-
finitamente vicini ad O sopra queste tangenti.

Si dimostra, come nel caso generale, che ai punti infinitamente vicini ad 0, corri-
spondono sopra F i punti di una curva G di ordine s — s,, appartenente ad uno spa-
zio a s — Si dimensioni. La curva G é razionale normale.

Consideriamo una couica y irriducibile, tangente alla retta t« nel punto O. Allé curve
D che osculano la conica y nel puntoO corrispondono nello spazio S, s gli iperpiani
passanti per nn punto P. Questo punto corrisponde al punto infinitamente vicino ad O
sulla conica y. Quando varia y, il punto P descrive una retta glf immagine dell’intorno
del punto Ox. La retta g« incontra la curva G in un punto: agli iperpiani passanti per
guesto punto corrispondono le curve D che hanno ix come tangente doppia.

Agli intorni dei punti 02, ..., 0S8 corrispondono rette gx, ..., g¥% appoggiate
alia curva G.

Nel caso qui studiato, al puuto Ocorrispondeuna curva di ordine s riducibile in
una curva di ordine s — Si ed in Sjrette.8

8. Supponiamo adesso che le curve Ae quindi le curve D abbiamo in un punto O,
multiplo di ordine s, s tangenti fisse tx, t2, ..., ts. Ohiamiamo OX 02, ..., Os i
punti di queste rette infinitamente vicini ad O.

Esistono curve oo0”+s curve D che hanno la moltiplicita s + 1 nel punto 0. Gli
iperpiani corrispondenti nello spazio <, 44 passano per un punto P di F, multiplo di or-

dine s + 1| per questa superficie.

Come nel caso precedente, si dimostrache agli intorni dei punti Ox, 02, ..., Os
corrispondono sopra F, s rette g1} g2, ..., gsI Queste rette passano per il punto P
perche fra le curve D che hanno la molteplicita s 4~ | nelpunto O, si trovano curve

aventi una delle rette tx, t2, , 1§ come tangente doppia.

All'intorno del punto P sulla superficie F corrisponde 1 intorno del punto O nel
piano a.

In questo caso, la curva G corrispondente al punto O é riducibile in s rette passanti
per un punto multiplo della superficie F.



SOPRA UNA RAPPRESENTAZIONE DELLE

TRASFORMAZIONI CREMONIANE FRA DUE SPAZI

Conferenza tenuta il 20 aprile 1961

1. Le prime ricerche sulle trasformazioni birazionali dello spazio sono dovute a Cre-
mona, Cayley, € Noether. Molti lavori successivi sono relativi a trasformazioni parti-
colari. Al Montesano ¢ dovuto una importante memoria sul caso generale (*). Di tutte
queste ricerche, si trovera un sunto e la bibliografia nel nostro opuscolo dello Memorial
des Sciences Mathématiques [2). Qui vogliamo introdurre un variety a tre dimensioni rap-
présentante le coppie di punti omologhi in una trasformazione cremoniana tra due spazi
a tre dimensioni. Si trovano agevolmente alcune relazioni funzionali e si deducono le

relazioni fra gli elementi fondamentali della trasformazione.

2. Oonsideriamo una trasformazione cremoniana T fra due spazi S, S. A un
piano a di S, T fa corrispondere in S' una superficie A' di ordine n' ed ad un piano
a di S, T-1 fa corrispondere una superficie A di ordine n. | sistemi | A |, | A" |

(*) Montesano, Sulla teoria generale delle corrispondenze birazionali fra i punti dello spazio «atti
della Accademia di Napoli», 1926.

() L. Godeaux, Les transformations birationnelles de I'espace, » Mémorial des Sciences Mathémali-
ques», Facs. LXVII, Paris, Gautier-Yillars, 1934. Vedere anche per la teoria generale delle trasformazioni
birazionali, il nostro libro: Géométrie algébrique, tome 1, Paris, Masson, 1948.



sono otnoloidici. b uori della base, due superficie A si incontrano in una curva a di or-
diue n' e due superficie A' in una curva a' di ordine n.
Nello spazio £, consideriamo il sistema

[Di=la+ Al

le cui superficie hanno l'ordine n + 1 e si comportano come le superficie A nei punti
e nelle curve-basi di A.

Diciamo [Z, Y, Z] il numéro dei punti comuni a tre superficie X, Y, Z. Abbiaino

[D, D, £] = [«, « a] + 3[a, a, A] + 3[a, A, A] -f [A, A A],

dunque il sistema | D | ha il grado 3(n -f- n') + 2

Se r é la dimensione di | D |, riferiamo proiettivamente la superficie D agli iper-
piani di nno spazio S, a r dimensioni. Ai punti di S, corrispondono i punti di una varieta
V a tre dimensioni, di ordine 3(n + n') + 2

Ai punti di un piano a di S corrispondono i punti di una superficie F di V e quando

a varia, questa superficie varia in un sistema omaloidico | F | L’ordine della superficie F &

[a, D, D] = [a, a a] (- 2[a, a A]--[a A Al =2n + n' - 1

Due superficie F' hanno in comune una curva C, razionale, di ordine n + 1. Aile

superficie A di E corrispondono sopra V superficie F' di ordine

[A, D, DI = [a, a A] 2[a, A, A] - [A A Al =2n" - n 1

Le superficie F' formano un sistema omaloidico | F' | e due superficie F’ si incon-
trano in una curva C di ordine n' + 1
Se notiamo ancora con D le sezioni iperpiane della V, abbiamo
D=F+ F.

TTua superficie F ed una superficie F' hanno in comune una curva K di ordine

[a, A, D] = [a, a A] 9)-[a, A, A] — n + n"
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Questa curva pub nou essere razionale. Essa corrisponde ad una sezione piana di

una superficie A.

Nello spazio S' possiamo anche considerare il sistema
|D'| =]a + A |

La trasforraazione T fa corrispondere le superficie D' aile D, dunque D | ha
anche la dimensione r.

Riferiamo proiettivamente le superficie D' agli iperpiani di uno spazio Sr a r dimen-
sions Ai punti dello spazio S' corrispondono i punti di una varieta Y a tre dimensions

Nello stesso modo che nel caso delle trasformazioni fradue piani, si dimostra che
Y corrisponde a V in una omografia fra Sr et &. Se questispazi sono sovrapposti, pos-
siamo supporre che le varieta V e Y coincidono. Allora, aile superficie Fcorrispondono
le superficie A" e aile superficie F, i piani a di S

La varietd V rappresenta le coppie di punti di S, S' omologhi nella trasformazione F.

3.Sia O un punto fondamentale isolato di T nello spazio 2. \ ogliamo dire un punto
che pub appartenere a qualche curva fondamentale di T ma ha allora una multiplicita
maggiore di gnesta curva per le superficie A.

Supporremo di piu che i coni tangenti aile superficie A nel punto O sono vanabili,
senza parte fissa e variano in un sistema almeno 002 e in generale un sistema 003 Di-
remo che il punto fondamentale O é regolare.

Le superficie D che toccano una retta d in O formano un sistema lineare di dimen-
gione r — J. A queste superficie corrispondono nello Sr gli iperpiani passanti per un
punto P di V. Questo punto rappresenta il punto infinitamente vicino ad O sulla retta d.
Quando varia questa retta, il punto P descrive una superficie razionale G, immagme
dell’intorno del punto O.

Alla superficie G corrisponde nello spazio S' una superficie fondamentale Q. L’ordine
di G e della superficie Q' & la multiplicita p di O per le curve corrispondenti aile rette
di 2' nella T—\

Una superficie F non incontra in generale la superficie G, ma se una superficie F
incontra G in un punto, essa contiene questa superficie. Infatti, questa superficie F rap-

presenta un piano di 2 passante per O.



4. Consideriamo nello spazio S una curva fondamentale di prima specie y di T, di
ordine v, multipla di ordine sper le superficie A. Supporremo che i piani tangenti allé
superficie A in un punto diysono variabili colle superficie. Firemo allora che la curva
y & fondamentale regolare per la trasformazione.

Siano P un punto di y,P tangente a y in P,« un piano contenente la retta p. Le
superficie D che toccano inP il piano a formano un sistema di dimensione r — 1 e
gli iperpiani corrispondenti passano per un punto P) di V che rappresenta i punti del
piano w infinitamente viciai a P. Quando gira il piano w intoruo a p, il punto P0 genera
una curva vy,, razionale, di ordine s.

Quando il punto P descrive la curva y, la curva Yo genera una superficie H. Questa
superficie rappresenta i punti di S infinitamente vicini di y e nello spazio S', una super-
ficie fondamentale (f> L’ordine di questa superficie (>, € eguale al numéro q dei punti
variabili di appoggio sopra y delle curve a trasformate dalle rette S' mediante T~\

L’ordine della superficie H & uguale al numéro dei punti di incontro variabili di y
con la curva comune a due superficie D. Consideriamo due superficie D riducibili in un
piano a ed una superficie A. La retta aa non incontra y. Ognuna delle curve aA incon-
tra y in v punti ed a uno di gnesti punti corrispondono s punti di H. Infine, la curva
AA incontra y in g punti variabili. L’ordine di H ¢ dunque 2vs -f q.

| n piano a di S incontra y in v punti. Ad ognuno di questi punti corrisponde una
curva y0 di ordine s. Ne concludiamo che una superficie F taglia la superficie H secondo
un gruppo di v curve y0 di ordine s. Come una superficie F -J- F' & una sezione iper-
piana di V, una superficie F' incontra H in una curva di ordine vs + .5

5. Consideriamo infine una curva fondamentale |' di seconda specie, di ordine v,
multipla di ordine s per le snperficie A. A questa curva corrisponde, corne si sa, una
curva di seconda specie F di S', di ordine v, multipla di ordine s' per la superficie A"
Le curve T, F sono razionali e si ha

s = W, s — Xv.

Si sa anche che ai piani a (0 a') passanti per un punto P (0 P) di T (o di F) eorri-
spondono superficie A' |o A) che hanno X piani tangenti comuni in ogni punto della curva
F (0 T). In altre parole, queste superficie A" (0 A) hanno in comune una curva di ordine
Xv (0 Xv) infinitamente vicine alla curva F (0 T). Quindi, ad una retta a di S (0 di S)
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appoggiaiii alla curva T (0 T) corrisponde nello spezio S' (0 X) unacurva ¢ [0 ¢) di
ordine ft — Xv' (0 fI' — Xv) appoggiata in un punto alla curva 1 (0 T).

Le superficie D passano s volte per la curva T. Consideriamo un punto -P di 1 ed
una retta p passante per P ma distinta della tangente a T in P. Come & gia stato richia-
mato, alla retta p corrisponde una curva ¢ appoggiate in un punto P' sulla T (questo
punto P' varia con p). Nella corrispondenza fra a e cp, il punto P' corrisponde al punto
P. Le superficie D incontrano p fuori di P in n + 1 — s punti, dunque le superficie
D' incontrano ¢ fuori di P' in n 1 — s punti. Ne risulta che aile superficie D
toccante p in P corrispondono superficie Z)' toccanti ¢ in P'.

Tra le superficie D toccanti p in P si trovano le superficie formate da una super-
ficie A toccante p in P e da un piano qualunque. D’altra parte, si trovano anche super-
ficie formate da un piano a passante per P e di una superficie A qualunque. Ne dedu-
ciamo che le superficie D toccanti p in P hanno s — 1 piani tangenti variabili in
questo punto e un piano tangente fisso passante per la retta p. A queste superficie D
corrispondono iperpiani passanti per un punto P0O. Questo punto rappresenta la coppia P, PO

Quando varia la retta p e quindi il punto P', il punto Po descrive una curva x di
ordine s. Quando varia P sulla curva T, la curva x varia e genera un fascio | x | sopra
una superficie M. Questa superficie ¢ I’immagine delle coppie di punti delle curve f, r.

Mutando in questo ragionamento le curve T e F, si vede che ad un punto P di T
corrisponde ad una curva X' che, quando P' varia sopra F, varia in un lascio lineare
[ X" I-

Un piano a taglia le curve Y in v punti ed a questi punti corrispondono v curve x-
dunque una superficie F taglia la superficie M in v curve x di ordine s. Una superficie
F' taglia la superficie M in v' curve Xi di ordine s'. Quindi, una sezione iperpiana di V

¢ tagliata da M secondo una curva di ordine

Vs + V'S = 2Xw' = 2vs = 2V's'6

6. Supponiamo che la trasformazione T possieda, nello spazio S,

h punti fondamentali isolati, regolari, 01( O-, eee , On rispettivamente multipli

di ordine rl; r2, ..., rh per le superficie A.

A curve fondamentali di prima specie, regolari, y2, ..., Yk rispettivamente

multiple di ordine sx, s2, ..., Sic per le superficie A.
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| carve fondameutali di seconda specie, 1\, T2, F; rispettivamente multiple

di ordine tx, t2, ..., ti per le superficie A.

Supponiamo inoltre che la trasformazione T possiede, nello spazio S,

h' punti fondamentali isolati, regolari, O[, 02, ..., 0 multipli di ordine ri,
r2, , r'w per le superficie A'.
k' curve fondamentali di prima specie, regolari, yi, y2, ..., y* multiplo di or-
dine si, si, ..., sii per le superficie A.
I curve fondamentali di seconda specie, I, F2, ..., F;, rispettivamente asso-
ciate allé curve I\, r,, ..., Th multiple di ordine ti, t2, ..., ti per la superficie A"
Ai punti 0,, 02, ..., Oh corrispondono sulla varieta V superficie Gx, G2
Gh ed ai punti O[, 02, ..., O\ superficie G[, G2, ..., Gh,
Allé curve yl( y2, ..., yk corrispondono alla V superficie Hx, H2 Hh
ed allé curve vyi, y4, ..., yk superficie Hi, Hi, ..., H'v.
Allé coppie di curve T, e T,, T2 e F2, ..., Fj e T’ corrispondono sopra V

superficie Mx, M2, ..., Mt

i. Consideriamo una superficie A. Da un lato essa appartiene al sistema delle super-
ficie di ordine n e la superficie corrispondente sulla V appartiene al sistema | nF |.

D’altro lato tenendo conto che A passa per gli elementi fondamentali di T, ad essa
corrisponde una superficie F' ed rl volte Gl; r? wvolte G2, ..., rh volte Gh, slt s2
.., Sk wvolte Hx, H2 ..., Hlc, tx t2, .... ti volte Mx, M2, ..., Mi. Abbiamo

quindi la relazione funzionale

nF = F' + rlGl -f r2G2 + ... + rkGh + slHx + s2H! -)-eee + SkHk

N-N R kM2 + UMi.

Alla superficie G\ corrisponde nello spazio S' Fintorno del punto 01 e nello spazio S
una superficie fondamentale Qj, di ordine pi, essendo p, la multiplicity del punto O\ per
le curve T fa corrispondere aile rette di S. Supponiamo che la superficie passi I,
rai, Thi  volte per Ox, 02, ..., Oh, Sn, s, ..., SM per le curve vy,
T2, vvv, y» e tu, t2i, ..., tu volte per le curve ri; T2, ..., T,



Col ragionamento precedente, abbiamo

ptF = Gi + + niGl + ... + rmGh + «i/&E + sliH? + .+ + sktHk

t“MJ, ')' t2|M2 tUMI (* —_ !l) 2’ BUCES h )

Alla superficie H corrisponde nello spazio £' I’intorno della curva y! e nello spazio

S una superficie fondamentale <, di ordine i eguale al numéro dei punti d’appoggio

variabili sopra y* delle trasformate delle rette di S. Supponiamo che la superficie <bj passa

Pji volte per il punto O (j =1, 2 ..., h), ap volte per la curva y» (J = 1 2
., K), Zji volte per lacurva F (j =1, 2, ..., I).

Abbiamo la relazione funzionale

gtF = H'i -+ piiGi + PaG? + ... + phiGn + ViiHi + aliH? + ... xkiHk

- tiiMi - R2AR2 fH e 1 , (i — 1) 2, .v+> k).

Abbiamo cost un primo gruppo di relazioni funzionali che scriveremo

F'—= nF—rlGl — ... — rhGh — s2Hi — ... —_ skHk — t\M2 — ... — UMu
1 Gi = piF —rliGl — ... — TmMGh — swin — ... — skiHk — tpMi,
(I) } (i = 1v 21 LR | h' )v
| Hi —qiF —PUGIi — ... — pmGh — guHi — ... — akiHk x"Mi ... xuMi
\ (i=1 2 ..., k).
Mutando i sistemi | A\, | A" |, abbiamo un secondo gruppo
FEi=nH - kg; —--.—rhGh" — s[H[ — ... — Sk'Hlo — m, —. .. — t'iMi,
Gi «< piFl — r'uGl — ... — Yfi'iGh' SiiHi ~ ... Sjc'fHjc’ — tiiMi ... — tuMu
=1 2 ..., h)
Hi N «%# — pliiG[ — — ph'iGh* o — xuMi — ... — xuMij,
(* = b 2, ..., k)

dove p’, ¢, r, s, F p, & x sono numeri p, g, r, ... relativi aile superficie £2,

e aile curve F.
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8. Quando si da il sistema omaloidico | A |, la trasformazione T & completamente
determinata, dunque le relazioni (1) debbono essere conseguenze delle (I). Se, nelle (I),

si sostituiscono le espressioni di F, G, H date dalle (Il), si ottengono identita.
La prima delle (I) da

S Tipi - S §jgj = nn' — 1,

“ Mhaj ‘P N Sjpaj nvir, (a-p1l 2 ..v, h),
“ONSxt -p N SjOxj ns”, @a=1 2 . |, K),
S ntai + S Sjxaj = nt'a, (a =1, 2 1),

\i =1, 2 , fe ] =1 2 k"

Tra le altre relazioni, abbiamo ancora

A piria + 2 sNj = para + 1, (a =1, 2 , h),

~ PigSfii + 2 aygOpy = qpSp 1, P =1 2 ..., &),

=1 2 .., fc; i=1 2 , K).

Facciamo nella prima di equazioni a = 1, 2 , h & nella seconda jl = h 2

k. Per addizione, abbiamo
" H Xfix?ai-I- 2 2 -(- Sjapxj -J- 2 S pifcSfij -p ~ S abpap/ =
1 a ] a 1 p J P

N Para -p L -p Kk -p k
* P

Se, nella prima delle equazioni (ll), sostituiamo F', G, H' date dalle (1), il coef-
ficiente di F & nullo e abbiamo

gPaT‘x + PS grsp = nn' — 1
Il secondo membro della (2) & quindi

nn + h - k — 1



