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E. F. ECkarDT (1) a considéré les points simples d’une surface cubigue
appartenant & trois droites de cette surface. Nous appellerons plus géné-
ralement point @’EckarDT d’'une surface algébrique un point simple de
cette surface en lequel le plan tangent coupe la surface suivant une courbe
ayant un point triple au point de contact. Dans cette note, nous établis-
sons quelques propriétés de ces points.

1. Soit I une surface algébrique d’ordre #. Le plan tangent o en
un point simple O de cette surface coupe celle-ci suivant une courbe
C, ayant en général un point double & tangentes distinctes en O. La
(n — 2)-iéme polaire du point O par rapport 4 la surface F est une
quadrique Q tangente & F au point O et larsection de Q par ¢ est for-
mée des tangentes en O a la courbe C, (tangentes asymptotiques
de F en O).

Si le point O est parabolique pour la surface F, les tangentes asymp-
totiques coincident et la courbe C, a un point de rebroussement en O.
La quadrique polaire Q touche le plan ¢ suivant la tangente de re-
broussement et est par conséquent un cbne. Le sommet de ce cone
ne coincide pas avec le point O, car une droite p passant par O
et n’appartenant pas a ¢ coupe encore F en % — 1 points; le
(n — 2)-idme groupe polaire de O par rapport & la section de F par
P se compose donc du point O et d'un point distinct de O, appar-
tenant au cone Q.

Supposons maintenant que O soit un point d’ECKARDT de la surface
F, c’est-a-dire que la courbe C; ait un point triple en O.

Une droite s passant par O et située dans ¢ coupe F en # points
dont trois (au moins) sont confondus avec O ; le (n — 2)-iéme groupe
polaire de O par rapport a ce groupe de points est donc indéterminé
et la droite s appartient 4 la quadrique Q. Il en résulte que cette qua-
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drique est dégénérée et contient le plan ¢ comme partie. Elle est com-
plétée par un plan o, qui ne passe pas par O (pour la méme raison
que le sommet du cone Q. dans le cas olt O est paraboligue, est en
général distinct de O).

Inversement, supposons que la quadrique Q soit dégénérée en deux
plans dont I'un est le plan tangent c. Une droite s passant par O et
située dans o coupe F en » points comprenant le point O compté au
moins deux fois et un groupe G contenant au plus n — 2 points. Le
(n — 2)-iéme groupe polaire de O par rapport aux points d'inter-
section de F et de s se compose du point O et du (n — 2)-iéme groupe
polaire de O par rapport au groupe G. Or, puisque la droite s appartient
4 Q, ce groupe doit étre indéterminé, ce qui exige qu’il soit formé de
moins de # — 2 points. Il en résulte que la droite s coupe T en trois
points au moins confondus en O et que O est un point d’ECKARDT.

La condition nécessaive et suffisante pour qu'un point simple d’une
surface algébrique soit un point d’ECKARDT est que la (n — 2)-iéme
polaive de ce point par vapport 4 la surface contienne comme partie le
plan tangent & la surface aw point considére.

2. Soit
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I'équation de la surface F. Si nous désighons par vy, Yg Vs Ya les
coordonnées du point O, I'équation de la (v — 2)-ieme polaire Q de O
par rapport 4 F s’écrit
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de la surface F, la quadrique Q est un cone et la ligne parabolique
de F est intersection de cette surface avec la hessienne (en dehors
des points multiples éventuels de F).
© Si O est un point d’ECKARDT, la quadrique QO dégénére en deux
plans et par conséquent, au point 0, tous les mineurs du déterminant
du premier membre de (1) sont nuls. Les dérivées de ce déterminant
s'exprimant au moyen des mineurs, ces dérivées sont nulles au point O
et par conséquent O est double pour 1.

En un point ' ECKARDT, la hessienne d'une surface posséde un point
double.



3. Pour nous rendre compte de la nature du point double O pour
la hessienne, déplagons le tétrasdre de référence de maniére que O
ait pour coordonnées 0, 0, 0, 1 et que le plan tangent ¢ A la surface
ait pour équation ¥, = 0. Représentons par o,(x;, %,, %3) un polynome
entier rationnel et homogéne de degré ¢ en xy, %,, x. L’équation de la
surface F s'écrit sous la forme
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Formons I'équation de la hessienne. Le terme de degré le plus élevé
en x, est
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La hessienne étant d’ordre 4n — 8, le point O est bien double
pour cette surface. Le cone tangent en O a pour équation le coefficient
de x§"~10 égalé A zéro, c’est-a-dire
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Ce cone est en général irréductible et O est donc un point double
conique pour la hessienne.

Nous allons préciser ce résultat. Supposons que le plan tangent o
a Fen O coupe la surface suivant une courbe Cy ayant un point au
moins quadruple en O. Alors, dans I'équation (2), on doit poser
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En portant ces valeurs dans Péquation (3) du cone tangent a la
hessienne en O, on voit qu’elle se réduit & x§ = 0. Nous pouvons donc
énoncer le théoréme suivant : ‘

En un point d'ECKARDT d'une surface algébrique, triple pour la
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section de la surface par le plan tangent en ce point, la hessienne posséde
un point double conique.

De plus:

En un point simple d'une surface algébrique, quadruple an Mmoins
pour la section de la surface par le plan tangent en ce point, la hes-
sienne a un point double uniplanaire, le plan tangent coincrdant avec
le plan tangent & la surface.

PRODUIT DES DISTANCES DE DEUX POINTS
CONJUGUES ISOGONAUX A UNE DROITE
QUELCONQUE DU PLAN DU TRIANGLE,

par M. M. MoNsEAU, a Hanoi (Indochine).

On connait le théoréme de T. LemoyNE d’aprés lequet les cercles podaires
des points d’une droite sont orthogdnaux & un cercle fixe (NA, 1904, p.
400). Le centre de ce cercle est Vorthopole de la droite ; le carré de son
rayon est égal, au signe pres, au double produit des distances & la droite,
de T'orthopdle de cette droite et du centre du cercle circonscrit (A. HAAR-
BLEICHER, De Pemploi des droites isolvopes comme axes de coordonnées,
p. 60).

Pour la commodité de 'exposé, on appellera ce cercle le cercle de LE-
movNE de la droite considérée.

L’objet de cette note est de faire connaitre une expression métrique
du théoreme de LEMOYNE et de donner quelques propriétés des cercles de
LEMOYNE ainsi définis.

1. THEOREME. Etant donnés ume dvoite quelconque dw plan d’un
triangle et un couple quelconque de points isogonaux, le produil des
distances de ces points & la droite est égal 4 la puissance commune de
lewr cercle podaire et du cercle de LEMOYNE de la droite (*).

Soient en effet A, une droite du plan d’un triangle ABC, (M, M)
un couple de points isogonaux ; par les points M et M’ menons les
droites A et A’ paralléles & A, et désignons par (. o), (0, ), (o', ")
les cercles de LEMOYNE des droites Ay, A, A
" Les points w,, ®, «»' sont situés sur une perpendiculaire commune

() On entend, suivant T'usage, par puissance commune de deux cercles la
différence entre le carré de la distance des centres et la somme des carrés des
rayons ; il est clair qu’elle est nulle quand les cercles sont orthogonaux.



