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Matematica. — Sur une surface algébrique de genres fro et
de bigenre deux. Nota di L. Godeaux, presentata(,) dal Socio
F. Enriques.

On sait qu'il existe des surfaces algébriques dépourvues de courbes
canoniques mais possédant des courbes bicanoniques: le premier exemple
d’une telle surface fut donné par M. Enriques «; c'est la surface de genres
P« ~Pi —P3 =0>PM=P* =1, qui peut se remener, par une transfor-
mation birationnelle, a une surface du sixiéme ordre passant doublement
par les arétes d un tétraédre. Cette surface a une courbe bicanonique d’ordre
zero. Un second exemple est di a M. Castelnuovo U); qui a construit une
surface de genres pa =p« =0 , p(b =1 , P2 = 2, possédant un faisceau
de courbes bicanoniques elliptiqgues. Nous nous proposons d’exposer dans
cette Note un exemple d’'une surface algébrique de genres p, = ps = o0 |,
pvV) = Rj = 2 , Py = 4. *Nous y avons été conduit par le raisonnement
suivant .

Soit F une surface algébrique réguliére contenant une involution cy-
clique Ip, d ordre p, dépourvue de points unis. Supposons que le systéeme
canonique de F ne soit composé ni au moyen d'un faisceau, ni au moyen
de linvolution 1? et qu’il ne posséde pas de composante fixe. Supposons
en outre que les genres géométrique p? et arithmétique p, de cette surface
soient

p, =pe —p— 112

(1) Nella seduta del 6 dicembre 1931.

(2) F. Enriques, IntroAutione alla geomtlria sopra le superficie algcbriche (Memorie
della Societa dei XL, 1896, t. X, p. 66).

() U Castelnuovo, Salle superficie di genere “era (Idem. p. 122).
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Une surface <P, image de I'involution Ij., est reguliere. Entre les genres
arithmétique tz, et linéaire itl) de O et les genres arithmétique pa et linéaire
p('l de F, on a les relations

ppF1 =PC%r o
pty-— 1 =p (nél) — 0,

et par suite on a =0.

Désignons par T la transformation birationnclle de F en elle-méme
génératrice de l'involution If. T transforme le systtme canonique de F en
lui-méme. Aux courbes canoniques de F, transformées en elles-mémes pai
T, correspondent sur C* des courbes qui ne peuvent appartenir a leuis
adjointes, et la surface réguliere <> de genres géométrique et arithmétique o,
est dépourvue de courbe canonique. Far contre, peut posséder des courbes
bicanoniques.

Appliquons ce qui précede au cas ou F est une surlace du cinquiéme
ordre, ne passant pas par les sommets du tétraédre de référence, qui soit
unie pour I’homographie de période cing

X, | X, X X, :SX2:el X, s X

ou e est une racine primitive cinquiéme de I'unité.

On aactuellement p =5 , p* —Pt —4 > FP=6 surface ~ aura
les caracteres =tt*=0,*™>=P,=2, P, =4,11 et les courbes
bicanoniques seront des sextiques gauches de genre quatre, formant un
faisceau. ) .

Nous réserverons a un travail plus étendu le développement de ce qui
précede; nous nous bornerons dans cette Note a la consideration d une surface
du septieme ordre, possédant quatre droites doubles tacnodales, cotés d un qua-
drilatere gauche et nous montrerons quelle a les genres p,, —pe = o , j,(b = - ,
P,=2,P, =4)>%=T: )

Considérons la surface d’ordre sept, d équation

a, x*x2x] + ax x.x +al xIX X2 F raxixaxi — "N
Cette surface est circonscrite au tétraédre de référence et a comme

droites doubles les arétes X, XX=0,x2—xt=0, xXt=x, =00 ,
x3 = x, = 0. De plus, elle possede une droite double infiniment voisine

(1) F. Severi, Suite relationi die legano i caratteri... (Rend. Istituto Lomb., 19°3)-
Voir aussi, pour le cas particulier des relations de M. Severi qui nous intéresse ici. nos
Recherches sur les involutions.. . («Bull, de la Soc. Math, de France», 1919)'



— 481 —

de chacune des droites précédentes, a savoir: une droite double infiniment
voisine de X, =x2 =0 dans le plan X, = O, une dans le plan x2 =0
infiniment voisine de x2 = x4 = o0, une dans le plan x4 = o infiniment
voisine de x4 = x, = o, enfin une dans le plan x, = o, infiniment voisine
de x3 = x, = o.

Les sommets du tétraédre de référence sont triples pour la surtace O.
Celle-ci est irréductible et ne posséde pas de point multiple en dehors de
ceux qui viennent d’étre indiques.

Les adjointes de la surface O sont des surtaces cubiques qui doivent
passer par les arétes du tétraédre de référence qui sont doubles pour la
surface, en y touchant la face qui contient la droite double infiniment
voisine. De telles surfaces n’existent pas et le genre géométrique de O est
p, = 0. Les biadjointes de la surface O sont des surfaces du sixieme ordre
qui doivent passer par les droites doubles, chacune de ces droites comptant
pour huit dans I'intersection. Il en résulte que les biadjointes sont données
par

X2 %3 M (M NG N2 A N

On a donc pour O le bigenre P2 = 2. Les courbes bicanoniques sont
des sextiques gauches de genre quatre passant par les sommets du tétraedre
de référence et on a pW — 2.

Les triadjointes de la surface O sont les surtaces du neuvieme ordre

XX XX+ X+ X X+ Xt *4) = ©-

Les courbes tricanoniques sont donc les sections planes, de genre sept.
Les surfaces 4-adjointes sont formées des faces du tétraedre de réfé-
rence, comptées chacune deux fois, et de la surface

X, X]Xj + X2X; Xj 4 X, X; X2 Xt 4V x2x, xt 4- X§ Xj X. X2 +
4- X6 x] X, X, + XI X, X2 X, x4 = o.
On a donc P4 = 7. De plus, les surfaces précédentes découpent, sur
une section plane, la série canonique complete, donc la surface O est régu-

liere (Jpa =pi = 0).
Les droites x, = x4 =0 , x2 = x3 = 0 sont exceptionnelles.

(torna, 1931 — Don. Q. Rardi, T>P- della R. Accad. dei Uncei,



