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téristiques, la suite de Laplace envisagée a la période six et réciproquement.
On doit donc avoir :

U:;‘I"L),ﬂ. \“,'—':01 \,.'l 1‘21) L]-_.:»()’

a=2(log @)+ (Tog )" +4 (b +c.) = 0,

Ly 2
=2 (log b)*+ (log b)"' +4 (a*+¢.) =0,
d’o0t I’on déduit
o) =0, (log ak,)=0.

Ce sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que les deux
relations précédenies soient des identités. On retrouve ainsi les conditions
nécessaires et suffisantes pour que les quadriques de Lie de la surface (x)
n’aient que deux points caractéristiques.
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1. -— Considérons un systéme linéaire, triplement infini, de surfaces
algébriques
A, (Pl(xl, T2, Ts, 374.,) ‘A @at Ay pa+ A p =0

et supposons que ce systeéme soit de degré supérieur a 'unité. Tl n’est par
suile pas composé au moyen d’un faisceau de surfaces, ni d’une congruence
linéaire de courbes. Les équations
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définissent une correspondance rationnelle entre les espaces (X) et (x).
A une surface irréductible @,

(I) (X], X.‘.', Xa, X() =01 4

la transformation (1) fait correspondre une surface

@ (@1, P2, P5, i) =0.
Soit F,

F(zs, z., Zs, 1’4) =0
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une composanle irréduclible de celle surface qui ne soil pas fondamentale
pour la (ransformation (1). Parmi les points z que (1) fait correspondre
& un point de X de @, un certain nombre, n, appartiennent 3 F et on a
une correspondance rationnelle (1, n) entre les surfaces ® et F. Les groupes
de n points de F qui correspondent aux poinis de ® forment une involu-
tion I,, d’ordre n. Un point de la surface F appartient en général A un
seul groupe de T,. La surface @ est appelée image de I,.

Parmi les points de @, il en est auxquels correspondent des groupes
de T, dont les n points ne sont pas distincts ; ces points de ® sont appelés
points de diramation de la correspondance enfre ® et F. Un point de F qui
compte pour plusieurs dans le groupe de I, auquel il appartient est appelé
point de coincidence ou point uni de I,. En général, les points de dirz.l-
mation et par suite les points unis de I, sont en nombre simp]err.lent infini,
mais ils peuvent également étre en nombre fini. C’est ce dernier cas que
nous avons étudié.

2. — C’est la théorie des surfaces hyperelliptiques qui a fourni les pre-
miers exemples d’involutions n’ayant qu’un nombre fini de points unis.
Dans leurs recherches sur ces surfaces ('), MM. EnriQuEs et SEVERI d’une
part, MM. Bagnera et De Franchis d’autre pa.rt, ont montré que toute sur-
face hyperelliptique est I’'image d’une invo]utlo’n appartenant a une surface
de Jacobi, représentant les couples de points d’'une courbe de genre deux.
Si I'on fait abstraction des involutions rationnelles ou référables A des
réglées (c’est-A-dire dont les images sont des surfaces rationnelles ou réfé-
rables, par des transformations birationnelles, %1 c.les Slll‘fflces réglées), l‘o-utes
ces involutions ne présentent qu’un nombre fini de p(_)mts unis. La raison
en est un théoréme de M. ExriQues (*) d’aprds lequel, si ® est 'image d-une
involution quelconque, appartenant a une surface F, au systéme canonique
de @ correspond sur F un systéme dont les CO}II‘beS, augmentées de la courbe
lieu des points unis, sont des courbes canoniques ,de F. Or, pour la s.urface
de Jacobi, on a p,=1 et la courbe canonique e§t d’ordre zéro; par suite, on
ne peut avoir qu'un nombre fini de points unis.

MM. Enriques et Severi ont basé leurs rech?rches sur le t.hé:oréme 1:’011-
damental suivant: Une involution n’ayant. qu'un no’mbre fini de p01pt§
unis appartenant & une surface de Jacobi, est engendrée pAar un groupe fini
de transformations birationnelles de la surface en elle-meme_. En Qau.tres
termes, si I’involution est d’ordre n, il existe n transfqrmatlo.ns !:nratlon-
nelles lie la surface en elleeméme, T.=1,T.. ..., T, qui, appliquées & un

1y E :s et Sevemi, Intorno alle superficie fpe'rellzttrche, Rend. R. _Accad.
Lince(i>(f;(?;gggf2)?Mt‘moire sur les surfaces hyperelliptiques, Acta Mat;lemahf;, 3t2
el 33 (1909). — Bacnera et D Francmis, Sopra le superficie che hanno le coor :ir}ahe
del punto generico esprimabili con funzioni meromorfe quadruplamente Pe"“’tt‘c e
di due parametri, Rend. Lincei (1907); Le superficie algebriche le quali e
una rapresentazione parametrica mediante !un:tom iperellittiche, Memorllle_ t_oc. at.
delle Scienze (1908) ; Le nombre p de M. Picard pour les surfaces h-y;l))erl-e ip zqzlz;isot):
pour les surfaces irréqulidres de genre zéro, Rend. Clrc?IP_mat;ami) @h ,a e;}no ¢} 4

(*) Exmiours, Rireche di geomelria sulle superficie algebriche, emorie R.

Accad. di Torino (1893).
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point de la surface, fournissent les n poinls du groupe contenant le point
envisagé. '

3. — Le théoréme précédent a été étendu par M. Enniques (%) aux
surfaces de genres un (p,=P.=1), c’esl-d-dire aux surfaces qui peuvent,
par des (ransformations birationneiles, se ramener & une surface d’ordre
2x—2, & sections de genre «, de I’espace & = dimensions. Nous avons ensuite
entrepris la classification des involutions de genres un appartenant & une
surface de genre un. Supposant n premier, nous avons montré que l’on
a n=2,3[1,2] (‘). Ensuite, nous sommes parvenus & établir que les va-
leurs possibles de n sont 2, 3, 4, 6, 8, 9, 12, 16 et & construire des surfaces
images des différentes involutions obtenues [3, 6,7].

Les points de diramation des surfaces images sont des points doubles,
coniques ou singuliers ; ils présentent précisément les mémes singularités
que dans le cas des surfaces de genres un représentant des involutions
appartenant 3 une surface de Jacobi, cas étudié par MM. Enriques el Severi
dans leurs {ravaux cités plus haut.

Un autre probléeme se présente alors: Déterminer dans quelles con-
ditions une surface de genres un est I'imdage d’une involution appartenant
a une surface de genres un. CGhaque involution doit étre traitée séparément
et c'est ce que nous avons fait dans la plupart des cas [7, 18, 28, 35, 36,
387, 46] ; nous avons en particulier considéré les surfaces images du qua-

tridéme ordre.

4. -— Nous avons pu aborder par des méthodes analogues 1’'étude d. s
correspondances rationnelles entre deux surfaces de genres zéro et de bi-
genre un (p,=p,=0,P:=1), c’est-2-dire enire deux surfaces du sixiéme
ordre passant doublement par les arétes d’un tétragdre (°). Toul d’abord,
nous avons pu étendre aux surfaces en question le théoréme fondamental
de MM. Enriques et Severi, et démontrer que les facteurs premiers de n
ne peuvent étre que 2 et 3 [4,5]. Nous avons ensuite démontré que l’on
an=2,3,4,6 et 8, et construit les surfaces images [9, 17]. En méme temps,
nous avons déterminé les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’une
surface de genres zéro, bigenre un, représente une involution appartenant

a une surface de mémes caracteres.

5. -— Le théordme de MM. Enriques et Severi est encore applicable aux
correspondances rationnelles entre une surface de genres zéro, bigenre un
el une surface de genres un. Nous avons montré que 1’'on a n=2, 4, 6, 8,
12 ou 16 [21] et résolu les problémes analogues & ceux qui ont été signalés

plus haut.

(*) EnniQues, Le superficie di genere uno, Rend. R. Accad. Bologna (1908).

(*) Les nombres entre crochets renvoient 2 la bibliographie placée a la fin de
de ce travail.

(°) EnmiQues, Introduzione alla geometria sopra le superficie algebriche, Memorie
Soc. italiana delle Scienze (1896); Sopra le superficie algebriche di bigenere uno,
Memorie Soc. italiana delle Scienze (1906). — Fano, Superficie algebriche di geneére zero e
bigenere uno e loro casi particolari, Rend. Circolo Matem. di Palermo (1910).
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M. Enriques a établi (*) que toute surface de genres zéro, bigenre un,
est I'image d’une involution privée de points unis appartenant &4 une sur-
face de genres un. Nous avons montré [12] que cette dernidre surface
posseéde deux aunires involutions d’ordre deux, i’une de genres un, l'autre
ralionnelle. Nous sommes revenus a diverses reprises sur ces questions el
avons en particulier établi les équations de la correspondance dont il vient
d’¢ire question [40, 41].

Le théoréme de M. Enriques qui vient d’étre rappelé donne la raison
pour laquelle le diviseur de Severi d’une surface de genres zéro, bigenre
un, est égal & deux. Par la considération des involutions privées de points
unis appartenant & une surface quelconque, nous avons pu construire des
surfaces dont le diviseur de Severi est un nombre quelconque [16, 19].

6. — Nous avons réussi 3 étendre le théoréme de MM. Enriques et
Severi aux surfaces algébriques quelconques et établir que : Une involution
n’ayant qu'un nombre fini de points unis, appartenant @ une surface algé-
brique, esl engendrée par un groupe de transformalions biralionnelles de
la surface en elle-méme [11].

Les premigres études 2 faire au sujet de ces involutions concernent les
involutions d’ordre premier. Envisageons donc une involution I,, d’ordre
premier p, appartenant a une surface algébrique F, et soient T la transfor-
malion biralionnelle de F génératrice de I,, ® une surface image de 1I,.
Si P est un point uni de I, (supposé simple pour F, ce qui n’est pas une
restriction), la (ransformation T détermine, dans le faisceau des tangentes
a I en P, soit I'identilé, soil une involution cyclique d’ordre p. Dans le
premier cas, P est dit point uni parfait, dans le second, point uni non
parfail. D’aprés une remarque de M. Sever: ("), le premier cas se présenie
toujours lorsque p=2. Il ne peut d’autre part se présenter pour p>2
lorsque la surface ® est de genres un, ou de genres zéro, bigenre un, mais
il est ais¢ de voir qu’il n’en est plus ainsi lorsque la surface ® posséde une
courbe canonique effective [22, 23, 24].

Le cas des involutions d’ordre deux a tout d’abord fait 1’objet de nos
recherches [14, 15], puis nous avons étudié les involutions appartenant a
la surface qui représente les couples de points d'une courbe de genre trois,
non hyperelliptique [23, 25, 30, 33], en profitant de cerlains résultats de
G. HumserT (%). Ici s’est présenté le premier exemple d’une:involution
rationnelle, n'ayant qu'un nombre fini de points de coincidence, appar-
tenant a une surface non rationnelle ni référable & une réglée [33].

Dans le cas général, lorsque le point P est uni parfait, le point de dira-
mation correspandant est un point multiple d'ordre p, conique, de la
surface ® [26]. Lorsque P est uni non parfait, la singularité de la surface @

(°) Enmiques, Un osservazione relativa alle superficie di bigenere uno, Rend. R.
Accad. Bologna (1907).

(") Severy, Sulle superficie algebriche che ammeliono un gruppo continuo per-
mutlabile a due paramelri di trasformazioni birazionali, Atli R. Istituto Veneto (1908).

(*) G. HumserT, Sur une surface du siziéme ordre lide auzr fonclions abéliennes
de genre (rois, Journal de Liouville (1896).
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au point de diramalion correspondant est plus compliquée : ce pointl peul
&tre un point double biplanaire auquel sont infiniment voisins successifs
'/, (p—1) points doubles biplanaires dont le dernier est ordinaire [26 ]
G’est ce qui se présente toujours si p=3 [31].

7. — P étant un point uni non parfait, transformons birationnellement I
en une surface I/ de maniére & ce qu'au point P corresponde une courbe
exceplionnelle p'. A I, correspond une involution cyclique I’y de F/, engendrée
par une transformation birationnelle T’ de cette surface en elle-méme. T
engendre sur la courbe p’ une involution cyclique d’ordre p présenlant
deux points unis P’;, P’.. Ils correspondent aux points unis de I, situés
dans le domaine du premier ordre de P sur la surface IF. Les points P’ P’.
peuvent éire unis parfaits ou non parfaits pour I’,. Dans le second cas, on
pourra également étudier la maniére dont T’ se comporte dans le voisinage
de chacun des points P’,, P’. sur F/. Et ainsi de suite. Retournant a la
surface F, on connaitra ainsi la mani2re dont se comporte la transforma-
tion T dans les domaines des différents ordres successifs du point P sur
la surface F. Construisons alors sur cette surface un systéme linéaire de
courbes C, dépourvu de points-base, composé au moyen de I, el appe-
lons C; les courbes C passant par P. On pourra déterminer les différentes
branches des courbes C, ayant pour origine P el la manidre dont elles se
comportent vis-a-vis de I, dans les domaines successifs de P sur F. Soit II
le point de diramation homologue de P sur la surface ® et arrangeons-nous
de manitre a ce que les sections hyperplanes de ® correspondent aux
courbes C. Alors, aux courbes C; correspondent les sections de @ par les
hyperplans passant par II. Le nombre des tangentes & ces courbes en IT est
égal au nombre des branches des courbes G, d’origine P, mais il peut
arriver que certaines de ces tangentes doivent étre comptées plusieurs
fois. Il suffit, pour s’en assurer, de considérer le cas ol la surface I est
un plan, la transformation T étant une homographie non homologique
[49, 61].

Nous avons pu démontrer que si p=3, P/, P/, sont des pomts unis par-
faits de I’, [48] et que réciproquement, si P/,, P’. sont des points unis
parfaits pour I’;, on a p=3 [50]. Nous avons ensuite étudié le cas ou un
seul des points P/;, P’. est uni parfail pour I’,. Le point de diramation
correspondant a P est alors multiple d’ordre '/.(p—1) +1 pour ®, le cOne
tangent étant formé d’un cone d’ordre */.(p—1) et d’un plan [5.,,, 53 ].

Le cas général parait assez difficile & traiter ; nous avons cherché a
I’examiner par les méthodes de la géométrie projective différentielle [47].

8. — Une autre question se présente dans I’élude des involutions
appartenant a une surface algébrique F, c’est la relation qui existe entre
les irrégularités de F et d’une surface ® image de 1’'involution. Nous bor-
nant toujours au cas des involutions n’ayant qu'un nombre fini de points
unis, nous avons commencé par étudier les involutions régulidres d’ordre
deux appartenant a une surface irréguliére et particulidrement les sys-
t2émes de courbes tracés sur la surface image [38, 39]. Ensuite, nous avons
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pu établir que si une surface irrégulidre F contient une involution réguliére
d’ordre deux, n’ayant qu'un nombre fini de points unis, elle est I’image
d’une involution d’ordre deux, privée de points unis, appartenant & une
surface de méme irrégularité [43]. Nous avions tout d’abord traité le cas
d’'une surface de Picard, retrouvant ainsi un théordme que MM. Enriques
et Severi avaient établi par une tout autre voie [42]. Nous avons aussi
cherché & établir une autre généralisation de ce dernier théoréme, en con-
sidérant une correspondance rationnelle entre deux surfaces de méme irré-
gularité. On obtient alors une correspondance rationnelle entre les variétés
de Picard atlachées & ces surfaces [45]. Enfin, nous avons considéré les
systtmes de courbes tracés sur une surface régulidre image d’une involu-
tion d’ordre trois, appartenant & une surface irrégulidre [44].
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