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!éristiques, la suite de Laplace em•isngée a la période six et réciproquem ent. 
On doit donc avoir: 

~-~2 

a = 2 (1 og a) "' + (log a) " + 4 ( b 01 + c, ) = 0, 

~--2 
n = 2 ( log b) °' + (log b) 01 + 4 ( a10 + C2) = Ü, 

rl'où l'on déduit 

(log vl1, )"'=0, (log a.h, ) ' 0 = 0 . 

Ce sont les conditions nécessaires et .suffisant.es pour que les d eu x 
relations précédentes soient des identités. On retrouve ainsi les condi tions 
nécessaires et suffisantes pour que les quadriques de Lie de la surface (x) 
n'aient que deux points caractéristiques. 
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1. -- Considérons un système linéaire, triplement infini, d e surfaces 
algébriques 

et supposons que ce système soit de degré supérieur à l'unité. JI n'est par 
suite pas composé au moyen d'un faisceau de surfaces, ni d'une co n g ruence 
linéaire de courbes. Les équations 

(1) 

définissent une correspondance rationnelle entre les espaces ( X ) et (x). 
A une surface irréductible 11>, 

<I> (X,, X, , X,, X.) =0, 

la transformation (1) fait correspondre une surface 

cl> (qi,, qi,, cp, , rr .• ) = O. 
Soit F, 

F( x ,, x , , x,, x.) = 0 
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1111 e composur~l.c in~clu ctiblc clc cel.le surface qui ne soit pas fondamentale 
!>Our la ~,rans(or;nat1on (1). Parmi les poi11ts :r <JllC (1) fait correspondre 
u un pomt de X de <I>, un certain nombre, n, appartiennent à F et on a 
nne corr?sponda~ce i:ationnelle (1, n ) entre les surfaces <I> et F . Les gro11 pc!< 
~e n points de F qm correspondent aux points de <I> forment une involu-
1.Ion In , d 'ordre n. Un point de la surface F appartient en général à un 
seul groupe de ln. La surface <I> est appelée image de T

0
• 

Parmi les poi~ts de <I>, il en est auxquels correspondent des groupes 
<le . In dont les n pomts ne sont pas distincts; ·ces points de <I> sont appelés 
porn ts de rliramation de la correspondance enlre <I1 et F. Un point d e F qui 
coi:ripte pour plusieurs dans le groupe de I 0 auquel il appartient, est appelé 
pomt de coïncidence ou point uni de In . En général, les points de dira
mation et par s1ûte les points unis de In sonl. en nombre simplement infini , 
m ais ils peuvent également être en nombre fini . C'est ce dernier cas que 
nous avons étudié. 

2. -- C'est la théorie des surfaces hyperelliptiques qui a fourni les pre
miers exemples d'involutions n'ayant qu'un nombre fini de points unis . 
Dans leurs recherches sur ces surfaces ('), MM. ENIHQUES et SEVERI d'une 
part, MM. Bag nera et De Franchis d'au tre part, ont montré que toute sur
face hyperelliptique est J'image d'une involu tion appartenant à une surface 
de J aco hi , représentant les roupies de poi nts d'une courbe de genre deux. 
Si l 'on fait abstraction des involutions rationnelles ou référables à des 
r églées (c'est-à-dire dont les images sont des surfaces rationnelles ou réfé
rables, par des transformations birationnelles, à des surfaces réglées), toutes 
ces involutions ne présentent qu'un nombre fini de points unis. La raison 
en est un théorème de M. ENmQUES (2) d'après lequel , si <T> est l ' image d'une 
involution quelconque, appartenant à une surface F , au système canonique 
de <I> correspond sur Fun système dont les courbes, augmentées de la courbe 
lieu des points unis , sont des courbes canoniques de F. Or, pour la surface 
de Jacobi, on a Ps = l et la courbe canonique est d'ordre zéro ; par suite, on 
ne peut avoir qu'un nombre fini de points unis. 

MM. Enriques et Severi ont basé leurs recherches sur le théorème fon
damental suivant : Une involution n'ayant . qu'un nombre fini de points 
unis appartenant à une surface de Jacobi , est engendrée par un g-roupe fini 
de transformations birationnelles de la surface en elle-même. En d'autres 
termes, si l'involution est. d'ordre n , il existe n transformations biration
nelles de la surface en elle-même, T, = 1, T, . . .. , Tn qui , appliquées à un 

(') ENnrQUES el SEVERI, Jntorno aile superficie iperellittiche, Rend. R. Accad. 
Lincei (1907-1908); Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques, Acta Mathematica, 32 
el 33 (1909). - BAGNERA el DE FRANGIIIS , Sopra le superficie che han no le coordinate 
del punto generico esprima.bili con /unzioni m eromor/e q iwdruplamente periodiche 
di due paramelri, Rend. Lincei (1907); Le superfic ie al_qebriche le quali ammettono 
una rapresentazion.e parametrica mediante fun zioni iperellittiche, Memorie Soc. Ital. 
<lelle Scienze (1908) ; Le nombre p de M. Picard pour les sur/aces hyperelliptiques et 
pour les surfaces irrégulières de genre zéro, Rend. Circolo ma lem. di Palermo (1910). 

( 2) fümtQUFs , Rireche di geomrlria sullr superficie algebriche, l\[emorie R. 
Accad. di Torino (1893). 
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point de la surface, fournissent les n poinls ùu groupe conleuant le point 
envisag~. · 

3. - Le théorème précénent. a été étendu par M. ENnIQl_ Es (' ) aux 
surfaces de geures un (p .. = P., = l ), c'es t-il-dire aux surfaces qui p euve n t, 
par des transformations birationnelles, se ramener à une surface d 'o rdre 
27t-2, à sections de genre ;r, de l'espace h :;i; dimen s io n s . No u s a vo n s e n suil c 
entrepris la classification des involutio ns de genres un appartena nt à une 
surface de g enre un. Supposant n prcrni<'r , nous a vo.ns mon tr é que l'o n 
a n = 2, 3[1, 2] ('). Ensuite, nous sommes parvenus à é ta blir qu e les va
leurs possibles de n sont 2, 3, 4, 6, 8, 9 , 12, 16 e t à con s t.ruire d es surfaces 
images des différentes involutions obtenues [3, 6, 7 ] . 

Les points de diramat.ion des surfaces images sont des poin ts d o ub les, 
coniques ou singuliers; ils présentent précisément les m êm es sing ula r ité s 
que dans le cas des surfaces de genres un représentant d es inv o lutio n s 
appartenant à une surface de Jacobi , cas étudié p ar MM. Enriques et Sev e r i 
clans leurs travaux cités plus haut. 

Un aut.re ·problème se présente alors: Dé terminer dans quelles co11-
dilions une surface de g enres un est l 'imàge d'une involution appa r len a nt 
à une surface de genres un . Chaque involution doit être traitée sép ar éme nt 
cl c "esf ce que nous avons fait clans la plupart des cas [7, 18, 28, 35, 36 , 
37, 46] ; nous avons en particulier considéré les surfaces images du qua
trième ordre. 

4. -- Nous avons pu aborder par des méthodes analogues 1 ' é tud e rl· s 
correspondances rationnelles enlre deux surfaces d e g enres zéro et d e bi 
genre un (pa=pg=O,P. =1), c 'est-à-dire entre deux surfaces du sixième 
ordre passant doublement par les arêtes d'un tétraèdre ("). Toul. d 'abord , 
nous avons pu étendre aux surfaces en question le théorème foncla m e nt.a l 
de MM. Enriques et Severi, et d émontrer que les facteurs premier s de n 
ne peuvent être que 2 et 3 [ 4, 5]. Nous avons ensuite démontré que 1 'on 
an = 2, 3, 4, 6 et 8, et construit les surfaces i~ages [9, 17] . En même temps , 
nous avons déterminé les conditions nécessaires et suffisantes pour qn ' u ne 
surface de genres zéro, bigenre un, représente une involution apparlen a n f. 
à une surface de m êmes caractères. · 

5. - - Le théorème de MM. Enriques et Severi es t encore applicab le a ux 
correspondances rationnelles entre une surface de g enres zéro , b igenre un 
et une surface de genres un. Nous avons montré que l 'on a n=2, 4 , 6 , 8, 
12 ou ~6 [21] et résolu les problèmes analog ues à ce ux qui ont été sig n a lé s 
plus haut. 

(') E 1ŒIQUES, Le superficie di genere uno, Rend. R . Accad. Bologna (1908) . 
(•) Les nombres entre crochets renvoient i1 la bibliogr aphie placée à l a fin de 

de ce travail. 
(") ENRIQUEs, Inl roduzione alla g(!ometria sopra le superficie algebrich e JVlemorie 

Soc. ilaliana delle Scienze (1896); Sopra le superficie algebriche di bige~ere uno , 
l\lemorie Soc. ilaliana delle Scienze (1906) . - FAl"o, Superficie algebriche di genere zero e 
bigenere uno e loro ca11i particolari, Rend. Circolo Matem. di P alermo (1910) . 
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M. ENmQUES a ét.abli (°) que toute surface cle genres zéro, bigenre un, 
csl. l'image d'une involution privée de points unis appartenant à une sur
face de genres un. Nous avons montré [12] que cette dernière surface 
possède deux autres involutions d'ordre deux, i'une de genres un, l'autre 
ral.ionnclle. Nous sommes· revenus à diverses reprises sur ces <JUestions el 
avons eu part.ic11lier établi les équations de la correspondance dont il vient 
d 'êt.re quesl ion [ 40, 41 J. 

Le throrèmc de M. Enriques qui vient d'être rappelé donne la raison 
pour laquelle .. Je diviseur de Severi d 'une surface de genres zéro, bigenre 
nn, est. égal à deux. Par la considération des involutions privées de points 
unis iJ.ppartenant à une surface quelconque, nous avons pu construire des 
:mrfaces dont le diviseur de Severi est un nombre quelconque [ 16, 19 ] . 

6. - Nous avons réussi à étendre le théorème de MM. Enriques et 
Severi aux surfaces algébriques quelconques et. établir que: Une involution 
n'ayant qu'un nombre fini de points unis, q.ppartenant à une surface algé
brique, est engendrée par u.n groupe de transformalions biralion.nelles de 
la surface en elle-même [11] . 

Les premières études à faire au sujet de ces involutions concernent les 
i11vol11l.io11s d'ordre premier. Envisageons donc une involution IP, d'ordre 
premier p, appartenant à une surface algébrique F , et soient T la f.ransfor
mal.ion birationnelle cle F génératrice de lp, <I> une surface image de Il" 
Si P est un poin1,. uni cle l" (supposé simple pour F , ce qui n'est pas un e 
reslricl.ion) , la transformation T détermine, dans le faisceau des tangente~ 

à F en P, soit l'identité, soit une involution cyclique d'ordre p. Dans Je 
premier cas, P est dit point uni parfait , dans le second, point uni non 
parfait .. D'après une remarque de M. SEVERI (7), le premier cas se présenfe 
t.oujours lorsque r =2. Il ne peut d'autre part se présenter pour p>2 
lorsque la surface <I> est de genres un, ou de genres zéro , bigenre un , mais 
i 1 est. aisé de voir qu 'i l n 'en est plus ainsi lorsque la surface <I> possè<le une 
courbe ranonique effective [22, 23, 24 l. 

Le cas des involutions d'ordre deux a tout d'abord fait l'objet de nus 
recherches [14, 15 J, puis nous avons étudié les involutions appartenant à 
la surface qui représente les couples de points d'une courbe de genre trois, 
non h~• perellipf.ique [23, 25, 30, 33], en profitant de certains résultats de 
G. HrnvnmnT ('). Ici s'est présenté le premier exemple d'une, involution 
rationnelle, n'ayant qu'un nombre fini de poi11ts cle coïncidence, appar-
1.enant à une surface non rationnelle ni référable à une réglée [33]. 

Dans le cas général, lorsque le point Pest uni parfait, le point de dira
mation correspondant est un point. mult.iple d'ordre p, conique, de ln 
surface <I> [26]. Lorsque P est uni non parfait , la singularité de la surface <I> 

(
6

) ENRIQUES, Un osservazione relaliua ~lie superficie di bigenere uno, Rend. R. 
Accad. Balogna (1907). 

(') SEVERI, Sulle superficie algebricilc clie ammellono u11 gruppo continuo per
mulabile a due paramelri di lrnsformazioni birazionali, Alti R. Tsl ilulo Veneto (1908). 

(') G. HmrnERT, Sur une surface du si:ric'me ordre liée aux fonctions abéliemie~ 
de genre trois, Journal de Liouville (1896). 
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au poi11I de <li ramai ion corresponrlant est plus compliquée: cc po int peul. 
être un point. douhle biplanaire aucpiel sont infiniment voisins s\H.:cessifs 
' / , (p - 1) points ckmhlcs biplanaires dont. le dernier est ordinaire f 26 l. 
C'est cc qui se présente toujours si p = 3 [31]. 

ï. - Pétant un point uni non parfait, transfonnons birationnellement F 
en une surface F' de manière à ce qu'au point P correspo nde une courbe 
exccpl.ionnelle p'. A IP correspond une involution cyclique I' P de F' , engendrée 
par une transformation birationnelle T' de cett.e surface e n elle-m ême. T' 
eni,rendre sur la courbe p' une involution cyclique d 'orclrè r présentant 
deux points unis P',, P 1

2 • Ils correspondent aux points unis de Jp ,situés 
dans le clomaine du premier ordre de P sur la surface F. Les points P ' , , P'" 
peuYent être unis parfaits ou non parfaits pour l'p· Dans le second cas , on 
pourra également étudier la manière dont T' se comporte dans le v oisinage 
de chacun des points P',, P', sur F'. Et ainsi de suite. Retournant à la 
surface F, on .connaîtra ainsi la manière dont. se comporte la transforma
tion T dans les domaines des différents ordres successifs du point P sur 
la surface F. Construisons alors sur cette surface un système linéaire d e 
courbes C, dépourvu de points-base, composé au moyen de Ip e l. appe
lons C, les courbes C passant par P. On pourra déterminer les différ entes 
branches des courbes C, ayant pour origine P el. la manière dont elles se 
comportent vis-à-vis de IP dans les domaines successifs de P sur F . Soit II 
le point de diramation homologue de P sur la surface <I> e"t arrangeon s-n ous 
de manière à ce que les sections hyperplanes de <I> correspondent aux 
courbes C. Alors, aux courbes C, correspondent les sections de <1> p ar les 
hyperplans passant par II. Le nombre des tangentes à ces courbes en Il est 
égal au nombre des branches des courbes C, d'origine P, mais il peut. 
arriver que certaines de ces tangentes doivent. êt.re comptées plusieurs 
fois. Il suffit, pour s'en assurer, de considérer le cas où la surface F est 
un plan, la transformation T étant. une homographie non homologique 
[ 49, 51]. 

Nous avons pu démontrer que si p=3, P 1, P', sont. des points unis par
faits de l'P [ 48] et que réciproquement , si P1,, P'2 sont des points unis 
parfaits pour l'P• on a p=3 r5o.J. Nous avons ensuite étudié le cas o ù un 
seul des points P',, P'2 est uni parfait pour l'p· Le ·point de diramation 
correspondant à Pest alors multiple d'ordre '/2(p - l) +1 pour <I>, l e cône 
tangent étant formé d'un cône d'ordre ' /, (p - 1) et d'un plan [52 , 53 ] . 

Le cas général paraît. assez difficile à traiter ; nous avons cherché <l 
l'examiner par les méthodes de la géométrie projective différentielle l 47 ] . 

8. - Une autre question se présente dans l'étude des involution5 
appartenant à une surface algébrique F , c'est la relation qui existe entre 
les irrégulariti's de F et. d'une surface <1> image de l'involution. Nous bor
nant toujours au cas des involutions n'ayant. qu'un nombre fini de points 
unis, nous avons commencé par étudier les involutions régulières d'ordre 
deux appartenant à une surface irrégulière et particulièreme11t les sys
tèmes de courbes tracés sur la surface image [ 38, 39]. Ensuite, nous a vans 
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pu é'tablir que si une surface irrégulière F cont.ie11t une involution régulière 
d'ordre deux, n'ayant qu'un nombre fini de points unis, elle est l'image 
d'une involution d'ordre deux, privée <le points unis, appartenant à une 
surface de même ir'régularité [43]. Nous avions tout d 'abord traité le cas 
rl'une surface de Picard, retrouvant ainsi un théorème que MM. Enric1ues 
et Severi avaient établi par une t.out autre voie [ 42]. Nous avons aussi 
cherché à établir une autre généralisai.ion de ce dernier théorème, en con
sidérant une correspondance rationnelle entre deux surfaces de m ême irré
gularité. On obtient alors une correspondance rationnelle entre les variétés 
de Picarcl attachées à ces surfaces [ 45 J. Enfin, nous avons considéré les 
syi;tèmes de courbes tracés sur une surface régulière imag e d'une involu
tion d'ordre trois, appartenant à une surface irrégulière f 44 j . 
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