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UNE VARIETE ALGEBRIQUE A TROIS DIMENSIONS DOUBLE 
A SECTIONS HYPERPLANES BICANONIQUES 

par Luciexn GODEAUX 

Nous considérons dans cette note la variété image () d’une involution cyclique 
du troisiéme ordre, privée de points unis, appartenant & la variété intersection 
compléte de deux hypersurfaces cubiques et d'une hyperquadrique d’un espace & 
six dimensions. La détermination des caractéres de la variété () se déduit de nos 
recherches sur les involutions cycliques [1], mais on peut prendre comme modele 
projectif de la variété € une variété double " dont les sections hyperplanes sont 
les surfaces bicanoniques de €. La variété {2’ appartient & une section hyperplane 
de la variété lieu des droites ]01gna,nt les points d'une surface de Veronese et d’une 
quadrique (surface de Segre) situées dans des espaces qui ne se rencontrent pas, 
dans un espace a neuf dimensions [2]. 

1. Soit H l'homographie de période trois d'un espace Sg a six dimensions, 
d’équations . 

@y oy ® Y1 YE A1 % 
o - X1 X9 - Y1 gY9 8221 - EZZZ, 

ol ¢ est une racine primitive d’ordre trois de 'unité. Cette homographie possede 
trois axes ponctuels : un plan o, (y1=yz =21 =22 = 0), deux droites oy 
(g = a1 = wp =21 = 29 = 0) et oy {(wo = 21 = 22 = Y1 = Y2 = 0). 

Considérons la variété algébrique V intersection compléte de deux hypersur- 

faces cubiques 

@3(.710, &1, .’,Uz) + CP:;(?/L yZ) + CPlé( ) -+ CPlll(xO; X1, X253 Y1, Y2 21, Zg) 0, 

Ua(@o, @1, @) + Ya(y1, y2) + $'5(21, 22) -+ bnal®o, 21, 225 Y1, Ye; 21, 22) = 0, 

et d’une hyperquadrique 

fzffico, z1, ¥2) + fulyy, y2; 21, 22) = 0, 
ou @y, 95, @5 s U5 5, sont des formes cubiques, @1, Y111 des formes tri- 
linéaires, f2 une forme quadratique et fi1 une forme bilinéaire de leurs arguments. 

La variété V, d’ordre 18, est transformée en sci par Phomographie I et celle-ci 
détermine sur la variété une involution I d’ordre trois. Cette involution est privée 
de points unis, car les équations 

9, =0, Y3=0, o=0 y1=92=0, 1 =2=0, 

g =0,0; =0, dp=a1 =23 =0, 21 =23 = 0, 

Ps=0,{3=0,zo=m =23 =0, y1 =y2 = 0, 

sont respectivement privées de solutions. 

[X] Théorie des tnvolutions cycliques appartenant & une surface algébrique et applications. 
Rome, Editions Cremonese, 1963. 

[#] Variétés algébriques en relation avec les variétés de Veronese et de Segre. Bulletin 
de I’ Académie roy. de Belgique, 1972, pp. 415-422. 
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Les sections hyperplanes F de V sont les surfaces canoniques de cette variété. 

Une surface canonique F est donc Uintersection dans un espace S5 & cing 

dimensions de deux hypersurfaces cubiques et d’une hyperquadrique. Les courbes 

canoniques d’une telle surface sont découpées par les hyperquadriques. Dans S, il 

y a 21 hyperquadriques linéairement indépendantes, dont il faut défalquer Uhyper- 

quadrique contenant F. Le genre arithmétique de F est donc égal a 20. La surface F 

étant Iintersection compléte de trois hypersurfaces est done réguliére et ses genres 

sont pg = py = 20. 

La section de V par un espace a quatre dimensions est une courbe C sur 

laquelle la série canonique est découpée par les hypersurfaces cubiques de cet 

espace & quatre dimensions. Ces hypersurfaces cubiques linéairement indépendantes 

sont au nombre de 35. Il faut en défalquer celles qui passent par C et celles qui 

sont formées de I'hyperquadrique passant par C et d’un hyperplan. Le genre de 

la courbe C est done oy = 28. 

Les surfaces F sections hyperplanes de V sont de genres pg = py = 20. Deux de 

ces surfaces se rencontrent swivant une courbe de genre 28. 

Le genre géométrique de Vest Pg="T1. 

D’aprés une formule de Severi [3], on & 

2P, = wo — w1 + w2 + 4, 

ot P, est le genre arithmétique de V, wo = 18 le degré du systeme IF|, @ =28 

le genre de la courbe commune 3 deux surfaces F et wg = 20 le genre arithmétique 

de F. Cela donne Py = T. 

La variété V est complétement réguliere et a les genres Py =Py =T. 

2. Le systéme | F | contient trois systémes linéaires composés au moyen de 

Pinvolution I. Ce sont : 

Le systéme | Fo | découpé par les hyperplans passant par o1 et G 

Un systéme | Fy | découpé par les hyperplans passant par oo eb o2. 

Un systéme | Fz | découpé par les hyperplans paassnt par oo et o1 

Le systéme bicanonique | 2F | est découpé sur F par les hyperquadriques. 1 

contient trois systémes linéaires partiels composés au moyen de Tinvolution I. Nous 

les désignerons par | (2F)o Ll @E) ], [(@F)e] Ts contiennent respectivement les 

surfaces 2Fy, Fo -+ F1, o + Fs et sont représentés par les équations 

w0, B, @2) + an(y1, Y23 71, 22) = O, 

Balys, y2) + Pra(o, @1, @2 2, 22) = 0, 

va(a1, 22) -+ Y1lwo, 21, X2 Y1, y2) = 0, 

ol g, PBa, vz sont des formes quadratiques et o1, B11, y11 des formes bilinéaires de 

leurs arguments. Le premier de ces systémes conbient I’hyperquadrique contenant v, 

ils ont done tous trois la dimension huit. 

Soit O une variété image de linvolution 1. Aux surfaces canoniques de (2 

correspondent sur V des surfaces appartenant & 'un des systémes | Fo |, | F1 [, | Fa2 |- 

Précisément c’est celui de ces systémes sur une surface duquel le systéme adjoint 

appartenant & I découpe le systéme de dimension minimum [1]. 

3] Fondamenti per la Geometria sulle varietd algebriche. Rendiconti del Circulo mate- 

matico di Palermo, 20 sem. 1909, pp. 38-87. 

[5] Voir notre note : Sur une propriété des correspondances rationnelles entre deux 

variétés algébriques. Bulletin des Sciences Mathématiques, 1938, pp- 164-170. 
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Le systéme | (2F)o | contient co? hyperquadriques formées d’un hyperplan pas- 

sant par une surface Fy et des hyperplans passant par o1, 62. 1l découpe donc sur 
la surface Fo un systéme de dimension 8 — 2 = 6. Par contre les systémes | (2F), |, 

[ (2F)z | donnent des systémes de dimension 7, car ils comprennent une hyperqua- 

drique formée de I'hyperplan de Fy et d’un hyperplan passant par oo, o2 ou par oy, o;. 

Un raisonnement analogue montre que sur une surface F; ou Fo, les systémes 

1 (2Fqg |, (2F)1,] (2F)s | découpent des systemes de dimensions 7, 7, 8 ou 7,8,7. 

Aux surfaces canoniques @y de {2 correspondent done les surfaces Fy et le 

systéme canonique de  est un réseaun. Comme Q est, comme V, une variété com- 
plétement réguliere, cette variété a les genres P, = P = 3. 

Entre le genre arithmétique p;, d'une surface ®g et le genre arithmétique p, = 20 
de la surface Fy homologue, on a la relation 

3(po + 1) = pa + 1, 

done p,, = 6. 

Entre le genre o} d’une courbe I' commune & deux surfaces @y et le genre 
w1 = 28 de la courbe C correspondante, on a la relation 

3w; — 1) = oy — 1, 

d’ott w] = 10. 

On vérifie que la formule de Severi donne bien 

9P! =6 —10 -6 -4 =2.3. 

La variété Q o les genres P, = P, = 3 et ses surfaces canoniques Dy ont les 
genres Py = Pg = 6. i 

3. Les surfaces bicanoniques de Q correspondent aux surfaces (2F)o. 
Rapportons projectivement les hyperquadriques découpant les surfaces (2X)g 

aux hyperplans d’un espace S & neuf dimensions en posant 

pXip == Xy = Tpiy, (1, k=0,1,2) 

oY =yprn (i h=1,2) 
L’élimination des z, y, z entre ces équations donnent celles que I'on déduit en 

exprimant que le déterminant | X;z |& la caractéristique un et I'équation 

Y11 Yoo — Y12Yo = 0. 
Les premiéres équations représentent une surface " de Veronese appartenant 

4 un espace X5 d’équations Y;p = O et la derniere équation représente nne qua- 
drique Q (surface de Segre) située dans un espace Xz d’équations Xz = 0. 

A Tinvolution du troisiéme ordre engendrée par H dan Sg correspondent les 
points de la variété W lieu des droites joignant les points de ¥ et de Q. C’est une 
variété du huitiéme ordre. La variété W a cing dimensions et 'involution qu’elle 
représente en a six. Comme nous l'avons établi récemment [5]. aux points d’une 
droite de W correspondent les groupes de I'involution appartenant & un plan déter- 
miné par trois points appartenant aux axes cq, 61, oz de H. D’une maniére précise, 

soit x un point de oy, ¥ un point de o1 et z un point de 2. Au point x correspond 
un point X de ¥ et au couple y, 2z correspond un point ¥ de Q. Au plan xyz 
correspond done la droite XY. Soient P un point de la droite XY, P;, Py, P3 le 

groupe de I'involution qui lui correspond dans le plan ayz. Les droites 2Py, xPy, xP3 
se correspondent dans H. Eh bien, lorsque le point Py varie sur la droite xP; 

[Y] Variétés algébriques... (loc. cit.) . 
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supposée fixe, les points Pp, Ps décrivent les droites xPg, xPs mais le point P reste 

fixe. Lorsque P décrit la droite XY, le terne de droites xP1, xPs, xP3 varie dans 

les faisceau de sommet x. 

Il y a une correspondance biunivoque entre les co? plans ayz et les oot droites 

de la variété W. Aux oof groupes de I'involution dans Sg correspondent les 0o® points 

de W. 

A Thyperquadrique contenant la variété V correspond un hyperplan g de So. 

4. Appelons Q' la variété qui correspond sur W aux groupes de I'involution I. 

Soient P un point de ', XY la droite de W passant par ce point, zyz le plan qui 

lui correspond dans Sg. Les hypersurfaces définissant V rencontrent ce plan suivant 

deux cubiques vz, v4 et une conique ya. Les cubiques ys, v; ne passent pas par les 

points x, y, z, mais la conique ys passe par les points y, 2. Ces trois courbes ont 

en commun trois points Py, Py, Py formant un groupe de I'involution I. Les droites 

#P;, xPs, aP3 recnontrent encore yo en des points Py, Pj, P;. Au point Py, H fait 

correspondre un point qui doit appartenir & la conique vz et & la droite zPs, c’est 

donc le point P}. De méme, & ce point H fait correspondre Pj. Les points P, Py, Py 

forment donc un groupe de 'involution I et & un point P de Q" correspondent done 

deux groupes de L 

Pour que les groupes P1PoP3 et P{PiP; coincident, il faut que les droites <P, 

%Py, xP5 soient tangentes & la conique yz et par conséquent confondues avec la 

droite xy ou avec la droite xz. Aux couples yz contenant un point y correspondent 

les points d’une droite de Q et aux couples contenant un point 2, les points d'une 

droite de la seconde série de génératrices rectilignes de Q. On en conclut que les 

points de Q sont de diramation pour la correspondance (1, 2) existant entre les 

points de Q' et les groupes de I'involution I. 

La variété Q est donc équivalente & la variété Q' comptée deux fois, la 
guadrique Q étant la surface de diramation. 

Le systéme bicanonique | (2F)o | a le degré 8.18, done la variété €Y a lordre 24. 

On peut prendre comme modéle projectif de la variété ), une varété double € 

avant comme surface de diramation la quadrique Q. La variété () est tracde sur une 

section hyperplane de la variété W. 

5. On peut obtenir les équations de la variété ()’ de la maniére suivante : 

Les équations des hypersurfaces cubiques passant par V peuvent s’écrire 

wohg -+ 21 A1 4 2282 = 0, 

woBg + 2By + 22B2 = 0, 

ot les A et les B sont des polynomes du premier degré homogéfies en Xz, Yin 

En multipliant membre & membre ces deux équations, on obtient I'équation 

2XipABr =0 

d’une hypersurface cubique passant par . 

En élevant au carré les équations précédentes, on obtient deux hypersurfaces 

cubiques d’équations 

EXAAy =0 (6, k=0,1,2) 

qui passent par la variété Q. 
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En multipliant les équations par z;, on obtient les équations 

ZXpA; =0, ZXuB; =0, (t=20,1,2) 

de six hyperquadriques passant par la variété ', 

6. Une surface bicanonique de V, c’est-a-dire une surface F -+ F, a le genre 

arithmétique égal & la somme des genres arithmétiques des surfaces F et du genre 
de la courbe commune & ces surfaces, done & 2.20 -~ 28 = 68. Le genre arithmé- 

tique d’une surface bicanonique de ( est done, d’aprés la formule déja utilisée plus 
haut, égal & 22. 

Aux surfaces Iy, Fy correspondent sur Q des surfaces ®;, @5 de genre arith- 
métique six. Ces surfaces appartiennent & des faisceaux | @y |, | @z | dont la base 
est une courbe de genre 10. 

L’involution I étant dépourvue de points unis, on a 

3(1)0 = 3@1 = 3(132 

et la variété () a le diviseur de Severi égal & trois. 

Liege, le 24 aolt 1972. 
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