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SURFACE A SECTIONS HYPERPLANES CANONIQUES 

par Luciex GODEAUX 

Membre de la Société 

On sait qu’il existe une relation étroite entre les variétés algébriques dont le 
systeme canonique est celui des sections hyperplanes et les variétés algébriques dont 
les variétés canonique et pluricanoniques ont l'ordre zéro, les premiéres étant les 
sections hyperplanes des secondes. La démonstration est trés simple et nous 'exposons 
au début de cette note. Nous construisons ensuite une surface dont les sections 
hyperplanes sont les courbes canoniques et la variété & trois dimensions dont les 
surfaces canonique et pluricanoniques sont d’ordre zéro. Ces variétés nous semblent 
susceptibles d’applications ultérieures. 

1. Soit, dans un espace S, & r dimensions, une variété algébrique V dont le sys- 
téme canonique coincide avec le systéme des sections hyperplanes (Variété projecti- 
vement canonique). 

Soit d’autre part, dans un espace S,,; & r -+ 1 dimensions, une variété W dont 
les sections hyperplanes sont des variétés V. 

Le systéme canonique d’une section hyperplane V de W étant découpé par les 
hyperplans, on a 

[V I=1V] 
La variété canonique de W, V' — V, est done d’ordre zéro. 

On a de plus 

VI =V =]V}, 
donc la variété bicanonique de W est d’ordre zéro. 

1 est clair que les adjoints successifs de | V| coincident avec | V| et que les 
variétés pluricanoniques de W sont d’ordre zéro. 

Inversement, soit W une variété algébrique de S,,; dont les variétés canonique 
et pluricanoniques sont d’ordre zéro. Cela signifie que tout systéme linéaire tracé 
sur W est son propre adjoint. En particulier le systéme | V | des sections hyperplanes 
est son propre adjoint, c’est-a-dire que les adjointes V' & une section hyperplane de 
W sont découpées par les hyperplans. 

Si une variété algébrique posséde comme sections hyperplanes des variétés dont 
le systéme canonique coincide avec celui des sections hyperplanes, ses variétés 
canonique et pluricanoniques sont d’ordre zéro. Réciproquement, si une variété 
algébrique possede des variétés canonique et pluricanoniques d’ordre zéro, ses 
sections hyperplanes sont des variétés dont le systéme canonique coincide avec 
celui des sections hyperplanes. 

Manuscrit recu le 20 février 1975. 



2. Soit dans un espace Sy a cing dimensions, dont les coordonnées sont xg, =1, 

Yo, Y1, %0, z1, une homographie cyclique H de période trois, d’équations 

Px = X, P?/z == &Yy, pz1 - 82"2) (7’ = 0) 1) 

¢ étant une racine cubique primitive de 1’Unité. Cette homographie posséde trois 
axes ponctuels qui sont des droites 71, g, r3. 

Les hypersurfaces cubiques de S5 forment un systéme linéaire de dirnension 75. 
Elles forment trois systémes linéaires | V1 |, | Vo |, | V3 | d’hypersurfaces appartenant 
& I'involution engendrée par H dans Ss. 

Désignons par f3, @3, s des formes cubiques de leurs arguments, par f une forme 
trilinéaire en », y, 2z, par fa(p, q), 021(p, q), Y21(p, q¢) des formes du second degré 
en p, lindaires en g¢. Les équations des hypersurfaces Vi, Vz, Vs sont 

| V1| f3(@) + @s3(y) + gs(z) + f(z, 9, 2) 
| Ve | fer(@, y) + @2y, 2) + dalz, 7) =0, 

| Va | for(®, 2) + @01y, @) + Yoz, y) = 0. 

Ces systémes ont respectivement pour dimensions 19, 17 et 17. 

3. Rapportons projectivement les hypersurfaces Vy aux hyperplans d’un espace 
Sig & 19 dimensions. I1 correspond aux groupes de linvolution T engendrée par H 
dans Ss, une variété W d’ordre 81. 

On peut obtenir les équations de W de la maniére suivante. 

Posons ’ 

oX; = afwi ™, oY, = ylyi Tt ol = z2i T, (1 =10,1,2,3) 

Ui = myypze (4,5, k =0, 1), 

On obtient ainsi les équations 

Xo Xy Xy }‘ —0 

X, Xy Xs|| 
Yo Y1 o Yof 0 

Y: Yo Y3 ’ 

Zo Ly Lz 0 
7 Zy 3| 

et les équations que 'on obtient en écrivant que le déterminant 

‘ Uijk(x7 Y, Z) ; 

est de caractéristique un. 

Ce sont les équations de la variété W. 

La variété W appartient également & des hypersurfaces cubiques, par exemple 
aux hypersurfaces 

X()Y()Zg = UgOCH X1Y1Z1 Ulll? XgYgZg = U%gz, X3Y3Z:3 = U§337 

X0Y1Z1 == U%OO Uou, oo e 

Dans l'espace des X, les premiéres équations représentent une cubique gauche 
K, correspondant & r, les secondes dans l'espace des Y une cubique gauche Ko 
homologue de 7, les troisiémes dans l'espace des Z une cubique gauche K3 homo- 
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logue de 73, enfin les équations obtenues en écrivant que le déterminant | U | est 
de caractéristique un représentent la variété de Segre Ko correspondant aux termes 
de points des droites rq, 79, 73. Ce sont les éléments de diramation pour la corres- 

pondance (1, 3) existant entre W et Ss. 

4. Soit I la surface intersection de trois hypersurfaces Vi n’appartenant pas 
5 un méme faisceau et rencontrant en des points distincts les droites 71, 72, 7. 
Cette surface appartient & 'involution I et les groupes de cette involution situés 
sur F forment & leur tour une involution privée de points unis, ayant pour image 
la section ® de la variété W par trois hyperplans indépendants, c’est-a-dire par un 
espace Sig & seize dimensions. 

Les courbes canoniques de F sont découpées par les hypersurfaces d’ordre 
3.3— (5 -+ 1) = 3 et par conséquent la surface F étant réguliere, a les genres 

arithmétique et géométrique p, = py = 73. 

Entre les genres arithmétiques p, = 74 de F et celui pj, de @, on a la relation 

Pa+ 1 =3(p; + 1) 
d’ott p, = 17. La surface @ étant réguliére, on a p, = 17. 

Dans le systéme canonique de F, il y a trois systémes appartenant & 'involu- 
tion I. Ce sont les systémes | (F, V1) |, | (F, Vo) |, | (F, V3) |. Ils ont respectivement 
les dimensions 16, 17 et 17. Nous avons démontré (*) que celui de ces systemes qui 
est le transformé du systéme canonique de @ est celui qui a la dimension minimum, 
¢’est-a-dire actuellement | (F, V1) |, qui est le transformé des sections hyperplanes 

de @. ’ 

La section de la variété W par un espace & 16 dimensions est une surface dont 
le systéme canonique coincide avec celui des sections hyperplanes. 

5. Considérons maintenant la variété V & trois dimensions intersection de deux 
hypersurfaces Vi rencontrant en des points distincts les droites 7y, 72, r3. L’homo- 
graphie H détermine sur V une involution privée de points unis et représentée par 
la section () de la variété W par un espace Si7 & dix-sept dimensions. 

Les sections hyperplanes de la variété Q sont des surfaces ® dont le systéme 
canonique est découpé par les hyperplans. On a donc 

|0 =[] 
eb par conséquent la surface canonique de Q est d’ordre zéro. 

On a ensuite 

|0 =[O0 =|D] 
et la surface bicanonique de Q est d’ordre zéro. 

Les adjoints successifs du systéme | ® | coincident avec ce systeme et toutes 
les surfaces pluricanoniques de {2 sont d’ordre zéro. 

La section de la variété W par un espace & dix-sept dimensions est une variété 
A trois dimensions dont les surfaces canonique et pluricanoniques sont d’ordre zéro. 

Ligge, le 19 février 1975. 

(*) Sur une propriété des correspondances rationnelles entre deux variété salgébriques 
(Bulletir, des Sciences Mathématiques, 1938, pp. 291-297). 


