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Nous avons démontré autrefois que si une variété algébrique & trois dimensions 

dordre 27 — 2, dans un espace S, & 7 dimensions, avait pour sections hyperplanes 

des surfaces dépourvues de courbe canonique mais ayant une courbe bicanonique 

dordre zéro, elle possédait un systeme linéaire de dimension m-—1 de surfaces 

4 toutes les courbes canonique et pluricanoniques sont Qordre zéro [1]. 
don 

Reprenant cette question, Fano a démontré que on a nécessairement 7 = 4, 

6,7, 9 ou 13 [2]. 
L’objet de cette note est de construire une variété algébrique a sections 

hyperplanes de bigenre un dans Je cas 7 == 9. Nous Vobtenons comme image d’une 

involution d’ordre deux engendrée par une homographie biaxiale harmonique sur 

Pintersection de deux hyperquadriques dans un espace 3 cing dimensions. 

Rappelons que nous avons démontré que dans le cas général, les variétés dont 

il est question sont toujours images d’une involution du second ordre appartenant 

3 une variété a trois dimensions et possédant huit points unis [3]. 

Nous utiliserons le théoréme suivant : Une involution du second ordre engendrée 

par une homographie sur la surface intersection compléte de trois hyperguadriques 

dans un espace & cing dimensions a pour image une surface dépourvue de courbe 

canonique mais possédant une courbe bicanonique d’ordre zéro si Iinvolution est 

privée de points unis, ou une surface dont les courbes canonique et pluricanoniques 

sont d’ordre zéro si I'involution posséde huit points unis [4] 

1. Soient dans un espace S5 & cing dimensions, deux plans o1, oz Ne se rencon- 

trant pas et H une homographie harmonique ayant pour axes les plans o1, o2. Nous 

indiquerons part Yo, Y1, Y2 les coordonnées d’un point de o1 et par o, 21, %2 celles 

dun point de og. Les équations de H sont 

gy fim e (= 0,1,2) 2 

L’homographie H détermine dans S5 une involution du second ordre dont 

Timage peut étre obtenue de la manidre suivante : 

[Y] Sur les voriétés algébriques & trois dimensions doni les sections hyperplanes sont des 

surfaces de genre zéro et de bigenre wn (Bulletin. de I’ Académie roy. de Belgique, 1933, 

pp. 134-140). 
. 

[2] Sulle varieta algebriche @ tre dimenziond le cui sezioni iperpiane sono superficie di genere 

zero e di bigenere uno (Memorie delle Society Italiana delle Scienze, 1938, pp. 1-26). 

[#] Sur les variétés algébriques & trois dimensions dont les sections hyperplanes sont des 

surfaces de bigenre un (Bulletin de I’ Académie roy. de Belgique, 1962, pp- 1251-1257). 

[4] Voir notre ouvrage Théorie des involutions cycliques apportenant & une surface algé- 

brique et applications (Roma, Rdizioni Cremonese, 1963), pp. 100 et suivantes. 
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Les hyperquadriques de S5 transformées en elles-mémes par H forment deny familles. Les hypersurfaces de Ia premiére ont pour équation 

©2(Y0, ¥1, y2) -+ Ya(z0, 21, z2) = 0, 
olt g et Yy sont des formes quadratiques de leurs arguments. Elles ne passent Das par les axes de H. Nous les désignerons par Q. Les hyperquadriques de Ia seconde famille ont pour équation 

Zhayizy = 0 
et passent par o1, 9. Nous les désignerons par Q. 

Posons 

Yir = yiyr, Zug = 22y, (1, =0,1,2) 
Rapportons projectivement los hyperquadriques Q aux hyperplans d*un espace S11 & onze dimensions. Aux couples de Vinvolution correspondent les points d’une variété Wy dont les équations s’obtiennent en éerivant que les déterminants 

J YZ']C }> { Zilc 1 (Z: k= O: 1) 2) 
sont de caractéristique un. 

Les premiéres de ces équations représentent une surface de Veronese Wy situde dans un espace 3, & cing dimensions Z;; = 0. Les secondes représentent une surface de Veronese W5 situde dans Vespace 2 & cing dimensions Y = 0. ~ La variété Wy est Pintersection du cbne projetant ¥ de 2 et du cone pro- jetant Wy de 3. Hlle est o lieu des droites s‘appuyant sur ¥y et Ws. Son ordre est égal &4 16 et elle passe quatre fois par les surfaces ¥y, V. 

2. Désignons par Qo et par Q] les varidtés qui correspondent sur Wi respecti- vement aux hyperquadriques Qo, Q1. A une hyperquadrique quelcongue de 85 correspond sur Wy une variété @/ qui correspond également 3 Phyperquadrique que H fait correspondre 3 Q. La variété @ engendre un systéme lindaire, Lorsque @ 

nous désignerons par le méme symbole. On a done, sur Ws, 

QQ(I) = 2@1 -+ ¥ -+ . 

On en conclut, en observant que les sections hyperplanes de Wj sont les variétés Q> que les variété Q1 sont les variétés de contact d’hyperquadriques de S11 passant par ¥y et W, 

3. Considérons deux hyperquadriques Q. Elles ont en commun une variété Vs & trois dimensions qui rencontre gy et o2 chacun en quatre points. Sur Vi, H déter- mine une involution I possédant ces huit points comme points unis. Observons que si P est un point de V3 situé dans o1, Pespace tangent & cette variété en ce point passe par cp. Le point de diramation P’ correspondant & P est quadruple pour la variété O homologue de Vj sur Ws, le cone tangent en ce point projetant la surface Wy, 
Aux hyperquadriques Q, passant par V3 correspondent dans S11 les hyperplans passant par un espace Sy & neuf dimensions, auquel appartient donc la variété Q. 
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Désignons par @p les sections hyperplanes de Q et par @y les surfaces suivant 

Jesquelles les hyperquadrigques Q] touchent cette variété. 

Chacun des huit points unis de l'involution L est équivalent, au point de vue 

des transformations birationnelles, & une surface rationnelle. Nous désignerons par A 

1a somme de ces surfaces rationnelles et nous avons donc 

2@0 =2 (D1~]- A 

A une section hyperplane de la variété Ws correspond une hyperquadrigue Qo 

de S5. Elle rencontre Vs suivant une surface Ty dont les courbes canonique et 

pluricanoniques sont dordre zéro. Linvolution I sur la surface Fo est dépourvue 

de points unis et son image sur I variété Q est une surface ®o privée de courbe 

canonique mais ayant une courbe bicanonique d’ordre zéro (pa=pg=0, Po=Pg=1). 

A une surface @ correspond sur Vs la section de cette variété par une hyper- 

quadrique Q. Celle-ci passant par op et oy, Pinvolution sur la surface ¥y ainsi 

obtenue posséde huit points unis, quatre dans chacun des plans o1, o2. La surface @1 

posséde done des courbes canonique et pluricanoniques d’ordre 2610 (pg=pg=Fa1=1), 

Une surface @y posséde huit points doubles coniques de diramation. 

On voit donc que la section de la variété Ws, d *ordre 16, par un un espace & neuf 

dimensions est une variété & trois dimensions dont les sections hyperplanes sont des 

surfaces de genres pg = py =0, Py = Pg = 1. 

Observons que on obtient 1'équation des hyperquadriques Q; en €levant au 

carré les deux membres de I'équation des hyperquadriques Q1. On trouve ainsi 

ZM;@MY”Z]-E = 0. 

Litge, le 22 septembre 1970. 
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