ANNALES

SCIENTIFIQUES

DE

L ' SUPERIEURE

DETERMINATION DES SINGULARITES
D'UNE SURFACE MULTIPLE EN CERTAINS POINTS
DE DIRAMATION

Par M. Lucien GODEAUX.

Dans un Mémoire récent (*) nous avons exposé une méthode permettant de
résoudre le probléme suivant . Soit, sur une surface algébrique F, une invo-
lution cyclique \p d’ordre premierp, ne présentant qu’'un nombre fini de points
unis. Dans le domaine du premier ordre d’un A de ces points unis, la transfor-
mation birationnelle de F en soi, génératrice de ('involution, engendre I'iden-
tité ou une homographie de période p. Dans le premier cas, nous disons que le
point A est uni de premiére espéce, dans le second qu’il est uni de seconde
espéce (3). Considérons d’autre part une surface normale <>, image de I’invo-

(I) Les points unis des involutions cycliques appartenant a une surface algébrique {Ann. Ec.
Norm, sup., 1948, p. 189-210). Voir aussi notre Note : Sur les points de diminution isolés des
surfaces multiples {Bull. Acad, de Belgique, 1949, p. &-30, 262-276, cl 277-284), et différentes
Notes citées dans le premier Mémoire, en particulier notre exposé sur Les involutions cycliques
appartenant a une surface algébrique {Actualités scient., n» 270, Paris, Hermann, i935).

(-) Nous disions souvent, dans nos recherches extérieures, point uni parfait et point uni non
partait. Il nous a paru utile de modifier ces dénominations pour éviter une confusion avec les
notations introduites autrefois par Pieri et reprises récemment, avec plus de précision, par
M. Seven dans son Ouvrage Sérié, Sistemi d'équivalenze e corrispondenze atgebriche suite variété
algebriche (Rome, édit. Cremonese, 1942), voir p. 278 et suivantes.
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lution Ip, telle qu’aux points unis correspondent des points isolés : les points
de diramation. Si A est uni de premiére espece, le point de dirarnation A' qui
lui correspond est multiple d’ordre p pour la surface <> Si au contraire A est
uni de seconde espece, la détermination de la singularité de  au point A’
est beaucoup plus compliquée. Le point A est alors, sur la surface F, I'origine
d’une sorte d’arbre de points unis, infiniment voisins de A. La méthode que
nous avons exposée dans le Mémoire cité a pour but de déterminer cet arbre et
la singularité de 4> au point A'.

Dans cette Note, nous nous proposons d’appliquer cette méthode a la déter-
mination des singularités de points de diramation dans trois cas particuliers.
Dans chaque cas, le point de diramation est un point triple triplanaire pour la
surface d>, mais ces points présentent, dans le domaine du premier ordre, des
singularités tres différentes. Il nous a paru intéressant de montrer la genése de
ces singularités. Notre Note débute par un bref résumé de la méthode.

1. Soient F une surface algébrique contenant une involution cyclique T,
d’ordre premier impair p, n'ayant qu’un nombre fini dé points unis, T la trans-
formation birationnelle de F en soi génératrice de cette involution. Nous pou-
vons prendre, pour modeéle projectif de F, une surface normale, d’ordre pn,
appartenant a un espace linéaire S, dont la dimension est arbitrairement
grande, sur laquelle T est déterminée par une homographie ayantp axes ponc-

tuels ¢0, cr,, ..., (IP_{, dont le premier seul rencontre F (aux points unis de
I’involution). Le systeme | C | des sections hyperplanes de F contient p systémes
linéaires partiels |C,,|, |C4|, . ..,|CP_,| appartenant a l’involution, le sys-

teme | Cf| étant découpé par les hyperplans passant par les axes ponctuels de
I’lhomographie, sauf par <.

Le systeme | CO. est dépourvu de points-base et sa dimension %, peut étre
supposée aussi grande qu’on le veut. -En rapportant projectivemenl les
courbes Cl aux hyperplans d’un espace linéaire a r,, dimensions, on obtient,
comme transformée de F, une surface d>, d’ordre n, image de I’involution I/
Nous désignerons par F, les sections hyperplanes de <F, courbes qui corres-
pondent aux courbes C,. Si it est le genre des courbes FO0, les courbes C,, et par
suite les courbes C sont de genre p(r. — i) -+ 1.

Aux axes a0, <j, ..., de I’homographie T, nous avons attaché les
nombres i, e, .. ., i" \ ou £ est une racine primitive d’ordre p de l'unité.

Soient A un point uni de seconde espéce de I'involution; il appartient a
I'axe <i0 et nous supposons que le plan tangent a F en A n’a que ce point en
commun avec c0. Ce plan tangent sS’appuie en un point sur deux des
espaces a2, ..., a/;_. On peut toujours supposer, sauf a modifier éventuel-
lement les notations, que I'un de ces espaces est <jt et nous désignerons I’autre
par aa. Soient alf aa les tangentes a F en A s’appuyant la premiére sur <t, la
seconde sur aa.
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Nous désignerons par C0 les courbes C, passant par A; elles ont en ce point
la multiplicité Xt+ p.,, X, tangentes a ces courbes en ce point étant confondues
avec a, et u, avec a*. Nous désignerons par |C"| le systeme formé par les
courbes C0 assujetties & toucher en A une droite distincte de a,, ax. Ces courbes
ont en A la multiplicité X2-f-p.2, X2 de leurs tangentes en ce point étant
confondues avec a, et p? avec «a. Et ainsi de suite.

Si nous posons p = i v + i, nous obtenons ainsi v + i systémes linéaires

IC',| ICSlI, |C>1,  |CT+Y)],
dont le dernier est formé de courbes ayant en A la multiplicité p, les tangentes
en A étant variables. Nous désignerons par X,+ p( la multiplicité du point A
pour les courbes Cj’, a, des tangentes en ce point a ces courbes étant confondues

avec «! et p,- avec a*.

Nous avons _
Xt+Pi<Xi+pl<..<X+P<p-

De plus, les nombres A, p,- satisfont a la congruence

1) X+ap=o0 (mod/?).

Si p est un entier inférieur a p tel que

13 —i=o (mod p),
nous avons également
2 p-t-|3X =0 (mod/?).
Les courbes C, passent simplement par A en y touchant elles rencontrent
chacune des courbes C0, C", .. ., CM en p points confondus en A.
Parmi les solutions de la congruence (i), se trouve la solution X=/j — a,
p.=i. Soient CI' les courbes qui correspondent a cette solution. Si chacune

des courbes Cjl, le point A est I'origine d’une branche linéaire tangente en A
a «e. Cette branche doit avoir/? points communs avec les courbes C, confondus
en A, par conséquent les courbes Cjl, C, ont en commun une suite de a—i
points fixes en commun, infiniment voisins successifs de A : nous les désigne-
rons par Aal, Aa>a, ..., Axa_t Ces points sont unis de seconde espece pour
| involution, sauf le dernier qui est uni de premiére espéce.

De méme, en utilisant la solution X =i, \J.=p — (3 de la congruence (@), on
voit que les courbes correspondantes ont en commun, avec les courbes Ca, une
suite de p — i points fixes infiniment voisins successifs de A, unis de seconde
espece pour | involution, sauf le dernier qui est uni de premiére espéce.

2. Nous désignerons par FJ les courbes qui correspondent sur ¢> aux
courbes Cjl. Les systéemes |Cj |, |rj’| ont la dimension ra—i. En rapportant
projectivement les courbes Cj' aux hyperplans d’un espace linéaire a ri—i
dimensions, il correspond a la surface F une surface <t, image de I'involution,
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dont les sections hyperplanes sont les courbes F;!l. Nous obtenons ainsi une
suite de surfaces

@) b, <8, 4>, O+,

a condition de supposer /-gv -f- 4-

Soit A' le point de diramation qui correspond sur &> au point uni A. Sur d>,
les courbes r'0 sont découpées par les hyperplans passant par le point A'. La
surface d», est donc la projection, a partir de A', de la surface ¢ sur un hyper-
plan de I'espace ambiant (ou est tout au moins projectivement identique a cette
projection). Plus généralement, sur la surfaced»,, les courbesr,' | sont décou-
pées par les hyperplans passant par un point A' et la surface d>+1 est projecti-
vement identique a la projection de la surface d>, a partir de A, , sur un hyper-
plan de I’espace ambiant.

L’utilisation de la suite de surfaces (3) permet d’analyser la singularité dela
surface d> au point A', comme on le verra dans les exemples suivants.

I

3. Supposons en premier lieu p— 17, a=1i\ et par suite p=11. Nous
avons

3, pP1—1,; h=h pi =6; /:i=6, la3=<; N=1\
>3=19, [13=3: fr,=1a; N=T1> M—8; A8=i2, fA8=—4-

Nous avons actuellement deux suites de points unis infiniment voisins
successifs de A : L’une, A,.,, A)i2, .. ., A, J0, dont le premier point se trouve
sur la tangente aK\ l'autre, ASil, A*.,, ..., A*.13 dont le premier point se
trouve sur na

l.es courbes C, ont un point quadruple en A; elles passent trois fois par A, ,,
deux fois par Al 3, une fois par A,.3, .. ., Aj.,0 et une fois par un point At ¢
infiniment voisin de Ai 2, uni de premiére espéce pour I’involution. l.es
courbes C0 passent une fois par les points Aa I, Aa,2,. . ., Agjls.

Sur la surface d»,, il correspond aux domaines des points Al 10, Ali2,i, Aa.13,
trois droites at, 1, cra. Cette surface est d’ordre n— 3 et ses sections hyper-
planes T0 sont de genre r.—2. Le point de diramation A'est par conséquent
triple triplanaire pour la surface d>.

4.Les courbes C" ont la multiplicité 7 en A, une des tangentesacescourbes
en ce point étant confondue avec <7, et les six autres avec «a. Ces courbes
passent nécessairement une fois par les points Ax ,, A, ,,. .., Auo; elles ne
passent plus par At . Sur la surface d>, les courbes F* sont donc découpées
par des hyperplans passant par un point Aj appartenant a la droite ¢

Les courbes C, ne pouvant rencontrer les courbes C" en plus de 17 points
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confondus en A, ces derniéres courbes ne passent plus par Aa ,3 et par suite le
point A' appartient également a la droite

Le point Avl peut étre sextuple pour les courbes C"; dans ce cas, le
point Aa., est quadruple pour ces courbes et celles-ci passent encore deux fois
par deux points Ai?j, Aa2lt infiniment voisins successifs de Av,, Le
point A* , | t est uni de premiére espéce pour | involution.

Sur la surface $2, projection de (fi, a partir de A", il correspond au domaine
du point Aa,2ilil une conique pl et A', est double conique pour<I\. A ladroite a,
correspond sur d> une droite et aux droites <a, t des points singuliers pour
la surface, appartenant a p0.

Puisque A' est double conique pour <>, le systeme [T"|a le degré n—5 et
par conséquent, | CO. doit avoir le degreé effectif i 7 (/i — 5). Or, dans I'intersec-
tion de deux courbes C", le point A absorbe 7x17 points, alors qu’il 1le doit
en absorber que 5x17. Nous sommes donc conduit a une contradiction et par

conséquent, les courbes G" n’ont pas, en A, le comportement qui vient d’étre
indiqué.

0. Avant d’étudier le comportement des courbes C", nous étudierons celui
des courbes C”.

Ces courbes ont la multiplicité 8 en A, six de leurs tangentes en ce point
étant confondues avec a, et deux avec ax. Elles ne peuvent passer par les
points Al 10, Aa I3, car alors elles seraient rencontrées en plus de 17 points
confondus en A par les courbes Ga, Gt.

Sur la surface <&, les courbes T” sont découpées par les hyperplans passant
par une droite s’appuyant sur les droites cr,; cra. Ces courbes étant des
courbes F" particuliéres, leurs hyperplans passent par le point A',, commun aux
droites aq, ©

Observons maintenant que les courbes G" passent nécessairement deux fois
par les points Aa>l, Aa,, Aa 3, A=aune fois par le point Aa3 et une fois
par un point Aa i I, uni de premiére espéce pour I'involution, infiniment voi-
sin du point Aa 5.

Gela étant, supposons que les courbes G" ne passent pas par le point A, ,
(qui correspond a la droite ). Alors ces courbes passent nécessairement quatre
fois par At|1, deux fois par A, ,, Al 3, une fois par A,,, et par un point Al4 i,
infiniment voisin du précédent; enfin, deux fois par un point Alfl>],
infiniment voisin de A, t Dans ces conditions, le point A équivauta 112 points
dans I’intersection de deux courbes G". Mais ce nombre doit étre multiple de 17,
car | C, | appartient a Linvolution. Nous sommes donc conduit a une absurdité,
donc les courbes G" passent par A, , ,, c’est-a-dire que sur «l», les hyperplans
des courbes F" passent par la droite -r. On en conclut aussi que les droites <,
et t se rencontrent.

Sur la surface les courbes F" sont découpées par les hyperplans passant
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par un point A', qui appartient & la droite et coincide avec le point singu-
lier t (qui représente la droite t sur cette surface).

Les courbes C" passent nécessairement six fois par le point AM et trois fois
par chacun des points Al>2, A1IM.

Sur la surface 3, il correspond a t une cubique gauche que nous désigne-
rons toujours par . Au domaine du point Aai5:i correspond une droite p,. A la
droite <3 correspond un point singulier appartenant a la cubique gauche t et
a  correspond également un point singulier dont la position sera fixée plus
tard.

La surface <P} est d’ordre n—8 et ses sections hyperplanes Fj ont le
genre r-— 5.

6. Itetournons aux courbes C". Comme on l'a vu, aux courbes C" corres-
pondent sur <M les courbes Fj découpées par les hyperplans passant par un
point Aj appartenanta et coincidant avec le point singulier . <>, est la pro-
jection de <b, a partir de ce point A',.

La droite p? de d> peut provenir soit d’une droite infiniment petite du
domaine du point Aj, soit d’une droite proprement dite p? tracée sur <IL.

Dans la premiere hypothese, le point A, serait quadruple pour d> et cette
surface serait d’ordre n — 4, puisque <3 est d’ordre n — 8. Sur les courbes C",
le point A devrait étre I'origine d’une seule branche contenant, comme dernier
point fixe commun a toutes ces courbes, un point uni de premiére espéce
simple pour les courbes en question. On a vu que cela était impossible, le der-
nier point A%j.,,, étant double pour les courbes C". Il existe donc sur <> une
droite p? proprement dite et le point A', est triple pour la surface.

Les courbes C" passent une fois par le point A*.5i1 dont le domaine corres-
pond & la droite p2. Il en résulte que les courbes Cj passent nécessairement
trois fois par Aail, deux fois par Aa 2, Aa 3, Ax 4, une fois par AJj5 et par Aa 51,
enfin une fois par trois points A* ¢ 1; ATlI2, A* £3 infiniment voisins successifs
de A,.!, le dernier étant uni de premiere espéce pour ['involution.

Au domaine du point A* 13 correspond sur <>, une droite p! et le point Aj
est donc double biplanaire pour <lv Comme Aj est le point d’intersection de t
et a, sur> et que la droite pl ne rencontre pas t, il faut que la droite pj ren-
contre x et ladroite p2, la droite cra. En d’autres termes, sur la surface <h2, nous
avons trois droites a,, pl( p? et deux points singuliers « et aa. Les droites pt, p!
se rencontrent; le point singulier t appartient aux droites <7, p! et le point
singulier 7a a la droite p2.

7. De ce qui précede résulte que le point de diramation A' de < est équiva-
lent a cing courbes rationnelles

V) Pi) P (T
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chacune rencontrant la précédente et la suivante en un point, mais ne ren-
contrant pas les autres. On a

r0= 10+ ul-t-T + pi-Hp2+cra

et les degrés virtuels des courbes aL, -, p,, p2, gx sont par suite respectivement
égauxa — 2, — 3, —2, — 2, — 2.
On a ensuite
I'0Si 1I'0-t- (T, ++ T-1- 2(pJH- p2) - <oxe
r0=r04<71+2(T + pl+p2)4-(Ta

On vérifie, en utilisant ces relations fonctionnelles, que les nombres des
points d intersection des courbes ro, r,, avec alt 7, plf p»> aa sont bien ceux qui
ont été rencontrés plus haut.

Le point de diramation A' de la surface < est triple triplanaire pour cette sur-
face. L un des plans tangents () a (> en A' rencontre chacun des deux autres
plans tangents fifi, fifi suivant une droite, mais ces deux derniers plans ne se
rencontrentpas en dehors de Al Au point A’ est infiniment voisin, sur la droite
commune aux plans fi), fifi, un point double biplanaire.

S. Nous supposerons en second lieup = 23, a=19, d'ou fi—1-. On a

>t=4, fAt=i; >-=1, f*1=6; A =S8, xX,=a
a3 12 .c=12, jc=:3; AT=tq, la7= 8;
%19=16, No—3, [i0=i8; Xi=i3, [xn=g.

Les courbes C0 ont en A la multiplicité 5, quatre tangentes étant confondues
avec », et une avec ax. Ces courbes passent simplement par une suite de

18 points fixes A*,, Aa.,, ..., Alil8, infiniment voisins successifs de A, unis
pour | involution, le dernier étant uni de premiére espece.
Les courbes C0 passent par une suite de ifi points fixes A, 4, A, 2, .. ., A, B,

infiniment voisins successifs de A, unis pour I'involution, le dernier étant uni
de premiére espéce. Elles passent précisément trois fois par le point A, ,, une
fois parles autres. Elles passent en outre une fois par deux points fixes A, ti,
infiniment voisin de Atl et Alil t ,, infiniment voisin de A, 4 ,. Ces points sont
unis pour I'involution et le dernier est de premiére espéce.

Sur la surface <!>, il correspond aux domaines des points A,. 16, A,. M. A* 18,
des droites cr,, £, nx. Le point A' est donc triple triplanaire pour la surface <.
La surlace <t est d’ordre n—3 et ses sections hyperplanes Fl sont de
genre - — 2.
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Les courbes C" passent sept fois par A, une de leurs tangentes en ce
point est confondue avec al. Ces courbes passent simplement par les seize
points A, ,, A,,2, .. A, lc. Par conséquent, les courbes T" qui leur corres-
pondent sont découpées sur la surface d> par les hyperplans passant par un
point A', appartenant a la droite

Les courbes C" ne peuvent plus passer par le point Aa.)s, car autrement elles
seraient rencontrées par les courbes C, en plus de 23 points confondus en A. Par
conséquent, les hyperplans des courbes F" sur d> passent par un point appar-
tenant a ora. Le point A, appartient donc aux droites t, a,,.

Les courbes C' peuvent passer six fois sur les points A* |, Aa 2, quatre fois
par le point Aa3 et deux fois par un point Aa,3jl infiniment voisin de Aa3 et
par un point AaM>1 infiniment voisin du précédent. Le point A\ serait alors
double conique pour la surface d> et la surface d> serait d’ordre n—5. Or,
dans I'intersection de deux courbes C", le point A absorbe 7 X 23 unités, de
sorte que la surface ¢>, devrait é&tre n— 7. L’absurdité a laquelle nous parve-
nons prouve que les courbes C, ne peuvent avoir en A le comportement qui
vient d’étre considére.

10. Comme dans le cas précédent, nous étudierons d’abord le comportement
des courbes C" au point A.

Les courbes C" ont en A la multiplicité 10. huit tangentes en ce point étant
confondues avec a, et deux avec ax. Ces courbes passent nécessairement deux
fois par les six points Aa>1, A,.,, .... Aa# une fois par Ag7 et une lois par un
point Aa a.,, infiniment voisin du précédent. Le point Aa>7i, est uni de premiére
espéce pour I'involution. Au domaine de ce point correspond, sur la surface d>3,
dont les sections hyperplanes sont les courbes T”, une droite p3,

Les courbes C" ne peuvent passer par A, 10, car autrement elles seraient
rencontrées sur plus de 23 points confondus en A par les courbes Ca Il en
résulte que sur la surface dq, les courbes F" sont découpées par des hyperplans
passant par une droite S'appuyant sur a, et passant par le point A, (car les
courbes T" sont des courbes T" particuliéres).

Supposons en premier lieu que les courbes C" ne passent pas par Alilitil.
Alors, ces courbes passent huit fois par Alil} cing fois par A13, trois fois par
un point Ali0ti, infiniment voisin de A, 2, deux fois par un point A, i infi-
niment voisin du précédent, enfin une fois par un point A, infiniment
voisin de A,.2j1|1. Le point A absorbe i03 points dans I'intersection de deux
courbes C". Ces courbes forment un systéme linéaire appartenant a I'involution,
ce nombre devrait étre multiple de 23. Il en résulte que les nombres C' passent
par Aj."j,,, c’est-a-dire que les hyperplans découpant sur d>, les courbes T
passent par la droite +. Celle-ci doit donc s’appuyer sur a, en un point que nous
désignerons par A".
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Les courbes T" rencontrent t en trois points variables au plus, c’est-a-dire
que est au plus triple pour les courbes C".

Si est triple pour les courbes C”, il en est de méme de Al ,a et le
point A, i est multiple d’ordre 6 pour ces courbes. Cela est impossible, car la
somme des multiplicités des points A, ,, AtilA pour les courbes C" est en plus
égale a 8, nombre des tangentes en A a ces courbes confondues avec a,.

Si AliMj1 est double pour les courbes C", At, , est également double pour
ces courbes. Le point AM est sextuple pour les courbes C” et celles-ci passent
deux fois par A, 2, Alj3, Al 4, une fois par Al 5 et une fois par un point A, 5 ,,
uni de premiére espéce pour I'involution. Au domaine de ce point correspond
sur d>3 une droite 4. d>3 est d’ordre n — 8.

Si AN Df est simple pour les courbes C", A, ,,, est également simple et Alit
est multiple d’ordre 7; Al2 est multiple d’ordre 5, Al3 est simple et les
courbes C” passent encore simplement par quatre points Al :11, Ali3,2, A,
A, 14 infiniment voisins successifs de A, Au domaine de ce dernier point
correspond encore sur d> une droite ¢4. ¢>} est d’ordre n— 9.

Observons que sur la surface d>2, a la droite de «b, correspond une
droite 4, a t correspond un point singulier situé sur a,. Les courbes T™ sont
découpées sur d> par les hyperplans passant par un point A, qui coincide
avec t. D’une maniére précise, le domaine de A? sur d> est équivalent a
I’ensemble des courbes t,, t et éventuellement p2

Si la droite p? de d>3 provenait d’une droite infiniment petite, infiniment
voisine de A',, les courbes C" ne passeraient pas par AJilit et sur ces courbes,
le point A serait I'origine d’une seule branche tangente a aa. On a vu que dans
ce cas, A, est double conique pour d\ et que I'on est conduit a une contra-
diction. Donc p? provient d’une droite p? tracée sur d>,. Dans ces conditions.
A’ est au plus triple pour d> et d’autre part. A’ est au plus double pour d>;
I'ordre de la surface d> est au moins égal a n— 8. On en conclut que c’est la
premiere hypothése envisagée plus haut qui est valable, c’est-a-dire que le
point Aj [ [ , est double pour les courbes C”.

Sur la surface d>2, t est une conique et -, une droite. A <, correspond un
point singulier appartenant & - ou -4. On verra plus loin qu’il appartient a 4.

11. Sur d»2, p2 est une droite, donc les courbes C" passent simplement par le
point Aa>74. Il en résulte que ces courbes passent simplement par Aa7 et au
moins deux fois par Aa0, Aa>3, .... Aail. Il est aisé de voir qu’elles doivent
précisément passer cing fois par A,., et deux fois par Aa>l, Aa,3, .. ., Aa.c. De
plus, elles passent une fois par un point A2 Pl infiniment voisin de AaA et par
deux points A,i(iU, Aa,lilia infiniment voisins successifs du précédent. Au
domaine du point Aa>lili2 correspond sur d> une droite p4 et le point A, est
double biplanaire pour d>4

Des deux droites pt, pa, l'une, par exemple ¢t, rencontre - et l'autre p?

Ann. Ec. Norm., (3), LXVII. — Fasc. 1. 2
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rencontre <a. Sur la surface cra est un point singulier appartenant a la
droite c, et t un point singulier appartenant & la droite p,. 1l en résulte que
c’est qui rencontre a,.

12. Le point de diramation A' de $ est équivalent a I'’ensemble de six
courbes rationnelles

pi?  Ps>

dont chacune rencontre la suivante et la précédente en un point, mais ne
rencontre pas les autres.
On a

et I'on en conclut que les courbes a,, «,, ..., ca ONt respectivement pour
degré virtuel —2, — 2, — 3, — 2, — 2, — 2.
Les courbes F”, F" satisfont aux relations fonctionnelles

Fo=1(i + 51 + Vi + v4-2(pi4-p2) + 0'a,
lo—1hm erimn 2(t, t-T-1-p, -H p») H- D"

Le domaine du point A" intersection des droites aif t sur <!>, est équivalent
a la droite t,. Ce point est double conique pour <&, car lorsque I'on passe de
<lg & <h? par projection a partir de Aj, a la conique infiniment petite du domaine
de Aj sur <!>, correspond une droite infiniment petite infiniment voisine de Aj.

Le point de diramation A' de la surface (> est triple triplanaire pour cette sur-
face; le cbne tangent en ce point se compose de trois plans (at), (v), (cra), le
second rencontrant les deux autres chacun suivant une droite, mais (a,), (cra) ne
se rencontrant pas en dehors de A'. Au point A' sont injiniment voisins un point
double biplanaire sur la droite commune a (t,), (ca) et unpoint double conique
situé sur la droite commune a (v, (¢t ).

111

13. Supposons maintenant que nous ayons p =1iZ, a=20. d'ou 3 =5
Nous avons

=3, g.=1. I =6 Pi—2; P{—8, >4=9; Pi=3;
»h=4, N=09; > Pt,— 4, >7=7, Pt=io; >8=3, Pi=16;
>9=15, p? Pio= 10, pui—!1 >ll=25 Pu—17.

Les courbes C0 ont en A la multiplicité 4, trois tangentes en ce point étant
confondues avec a, et une avec «a. Elles ont en commun une suite de 19 points
Al Aa 2, ..., AP10, infiniment voisins susccessifs de A, simples pour les
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courbes et une suite de i4 points A, t, Ali2, ADIU infiniment voisins
successifs de A. Le point Ax, appartienta et le point At a a,.

Les points A1} Alj2 sont triples pour les courbes C0, le point Al13 est double
et les points Alj4, .. Al sont simples. Les courbes Cl ont en outre en
commun un point simple A131 infiniment voisin de A13.

Les points All4, Alj3l et Aaitt sont unis de premiére espéce pour revo-
lution et il leur correspond, sur la surface d>, trois droites alt -, <a Le point
de diramation A' est donc triple triplanaire pour la surface d>.

Les sections hyperplanes Fl de d> sont de genre n— 2 et la surface est
d’ordre n— 3.

14. Les courbes G" ont la multiplicité 8 en A, six tangentes en ce point
étant confondues avec ai et les deux autres avec ar Ces courbes passent

nécessairement deux fois par Alit et une fois par Ali2, A, 3, ..., Aljl4; elles
ne passent plus par A(3 Ces courbes lle peuvent plus passer par Aal,;
elles passent précisément deux fois par sept points AaJ, Aa>2, . Aa>,, une

fois par Aa>.

Les courbes C" doivent passer par quatre points A, , 4, Ai f  A)13, Aliljlk
infiniment voisins successifs de A, , et une fois par un point Aa 81 infiniment
voisin de Aa 8.

Sur la surface d>4, les courbes T" sont découpées par les hyperplans passant
par un point A", appartenant aux droites t et <a

Les points Al , 4 et Aad 4 sont unis de premiére espece pour I'involution et
il correspond a leurs domaines, sur la surface d>2, deux droites pl4, p2l. 1l en
résulte que A, est double biplanaire pour la surface <I\, les plans tangents a
cette surface en ce point étant obtenus en projetant les droites pl4, p2l de A'.

A la droite t correspond sur <P, un point singulier appartenant a la droite p,,
et a Ja, un point singulier appartenant a la droite p2l. A at correspond une
droite a4.

La surface dv, est d’ordre n—5 et ses sections hyperplanes T" sont de
genre r.— 3.

15. Les courbes C" ont en A la multiplicité 9, une de leurs tangentes en ce
point étant confondue avec et 8 avec aa filles passent simplement par les
points A, j, Aj ..., Al j4 Sur d»., il leur correspond des courbes F" décou-
pées par les hyperplans passant par un point As appartenant a plt, distinct du
point singulier ¢. .

Si le point A est, sur une courbe C”, I'origine d’une seule branche tangente
a «*, ces courbes passant huit fois par Aal, six fois par Aa  deux fois par
trois points Aa 21, Aa2t I, Aa2 {2 infiniment voisins successifs de Aa 2. Mais
dans ces conditions, le point A absorbe 9x23 points dans l'intersection de
deux courbes Cl et la surface d> est donc d’ordre n— 9. D’autre part, les
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courbes G” 1le passant pas par Aa,,.,, il correspond a ces courbes sur <h les
sections par les hyperplans passant par un point A, appartenant a p21. On a vu
que A; appartient également a p4l. Ce point A, devrait é&tre multiple d’ordre 4
pour <!>, ce qui est absurde, car il donnerait sur «> un point quadruple infini-
ment voisin d’un point double.

On en conclut que sur une courbe C", le point A est l'origine de deux
branches tangentes en ce point & ax. L’examen des cas possibles, en tenant
compte que les courbes C” coupent les courbes C, en 23 points confondus
en A et que |C” appartient & I’involution, conduit a une seule solution
acceptable.

Les courbes C" passent six fois par Aail, trois fois par Aa>2, Aa>3, deux fois
par Aa» et en outre deux fois par un point AaA , infiniment voisin de Aa t, une
fois par deux points Aa>1.2, ArliS,t infiniment voisins successifs de Aa>i>1, enfin
une fois par deux points AaJM, A, %,., infiniment voisins successifs de Aa

Les points A,.,,»1 et Aa, , t sont unis de premiere espéce pour I'involution
et il leur correspond, sur <\, deux droites pl2, p22. Le point A, est donc double
biplanaire pour d>2. Lfi surface <>, est d’ordre n— 7 et ses sections hyper-
planes T" sont de genre t. — 4-

Sur la surface <P} existent deux points singuliers : I'un appartenant il la
droite pi2 représente les courbes t et plt, I'autre appartenant a la droite p2
représente les courbes <ja, p21. A a, correspond une droite 1.

0. Les courbes C0° ont en A la multiplicité 12, neuf tangentes étant confon-
dues avec at et trois avec oa. Ces courbes ne peuvent plus passer par Atjl,.

Si les courbes Cl° passaient deux fois par A&ale point Aat, leur appar-
tiendrait et serait uni de premiére espece pour I'involution. Or, les courbes C,
passent par ce point et par Aal 2 et par conséquent Aa, ne peut étre qu’un
point uni de seconde espece. Les courbes passent donc trois fois par Aa ,.
Elles passent nécessairement trois fois par Aa,2, Aa>3, deux fois par Aa,A et une
fois par Aa, ,, Aa, ,.t Il en résulte que les courbes ril), sur<I>3. rencontrent p2
en un point variable, mais pl2 en un point fixe. Ces courbes sont découpées
sur cette surface par les hyperplans passant par un point A, appartenant aux
droites pl2 et a,.

Si les courbes C,' passaient neuf fois par Aljt, elles passeraient deux fois
par A,.2, deux fois par trois points et une fois par deux points infiniment
voisins successifs de A, 2. Le point A", serait simple pour d>3. Par contre, le
degré de | ru>| serait égal a n — 12 et devrait étre quintuple pour ¢>3. Donc les
courbes Cill ne peuvent passer neuf fois par A, ,.

Si les courbes Cll) passaient plus de cing fois par Af I, I’'un des points A, ,.,,
Ai.,.,, A, , 3} serait uni de premiére espéce pour ('involution, alors que ces
points, qui appartiennent aux courbes C", sont unis de seconde espéce. On
vérifie aisément que si elles passaient moins de cing fois par A®&le degré
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effectif de |C0' | ne pourrait étre multiple de a3. On en conclut que les
courbes G;' passent cing fois par A, ,, quatre Ibis par Al>2, deux fois Al>3, une
fois par chacun des points Al | t, A11i2,A113, t, etenfin deux fois par A131
Par conséquent, le point A, coincide avec le point singulier de pl., qui repré-
sente les courbes -, pl4.

Sur la surface <>, la courbe t est une conique, la courbe pl4 une droite,

es" un point singulier appartenant a la conique pl2 un point singulier
appartenant a la droite p4l, p22 est une droite passant par ce point singulier et
contenant un point singulier représentant les courbes p2l et cra.

La surface <>, est d’ordre n—io et ses sections hyperplanes F;l' sont de
genre t. — G.

17. Le point de dirarnation A/ de <> est équivalent @ un ensemble de sept
courbes rationnelles

04, 21i pl2j P2y p2u  Ca
et I'on a
lo=lo+0m1 ~w0Plig-pi2e-pr porio*

On en conclut que ces courbes ont le degré virtuel — 2, sauf t qui a le degré
virtuel — 3,

On a ensuite
lo=I|) + Ti ¢' - + 2(PU~- pu-t- ps2 -+ pu) -I- ffj,,
-+ -+ 2pit H- 3 (p,2-F p2») -+ 2 p21 (Tx,
lo =+ 01 2C H- 3(pi, -|- Ois -f- p2s) a psi -f-

On en conclut que :

Le point de dirarnation A' de la surface (> est triple triplanaire pour cette sur-
face; le cbne tangent a ce point se compose de trois plans (oy), (t), (<ra), le
second rencontrant chacun des deux autres suivant une droite, mais ceux-ci ne se
rencontrant pas en dehors de A'. Au point A’ sont infiniment voisins successifs
deux points doubles biplanaires dont le premier est sur la droite commune aux
plans (x), (<ra), le second étant ordinaire.



