Sur les systemes invariants
de certaines surfaces algébriques;

Par Lucien GODEAUX.
(Liege.)

Considérons deux surfaces algébriques F, F' liées par une corres-
pondance birationnelle. Il peut exister, sur chacune de ces surfaces,
des points simples isolés dont les homologues sont indéterminés.
Si P' est un point de cette nature sur la surface F', son homologue P
sur F varie sur une courbe y appelée courbe exceptionnelle. La
théorie de ces courbes a été faite par F. Enriques dans ses premiéres
recherches sur les surfaces algébriques (*). Une courbe exceptionnelle

est rationnelle et de degré virtuel — i ; elle n’est pas rencontrée par
les courbes canoniques de la surface. On peut se demander si une
courbe rationnelle de degré virtuel —i tracée sur une surface

algébrique est nécessairement exceptionnelle. La réponse est négative
et I'objet de ce travail est précisément de construire une surface
contenant une courbe rationnelle de degré virtuel —i qui n’est pas
exceptionnelle et qui .intervient comme composante du systéme
canonique et des systemes pluricanoniques de la surface. Nous avons
obtenu cette surface comme image d’une involution cyclique, n’ayant
gu’'un nombre fini de points unis, appartenant & une surface
algébrique, en application de la théorie de ces involutions que nous
avons construite antérieurement (3).

P) Voir, par exemple, F. Enriques, Le superficie algebriche, Zanichelli
Bologna. 19/49.
(") Mémoire sur les surfaces multiples (Mémoires in-8° de I'Académie royale
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Nous considérons une surface F d’ordre 3v + 2 transformée en soi
par une homographie de période p = gv2H- 3v + 1, oU nous Suppo-
sons v choisi de telle sorte que p soit premier. Cette homographie
engendre sur F une involution possédant trois points unis. Nous
construisons un modele projectif normal < de cette involution. La
détermination des singularités des trois points de diramation de la
surface <> (homologues des trois points unis de l'involution) se fait
en appliquant la méthode que nous avons exposée dans nos travaux
cités plus haut; nous I'indiquons rapidement. Nous construisons
alors les systéemes canonique et bicanonique de la surface et montrons
gu’une certaine courbe rationnelle de degré virtuel — | appartient
a ces systémes. Nous avons cependant fait ces développements en
supposant v=2; le cas v=2 se traite exactement de la méme
maniére, mais donne lieu a des calculs plus longs.

1. Considérons la surface F d’équation

« XNM'X3-\- ak+i{x"x-iX3Y M, +-~z,= o,
i=0

ou v est un entier tel que p = qv2-+ 3v -+ 1 soit premier.
La surface F est transformée en soi par I’hnomographie

Evtled  govw>+vH  \
\NXt  X-i 3 XK >

ou £ est une racine primitive d’ordre p de I'unité. L’homographie H
a la période p et engendre sur F une involution | ayant trois points
unisOi(i, o, o, 0), O2(o, 1, o0, 0), O3(o, 0, 1, 0).

Pour construire un modeéle projectif de la surface image de

de Belgique, ig52) ; Les singularités des points de diramation isolés des surfaces
multiples, Colloque de Géométrie algébrique du Centre Belges de Recherches
mathématiques, Liége (Masson, Paris et Thone, Liege, ig52); La théorie des
involutions cycliques appartenant a une surfaces algébrique et ses applications
(Collogue « Henri Poincaré », Paris, octobre 1954); Suite involuzioni cicliche
appartenenti ad una superficie algebrica (Rendiconti del Seminario matematico
e fisico di Milano, 1953-1954).
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I'involution |, observons gu’a une section plane D de F correspond
) R .3 . ,
sur  une courbe T de genre égal a celui, -v(3v + i) de D, posse-

dant -v(3v-f- 2)(3v + 3) points doubles. Ceux-ci correspondent aux

couples de points de D appartenant a un méme groupe de I. A la
courbe T correspond sur F I’'ensemble de la courbe D et de sesp — i
transformées par H, H2, .... Lorsque la courbe D varie sur F,
F varie dans un systeme rationnel dont les courbes appartiennent

totalement a un systéme linéaire |T|, de genre -v(v + i)(3v + i) et

de degré (3v—+ 2)p. Aux courbes de |F| correspondent sur F les
courbes C==/>D, découpées sur F par les surfaces d’ordre p du
systeme linéaire transformé en soi par H et qui ne passent pas par
les points unis de H (on défalque de ce systeme les surfaces qui
contiennent F comme partie). On voit aisément que la dimension r
de | C | et, par suite, de |F| est supérieure a 3.

Rapportons projectivement les courbes F aux hyperplans d’un
espace linéaire S, a I» dimensions; nous obtenons un modéle projectif
de < sur lequel, aux points unis O,, CL, O} de | correspondent des
points de diramation isolés O',, O',, 0'3.

Considérons le cas v= 2. L’équation de la surface F, d’ordre 8,
est alors

ciyx\ Xi -+ a3x\x3 -h asxl xt -h akxlI -t- a3xIx.ix3xI -+ ac(x1x2X.1)2x1= o

et I’homographie H,
Il = (X, ex, e3Ixs e27«l).

L’involution f est d’ordre p — 43.

Le modele projectif de la surface <>, dans Sr, est une surface
d’ordre 344! a sections hyperplanes F de genre 189. Un calcul simple
montre que I'on a r = 158.

2. Il faut en premier lieu étudier la structure des points unis de
I'involution et celle des points de diramation. Remarquons d’ailleurs
gu’il suffira d’étudier les structures des points O,, O',, a cause de la
symétrie de I'’équation de F en xI} x2, x3.

La structure du point uni O, et celle du point de diramation O', se
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déterminent par les procédés que nous avons développés dans notre
Mémoire sur les surfaces multiples cité plus haut; cette recherche ne
présentant aucune difficulté, nous nous contenterons de la résumer.

Observons tout d’abord que le point O, est simple pour F, le plan
tangent en ce point étant ;r2=—=0. Dans ce plan, I’'homographie Il
détermine une homographie que I’on peut écrire

H=(&i CLIA),
en posant £ = £37, ou
H=(«i ri™x yxi),

en posant Y]=£27. Les nombres attachés au point O{ sont
donc a =17, 3= 38

Appelons C' les courbes C passant par O, ; elles y ont des tangentes
fixes confondues avec 0,03, O, 0., Appelons ensuite C" les courbes C'
assujetties a toucher en O, une droite distincte des précédentes; elles
y ont aussi ces mémes droites comme tangentes fixes. Et ainsi de
suite jusqu’au moment ou nous arriverons a des courbes ayant la
multiplicité 43 en O, et des tangentes variables en ce point. Désignons
par P, P', ... les courbes qui correspondent sur 4 aux courbes C',
C", ..., par 3>, <, ... les surfaces, projections de «h a partir
d’espaces qui seront déterminés, dont les sections hyperplanes sont
respectivement les courbes P, P, ....

Rappelons que nous disons qu’un point uni A de F est uni de
premiére espece pour I'involution | lorsque, dans le plan tangent a la
surface en ce point, H détermine une homologie de centre A, de
seconde espéce dans le cas opposé. Ces définitions s’étendent, comme
nous l'avons montré, aux points fictifs, infiniment voisins successifs
d’un point proprement dit.

Cela rappelé, il existe deux suites de points unis infiniment voisins
successifs de O,. La premiere de ces suites comprend 16 points que
nous désignerons par (a, i), (a, 2), .. ., (a, 16); la seconde comprend
37 points que nous désignerons par ([3, 1), ([3, 2), ..., (f3, 37).
Le point (oc, 1) appartient & la droite O,O3 et le point ([3, 1) a la
droite O,04. Tous ces points sont unis de seconde espece pour
I'involution, sauf les points (a, 16), ([3, 37) qui sont unis de premiére
espece.
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Au point (a, 1")(i<(i6), sont infiniment voisins deux points unis .
Kun est (a, i-f-i), l'autre sera désigné par (a, i, i). Si ce dernier point
est uni de seconde espéce, les points unis qui lui sont infiniment voisins
seront désignés par (a, i, 2) et (a, i, 1, 1). Et ainsi de suite. On
utilisera des notations analogues pour les points ([3, 1), .. ., ([3, 36).

5. Cela étant, on établit par les méthodes de notre Mémoire cité
gue les courbes C' passent six fois par Ot, cing fois par (a, 1), quatre
fois par (a, 2), deux fois par (a, 3), ..., (a, 16), une fois par les
points (a, 2, X), (a, 2, 1, 1), une fois par les points (3, 1), .. ., ([3, 3").

Sur la surface il correspond au domaine du point (a, 16) une
conique cra, a celui de (a, 2, 1, 1), uni de premiére espece, une
droite Ta rencontrant ax en un point, au domaine de ([3, 3") une
droite ap rencontrant en un point O,,. La surface <Jq est d’ordre 340;
elle est la projection de  a partir de O, sur un hyperplan de I'espace
ambiant. Le cbne tangent & O au point Oj est la projection a partir
de ce point de la courbe + erp; le point Oj est donc quadruple
pour la surface &.

Les courbes C" ont la multiplicité 11 en Ot ; elles passent deux fois
par les points (oc, 1), ..., (oc, 16), trois fois par ((3, 1), deux fois
par (3, 2), (f3, 3), ..., ([3 15), une fois par (f3, 16), par un
point (P, 16, 1) infiniment voisin du précédent, une fois par une suite
de points (3, 1, 1), .. ., (3, 1,6) infiniment voisins successifs de ([3, 1).
Les points ([3, 16, 1), (fi, 1, 6) sont unis de premiére espéce.
ruS la surface <a, il correspond aux domaines des points (a, 16),
(I3, 1, 6), ([3, 16, 1), respectivement la conique ax, une droite p,
rencontrant ca en un point Oj? et une droite p, rencontrant p, en un
point. La surface <»3 est la projection de 4q a partir du point Oj, et
ce point est double biplanaire pour dg. La surface d>3 est d’ordre 338,

Les courbes G" passent douze fois par O,, dix fois par (oc, 1), sept

fois par (oc, 2), une fois par (oc, 3), .. ., (a, 16), trois fois par (oc, 2, 1),
(a, 2, 1, 1), deux fois par ([3, 1), ..., ([3, 15), une fois par ([3, 16),
(3, 16, 1).

Sur la sui'face d>3, d’ordre 335, il correspond aux domaines des
points (a, 16), (oc, 2, 1, 1), (fi, 16, 1) respectivement une droite ix,
une cubique gauche t* rencontrant ax en un point, une di'oite p,
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rencontrant Ta en un point Oj3. est la projection de <> a partir
de O/, et ce point est triple pour cette derniére surface.
Les courbes C(4 passent dix-sept fois par Ot, sept fois par (a, i),

cing fois par (a, 2), une fois par (a, 3), ..., (a, 16), deux fois
par (a, 2, 1), (a, 2, 1, 1), quatre fois par ([3, 1), trois fois
par (p, 2), ..., (P, 8), une fois par (P, 9), ([3, 9, 1), ([3, 9, 2), une

foispar (3 1, 1),.. (p, 1, 6).

Sur la surface <I\, d’ordre 333, sont tracées une droite ax, une
conique -* rencontrant <a en un point, une droite pt s’appuyant
sur  en un point Oj4, une droite p5 homologue du domaine du
point (P, 9 2), rencontrant pt en un point. La surface d>4 est la
projection de <>, a partir du point Oj,, qui est double pour cette
surface.

L’examen des courbes C[5), ... et des courbes tracées sur les
surfaces &s, ... se poursuit sans difficulté. Bornons-nous a indiquer
gu’on trouve encore les points unis de premiére espece ((3, 5, 1, 2),
(p, 3, I 1, 1), (p, 2, 5) qui donnent lieu a des droites p,,, p3, p et les
points unis de premiére espece (a, 1, 2, 1, 3), (a, 1, 6, 2), (a, 13, 1),
(a, 1, 34), dont les domaines sont représentés sur  par des droites
exceptionnelles.

Il en résulte que le point Oj de <> est équivalent, au point de vue
des transformations biraiionnelles, & un ensemble de neuf courbes
rationnelles

Gy ~> Pi? P2 P3 Pi» P Po G

chacune de ces courbes rencontrant la précédente et la suivante en
un point, mais ne rencontrant pas les autres On a

Il =rl-H -\Ta p-i-p2 o+ PgH-

et I'on en déduit que les courbes <ja, Ta sont de degré virtuel — 3, les
autres de degré virtuel — 2.

Les points O',, O3 ont des structures analogues. Lorsque nous
aurons a distinguer les courbes équivalentes aux points Oj, Oj, Oj,
nous désignerons respectivement ces courbes par crj, tk, ..., a34

4. Les courbes canoniques de la surface 4 doivent, comme on
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sait, rencontrer en n—2 points une courbe rationnelle de degré
virtuel —n, donc elles rencontrent en un point chacune des
courbes cr), 0jj, 0jj, t*.

Les courbes qui correspondent sur F a ces courbes canoniques
sont des courbes canoniques de F passant une fois par les points (a, 16),
(a, 2, £, 1) du domaine de CR. Par conséquent, ces courbes passent
guatre fois par O,, (oe, 1), trois fois par (a, 2), une fois par (a, 3), . . .,
(a, 16), une fois par (a, 2, 1), (a, 2, 1, 1). Elles ont un comportement
analogue en O2, CL.Observons gque parmi ces courbes, se trouvent
celles qui passent quatre fois par les points O4, (a, 1), (a, 2), .. .,
(a, 16), et ayant le méme comportement en CR, O3

Sur la section de F par le plan x,, = 0, le point CR est I'origine
d’une branche linéaire, donc cette courbe passe nécessairement par
les points (a, 1), . . ., (a, 16) eta un comportement analogue en CR, CR.
Il en résulte que parmi les transformées des courbes canoniques de $
se trouve la courbe découpée sur F par le plan x,,— 0 comptée quatre
fois.

Observons maintenant que les courbes canoniques de F transformées
des courbes canoniques de <> sont découpées par des surfaces dont les
équations, lorsqu’on applique H, se reproduisent multipliées par une
méme puissance de e. Parmi ces surfaces se trouve x\ —o et, par
suite, cette puissance de ¢ est 22.

Cela étant, un calcul simple montre que ces surfaces sont

&, (XIE Ej+ ~kxl) — 0.

On peut déja en conclure que le genre géométrique de d> estjD,,= 2.
De plus, F étant réguliére, il en est de méme de <> et la dimension r
de | T| est, d’aprés le théoreme de Riemann-Roch, égale a 158 (comme
on l'avait déja remarqué).5

5. Appelons K, la courbe section de F par le plan x,,— o0 et Kj la
courbe qui lui correspond sur <p,

La courbe Kj rencontre en un point chacune des courbes <R, a",
a" mais ne rencontre pas les autres composantes des points Oj, O',, O,.
D’autre part, K, comptée 43 fois, est une courbe de |C| et, par
conséquent, Kj appartient a un hyperplan qui a un contact d’ordre 42

Journ. de Math., tome XXXVII. — Fasc. 2, 1958, 22



168 L. GODEAUX.

avec <> le long de cette courbe. Enfin, K', est d’ordre 8. Il existe donc
une relation fonctionnelle de la forme

T =43K, -+ lax+ H-  pl-+-o¢ o+ M5Pc + coel

les termes non écrits se rapportant aux points O',, 0, et les X étant
des entiers.
En considérant les sections de T par les courbes ap, p.,, .. ., p'), t«,
on obtient
X6=2X1, Xs=3X17, N—ANT)
>3=>5X7, h=6l-,, =7XI, )..,=8%7, 1= 17%-.

puis, en coupant par g,
43 — 3A-t- X0= o.

On en déduit | et, en posant ™ gx— gx-\- gx + g¥%, . . .,

(1) r=43K,-t- 17 cra-f-" (8va+ 7pi -+ 6p2+ 5p34- 4pt + 3 p3-t- 2ps + vp).

En coupant par K', et en appelant x le degré virtuel de cette courbe,

on a
8 = 43%x+3.i7, d’ou X——1

L’application de la formule de Zeuthen montre, d’autre part,
que K', est rationnelle. On a donc une courbe rationnelle de degré
virtuel — 1.

(1. Appelons maintenant K3 les courbes découpées sur F par les

surfaces
Q) XiXi X3+ 1x\z= 0

et K', les courbes qui leur correspondent sur <> D’apres ce qu’on a
vu, les courbes Iv3 doivent passer simplement par le point (a, 2, 1, 1),
Pour mettre ce point en évidence, nous allons utiliser les trans-
formations quadratiques

T, — (E'li >3} x3x3, x <™ T2— (X" xzx™ x$Xh X\X?)
dont les inverses sont

TN = (Xix3, xtxu x\, xtXi), = (xtXi, x,%x2, XiXz, x\).
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Appliquons a la surface F successivement les transformations T*,
Ta, T, ; nous obtenons la surface F' d’équation

Uxx\"x2-I- anx\xIsx{s + a, x\Ix\x\ -+ akKx\x"Yx\'

+ abxi°Xzxl'l 4- a™X™ xIxI°xI1' = o.

Les mémes transformations font correspondre a la surface (1) la
surface
(D) x\1X2-h IxIxl= 0.

Au point (a, 2, 1, 1) correspond sur F' et (1') le point (1, o, o, 0).
La courbe commune aux surfaces F' et (1) appartient également
a la surface

X\* (a.iXx4+ anx-i) -4- albx\ xX'Y xX'Y -K . . + abxyY x\x\’ x\ = o.

On en conclut que F' et (V) se rencontrent suivant une courbe
ayant un point simple en (1, o, 0, 0), la tangente étant

Xi— o, rtj'’kx”-h a3x3= o.
Observons qu’a I’lhomographie H correspond I’hnomographie
(Xi  £195C2  £°°«)  Z~X1)

qui donne lieu, dans le plan x2—o0, & une homologie de
centre (1, o, 0, 0), ce qui montre que le point (a, 2, 1, 1) est bien
uni de premiére espéce.

Les courbes K', rencontrent donc en un point chacune des
courbes t* t", t", mais ne rencontrent pas les autres composantes
des points de diramation.

Les courbes K3, comptées 43 fois, appartiennent au systéme |3 C
et les courbes K', sont d’ordre 24. On a donc une relation de la forme

31 = 43 K3 -4- X(Ta-4- -h A p, -4-. . . -4- Xepn -h Xi<7p-\- . .
En opérant comme plus haut, on trouve
) 3rs43K',+ 82>».+ a42t.4-32X,

ou nous posons

X'=7Pi + 6p'2+5p.H-4p* + 3p5-4-2pi + (Tp,
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Le degré du faisceau | K3! est o et le genre des courbes K'! est égal
a l'unité (3).
La comparaison des équations (1) et (11) donne
K3=3Kj ux-t 0%a*

7. Nous nous occuperons maintenant du systéme bicanonique de d>.
Les courbes qui correspondent sur F aux courbes bicanoniques de
sont des courbes bicanoniques de la premiére surface découpées par les
surfaces du huitiéme ordre dont les équations, lorsqu’on applique H,
se reproduisent multipliées par une méme puissance de £. Parmi ces
surfaces se trouve la surface .r* = o, donc cette puissance de £ est
'unité. 1l en résulte que ces surfaces appartiennent au méme systéme
linéaire que F. Par conséquent, les courbes bicanoniques de F
transformées des courbes bicanoniques de $ sont découpées par les

surfaces
(1) 1iX\X2-\- \x\x-1-H 13x]x1-t- \ixIxixix\ = 0.

Désignons ces courbes par Ks et par K's les courbes qui leur
correspondent sur <». Comme une courbes K8, comptée 43 fois,
appartient au systeme | 8C |, on a sur <> une relation fonclionnelle entre
les courbes 8P, 43K’ et les composantes des points O',, O',, 0'3.

Nous allons voir que les courbes K, passent simplement par le
point (P, 1, 6). A cet effet, opérons une fois la transformation T2,
puis six fois la transformation Tt A la surface F correspond une
surface F' d’équation

atx™x2-h a2x\x\* x\-y azx\° xV x\-+ akx\* x x|
- @AM X2\ X\-\- a7 x b AN\ X\ 0

et a la surface (1), une surface d’équation
1,12 x2-\- hxIx™ xI + .. -4 1ix\* x2x\71 x\ — O.

Au point (P, 1, 6) correspond le point (1, o, 0, 0) et la courbe

(3) Pour évaluer le genre de la courbe K',, on peut considérer la courbe qui
lui correspond dans la représentation plane de la surface (1). Voir notre Note :
Sur quelques surfaces représentant des involutions cycliques (Bull. Acad. roy.
Belgique, igbi, p. 819-825).
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commune a ces deux surfaces a comme tangente en ce point
X% — 0O, (0fj X, — di A5) X3-F (CLi,-h\ -—— CL\"4) 3% - 0.

Cela étant, les courbes K& ont en O, une multiplicité au moins
égale a 7. En comparant les équations de F et I’équation (1), on voit
que cette multiplicité est égale a 7, les tangentes étant confondues
avec O40O4. On en conclut que les courbes K' rencontrent la courbe p|(
en un point, mais ne rencontrent pas les autres composantes de O',.
Elles rencontrent de méme p", p" en un point. Par un raisonnement
analogue a celui qui a été fait plus haut, on voit qu’on a

(i 8r = 43K's+7\/CTa+21 ™>T1+8VX.

Les courbes K'y sont d’ordre 64. D’apreés la relation précédente, le
systeme linéaire |Ky| a le degré 8. Observons dailleurs que les
courbes K§ ont le degré virtuel 83; deux de ces courbes se rencontrent
en 56 points confondus en chacun des points O4, O2, O3; donc |Iv8
a le degré effectif 8.43, ce qui confirme que le degré de | K'y| est 8.

Des relations (1), (11), (I11), on tire

3 (KI"F 1A3) Vi

8K,t-3™NTa+ ra

i{. Le systéme canonique de la surface ()? est

\U\ = K; + K3+y« \Y4

En effet, les courbes K's font certainement partie des courbes
bicanoniques. Celles-ci doivent former un systéme qui est le double
du systeme canonique. Or, d’apres la formule (1V), les courbes K',,
K',, aa, Te font partie de courbes du systéeme | K's|; elles doivent donc
faire partie du systéme canonique.

Cela étant, le systéme bicanonique de 4? est

L= 2(K,+ ki) + YAVAI'CEWAVS
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Nous allons montrer que le systéeme | L2 est irréductible.

Retournons au modeéle projectif de la surface < considéré au début
et projetons cette surface des points Oj, Oj, Oj sur un espace S,._3

Nous obtenons une surface d>' d’ordre 332 sur laquelle au domaine
du point Oj correspond I’ensemble d’une conique crj, d’une droite Xj
rencontrant crj en un point et d’une droite ¢p rencontrant xj en un
point double biplanaire pour la surface. La conique cij et la droite xj
appartiennent & un espace a trois dimensions S% qui ne peut
contenir af En partant de Oj, Oj on obtient de méme des espaces Sj,
Sj contenant le premier la conique crj et la droite xj, le second, la
conique ctj et la droite xj.

Menons, par une courbe Kj tracée sur <>, une hypersurface V"
d’ordre n ne contenant pas la surface. Elle rencontre encore celle-ci
suivant une courbe H et les hypersurfaces Y" passant par H découpent
sur <& le systeme Kj.

Menons, par les espaces Sj, Sj, Sj un hyperplan rencontrant
encore suivant une courbe H,. Les hypersurfaces d’ordre n+ i
passant par les courbes H et H, découpent sur le systeme
irréductible | L21

En résumé : Le systéme canonique de la surface <> contient sept
composantes fixes : la courbe Kj, rationnelle, de degré virtuel —1 et les
six courbes <a, xa, rationnelles, de degré virtuel — 3.La partie variable
des courbes canoniques est une courbe elliptique d'un faisceau | Kj |.

Le systéme bicanonique est irréductible et comprend des courbes
contenant la courbe Kj comme partie.

(Manuscrit regu le i5 décembre ig56.)



