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28, La mien puissance d'un nombre pair @ se termine par les
3

. o . 10
mémes n chiffres que la m™™* puissance de & == 5 pourvu que 7 et »

soient > p.

SUR QUELQUES COURBES ASSOCIBES AU TRIANGLE,

par Luciex GODEAUX, studiant (Liége).

Yoient L un point quelconque du plan dun triangle AiAzA,,
(A, %z, %s), ses coordonnées normales absolues et Ly, L, Lis ses projec-
tions sur BC, CA, AB. :

Supposons que les projetantes LLy, LL:, Lls aprés avoir tourné de
I’angle | = —« autour de L dans le sens A AqA; rencontrent respective-
ment BG,CA, ABen My, Mo, M; et qu’apreés avoir tourné duméme angle
autour de L dans le sens AsAsAq, elles rencontrent les mémes cdtés en
M!, Mj, M. Prenons sur les droited LM,, LMs, ... les points X, Xa, ...

tels que
LX, LX. LXs LX; LX: _LX;w_i

L T IM, T LML DM LM LMk
2. Cela posé, nous cherchons d’abord le lieu d*un point L tel que les
droites A Xy, AeXa, AsX: concourent en un méme point U ou que
les droites A X{, A-Xo, A, X} concourent en un point U’
Si l'on projette les contours X, LLs, X.LLs sur les perpendiculaires
abaissées de X, sur A.A; ou sur AA,, on trouve pour les coordonnées

du point X (multipliées par k sin &)
aY] :Uf — {l))\x {lm:k}z Sinoc—}—« }\1 sin (0( "'AS\,,
pis == kg sin @ - 20 sin (o0 — Az);

on obtient par analogie celles des points Xo, ). ST
Les droites A/ X,, A:Xs, A;X; ont donc pour équations

XTo X3 X3 o Ly X2 | (1)
Pz s Hzabﬂf*zl pbsn*‘ M«n}

el ) f i

1a condition pour qu’elles soient concourantes est

Miafhesfest == P 132 1h320
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On peut l'écrire ainsi ) )
/ 7
2[ksin asin (2 — Ay) — sin (¢ — A,) sin (o — Ay)] <;3—/i> =0- (2)
3 2,
Le lieu de L est par conséquent une cubique appartenant au faisceau
défini par les courbes
Zsin(a — Ay) oy (22— 2?) =0, (3)
Zsin (o -~ Ay)sin (2 — Ay) oy (22 — 23 =0, (4)
1, 2, x3 étant les coordonnées courantes.
Les points de base de ce faisceau sont les sommets du triangle A A,A;,

i i
les centres des cercles tritangents et le point >
senisctlen <sin (¢ — A1) sin (a— Ag)
i

sin (o — Ay)
que, lorsque « varie, le huitiéme point de base du faisceau décrit cette

> appartenant & I'hyperbole de Kiepert. On peut donc dire

hyperbole.

Les cubiques (3) et (4, sont des anallagmatiques en coordonnées
normales, c'est-a-dire des courbes qui sent leurs propres transformées
par points inverses. '

Pour passer au lieu de L lorsque les droites A,X;, A.X:, A;X) sont
concourantes, il suffit de changer « en — o dans 1’équation (R).

Les deux cubiques ainsi obtenues se confondent lorsque o =} m, on

trouve alors

Az
Z (kcos Ai — cos Ay cos A;) (R‘ _ ;) = 0.
3 2

Cette cubique a 6té étudiée par MM. Neuberg et Schoute (A.F.A.S.
Marseille, 1891).
Si «a==0, on obtient la cubique des 17 points

2 |
Zaaay (—? "—E> = 0.
A Ay

%Z. Cherchons maintenant le lieu du point U. A cet effet, dcrivons les
équations (1) ainsi
{22 sin (& —An) — @5 sin (0 — A A — Ky sin oaEhzs sin a==0, (1)
et éliminons 2, 4s, 4;. En posant
==& 8in (& — As)— zy sin (& — A,),
Uz == &y sin (& — As) — &, sin (o0 — Ay,
s == X1 810 (o — A1) — &3 8in (a — A,),
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il vient
Uy — Ry sin o kay sin o
kas sin o Uy kxysina | =0,
— kas 8in « ko, sin « Uy
ou Witbyts -+ K sin® oSy 2t =0,
ou encore

Sz,x) sin (¢ — Ay)sin® (o — A) — Zzjr; sin® (@ — A,) sin (@ —'A))
- £ sin’ o [Zaiw, sin (o — A)) — Zzyzisin (o — AN =0 (¢)
C’est donc une cubique appartenant & un faisceau défini par les
courbes : ‘
Zx,xisin(a—A,)sin® (« —Ay) - Zoie, sin? (a— A,) sin (a—A,)==0, (7)
Swya, sin (o — A)— Zx,zlsin (o — A,) = 0. (8)
La cubique (7) est une cubique fixe d’un faisceau linéaire, de méme
que la cubique (8).
Ces cubiques sont circonscriles au triangle A A»A; et passent par le

- .
point< '''''' > de I'hyperbole de Kiepert. Quand « varie,

ce point décrit cette hyperbole, en entrainant le faisceau.

$ KEtant donné le point L, on peut choisir d’'une infinité de maniéres
ket o tels que les droites A,X . A:X,, A;X; concourent en un méme
point U. Pour obtenir 1'équation du lieu géométrique du point U,
lorsque L est fixe et que £ et « varient, il suffit d’additionner les
équations (4), aprés les avoir écrites ainsi :

A e
— (22 c08 Ay — @3 608 Ay) =0, ete. 1)

I2 /3 . :
<——x3~ — &2 | k— (22 8in As — x5 sin As) cot o

11 vient
iy, (g, — hx,)=0 ou 2Zi, (A}~ A}z, ==0. {(w)

Done, pour un méme point L, le point T¥ déerit une droite (u) passant
par L et par l'inverse de ce point.

Inversement, le lieu géoméirique des points L correspondant a un
méme point U donné, est une cubique passant par les sommets du
triangle, par les centres des cercles tritangents et par le point U. Cette
cubique est une anallagmatique inverse.

__T’squation (u) montre que le lieu des points inverses qui sont colli-
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néaires avec un point U fixe est une cubique (résultat connu), il serait
sans doute intéressant d’étudier les cas ot la droite (u), au lieu d’enve-
lopper un poiat., enveloppe une courbe de la n° classe,

Si I'on avait éliminé & et o entre les équations (1) en employant la
méthode des déterminants, on aurait trouvé que le lieu de U se
compose de I’hyperbole de Kiepert, indépendante du point I, donné
et de la droite (u). Cette introduction de Phyperbole de Kiepert dans le
lieu du point U provient de ee que un des points de base du faisceau
auquel appartient la cubique (G), appartient & cette hyperbole.

4. Prenons maiutenant sur les droites LM,, LM, LM, (notalio.s du
§ 1) les points ¥, Yu, Y5 tels que

2 2

LY, =L, ny,— %, vy, .
LM, LM, LM,

Les coordonnées des points Y, Y., Y; sont respectivement propor-
tionnelles aux quantités

Yo =4 —p¥sin’ @, yia= Ay —}—'p2 sin o sin (o — Ay),
Y = Aihs 4= p* sin a sin (@ — Az);  ete.
Comme on a
Y2 =Yz, Yis==Ys51, Yo3 == Y3,
les équations des droites A,Y,, A,Y,, A, Y, sont

X2 Z3 X3 X1 i Lo

o = —Tm s

m—— ==, =
Y2 Y Yas Yiz Y3 Yo
Par suite, elles se coupent en un méme point U dont les coordonnées
sont définies par
m 0 :
— ==k +p*sinasin (a — A,), ...
&1
m étant un facteur de proportionnalits. .
L’élimination de m et de @* entre ces trois équations donne le lieu deU:

sin (a0 — A) ‘

|

sin {a — A,) | =0,

g
\
Sl e e

sin (o — Aj)
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Ce lieu est une conique circenserite au triangle de référence et passang
par le point I, et le point ! le I'L 1
4 int { —————> -+ Jde r ieper
p S — de I'hyperbole de Kieper.

Les développements de ce § se rapprochent de ceux que M. Neuberg
a donnés 4 'occasion du point de Kariya (Sur les hyperboles équilaiéres,
Mathesis (3), I, 1905)

En terminant, nous remercions M. Neuberg des conseils qu’il a bien
voulu nous donner pour la rédaction de ce petit travail.

NOTES MATHEMATIQUES.

Z4. Sur la sécante minimum (Voir Mathesis, p. 68). Voicl deux autres
maniéres de trouver la sécante minimum AB passant par un point donné
M et limitée en A et B aux cOtés d'un angle donné zCy.

«. Jappelle p et ¢ les perpendiculaires abaissées de M sur Oz et Oy,
et je prends pour variables les angles A et B du triangle ABC. La sécante

+

v

ayant pour expression > avec la condition A-+-B-|+ C=r,

sinA ' sin

la régle connue donne
s —dA + e dB =0, dA—+dB=
i + sin?B ’ + ’
de sorte qu’on doit avoir
P P '
—Lcot A=——cotB, ou AMcot A= BMcotB.
sin A sin B
Ce résultat s'interpréte facilement : les perpendiculaires élevées en A

sur Ox et en B sur Oy interceptent des segments égaux a AM cot A,
BM cot B sur la perpendiculaire en M sur AB; done les trois perpendi-
culaires concourent en un méme point.

b. Soit A’B’ une sécante menée par M et infiniment voisine de la

BB’ cos B -~ AA"cos A==0.
Or, BB’ : BM==sin M :sin B, AA’: AM ==sin M : sin A; tirant de 1
les valeurs de BB’ et AA’ pour les substituer dans I'équation de condi-

tion, on trouve
BM cot B == AM cot A,



