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SUR LES HOMOGRAPHIES DE L'ESPACE 

N'AYANT QU'UNE DROITE UNIE, 

par M. L. GODEAUX, Profeszeur à l'Université de Liége. 

1. Parmi les homographies réelles de l'espace 86 {rouve un horno- 

graphie dépourvue de points et de plans unis, n'ayant qu'une droite 

unie (D. Par un choix convenable du, tétraèdre de réſérence, cette 

homographie. peut être reprégentée par Jes équations 

4 

p L—a T aa T utéa, 
4 

p = D E a E datia E da 
[ pæ3 — X — 4, 

4 
PXa 7 Dx3 F «F4, 

oû les coefficients sont des nombres rée]ls. 

L'équation caractéristique 

—P —h5 13 T1a 

5 œ 0 Ta 3 To …0 

h/ 0 — — | 

0 0 5 x — D 

de cette homographie admet les racines doufbles » — « + 57 et, pour 

ces valeurs de p, le premier membre de l'équation précédente doit 

être de caractéristique trois. Cela exige que l'un au moins des NOmDres 

og, g — daz n6 Soît pas nul. 

Nous nous proposons, dans cette nots, d'étudier cette homographie 

par une méthode purement géométrique. k 

2, Soit Q une homographie de l'espace n'ayant qu'une droite 

unie *, 5ans points ni plans unis. Dans Ia ponctuelle et dans e fais- 

ceau de plans de 5upport », © détermine des projectivités ellip- 

tiques 9, '. NOUS COTTUNENCeTONS Par montrer qu'il existe, entre cetté 

ponctuelle et ce faisceau de plans, une projectivité Ÿ transformant 

@ €N 9. 

Considérons une droite à S'appuyant en À 8ur + et 8e5 transformées 

(!) Ay snjet des NRomographies de l'ezpace, on peut consguiter ; CL. SERVAIS, 

Suy les faisceaux de Suxfaces du 8econd ordre (Mém. in-8° de l'Acad. royale de 

Belgique, 7904) ; AD. MINEUR, Cour de géométrie hbrojective, t. III (Bruxelies, 

Yan Dyl); L. Gopkaux, Cours de géoméirie Pbrojective (Liége, Photien, 1927). 
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SuUcces8ives a', a, a" par Q. Soient , A, A” Jles points d'appui 
respectifs de ces droitesz 8gur +, 

OUPPpO8ons qu'il existe une droite s, diatincte de », rencontrant @, 
a, ,a et soient respectivement P, P, L:, Pa les points d'appui 
de s 5ur ces droites. 11 exigte une et une geule homographie biaxiale 
elliptique déterminant ur » Ia projectivité celliptique s ef ayant comme 
droites unies +, s et 1a droite 8 que L2 fait correspondre à s. Cette, 
droite 8 est distincte de s et 5'appuie 5ur @, 4, a" en des points P', 
P, P respectivement transfôrmés de: P, P, P, par d. 

L'homographie Q7: Q (1) possède comme points unis tous les. points 
de » ; elle fait correspondre P' à P,, P1 à P, et . par uite lez droites 
a, à” sonft unies pour cette homographie. De plus elle fait correspondre 
SS. 

' 
La droite 8, que 01 fait CorTespondre à s coupe à en un point P. A 

celui-ci, Q071 Q fait correspondre le point P, donc 1a droite à est unie 
pour cette homographie. 11 en régulte que Ja droite s qu'elle fait cor- 
respondre à s doit s'appuyer ur «. I| existe donc une infinité de droites 
S'appuyant 8Ur à, à, d, '. 

3. Désignons par Q, 1a quadrique de directrices 9, , a" et Par 05 
1a quadrique de directrices à, 9, a. Q fait coOrrespondre 5 à Q,. 

SUPpo5onSs. en premier lieu les quadriques 01, Q% distinctes. La 
droîte à coupe Q, en un point À" - 3i elle Conpe encore cette quadrique 
en UnN point distinct de À", i| exiète une droite, distinete de +, 8'ap- 
DPUyant ur à, 4, d, d. D'après ce qui vient d'être établi, Ÿ en exiète 
Uune 5econde et les quadriques ,, Q% coîncident, contrairement à 
l'hypothèse. La droite à” doit done être tangente à Q en AÀ". Les 
quadriques 0, 0; ont donc méême plan tangent en chacun des points 
A, A, A. Soit ÿ Ia projectivité qui fait correspondre à un point 
de » le plan tangent en ce point à @1 ; ce plan est aussi tangent à % 
au même point. , 

Cela étant, soient M un point de + ; iIa droite de Q distincte de + 
Passant par M: u le plan m ; M', m, u les éléments que Q fait cor- 
respondre à M, m, u. La droite m/ Appartient à Q et Je plan u" e8t 
tangent à Q, et par gnite à Q en M. On à done 

9 = Ÿi c9'0. (1) 
SUDpoS5ons maintenant que 1, Q5 coîncident. Ÿ conservant Ia même 

Signification que plus haut, |e raisonnement précédent Subsigte, |a 
droite m' appartenant à Q1. Le relation (L) e5t encore exacte. 

(7) Nous écrivons Iles homographies à effectuer guccessivement en CGOTMIHGNÇANÉ 
Ppar Ia draite,



Enire La bonciuelie ef le jarsceau de bilans de guhhort r, { exigie une 
ſſ)ſſſ)jectivité ja1isant 8e coyreshondre jes hrojectimtés 9, . 

4 Nous démontrerons maintenant que { est le produit d'une ho- 
mologie 5péciale par une homographie biaxiale elliptique. 

Soient À un point de + ; à une droite passant par A, B et € deux 

points de à , À, a, B, C Jles éléments que L fait correspondre à 

A, a, B, C. Désignons maintenant par L, l'homographie biaxiale 

elliptique ayant comme droites unies », BB", CC et déterminant ur 

+ Ia projectivwité . L fait correspondre +, À", B, C respectivement à 

a, À, B, C. Par guite l'homographie 

U = 0710 

possède comme points unis B, C et tous lez points de +. C'est donc une 

homologie de plan p — àr. 51 le centre d'homologie | n'appartient 

pas à +, L passe par ce point une droite unie pour Q,, Q et par auite 

pour , ce qui est impossible. Donc ° est une homologie spéciale 

dont le centre R appartient à ». 

Inversement, 5oient , une homographie biaxiale elliptique et Q 

une homologie 5péciale dont le plan ÿ passe par Ia droite unie » de Q, 

contenant je centre R d'hamologie. Considérons l'homographie 

Q =0,0. 

à détermine dans la ponctuelle et dans le faiscean de plans de 5up- 

port + les mêmes projectivités elliptiques que ,, par Suite é ne peut 

po5séder de plans ni de points unis, ja droite + étant unie poux cette 

homographie. [1 ne peut exister aucune droite Unie pour , disatincte d 

*, passant par R où située dans . À une droite s ne passant Pas par R 

cf non 5ituée dans p, } fait correspondre une droite s ; le point 88 

appartient à p et le plan 83 passe par R. 51 s était Uune drœte unie de 

©), L, ferait correspondre s à s et e plan 85 Serait uni pour@ ce qui 

es8t absurde. Par suite } ne possède qu'une droite unie ». 

Le hbrodmit d'une homologre shéciale har une homograbirie biaxiale 

ellrbtique, Le centire de lhomologie abhbarienant à Ija dyoïte unie de cetie 

homograpinie giiuée dans le bian d'homoilogie, e8f 1une homograbinie 

n'avant quune dxoïite unte. Inversement, ionte homograpiue n'ayant 

quune droïie unie bent êtire obienue har ce hrocédé. 

On remarquera que ce théorème étabiit également l'exiztence. 
dune projectivité Ÿ vérifiant ja relation (1). Actuellement Ÿ fait cor- 
respondre à un point M de + le plan 1 déterminé par M et par ja droite 

85ne de M et 5'appuyant ur BB", GC. 


