SUR LES SURFACES ALGEBRIQUES

INTERSECTIONS COMPLETES I) HYPERSIJRFACES

Par LUCIEN GODEAUX

(Liége, Université)

Dans ses Lezioni sulla teoria delle superfici algebriche ', M. F. Enri-
ques a indiqué plusieurs surfaces algébriques normales dont le sys-
teme canonique est formé par les sections hyperplanes. Plusieurs de
ces surfaces sont intersections complétes d’hypersurfaces. L’objet de
cette note est de déterminer toutes les surfaces satisfaisant aux deux
conditions dont il vient d’étre question. Dans ce but, nous établissons
le théoreme suivant:

La surface F, de I’espace Sr, intersection compléte de r — 2 hyper-
surfaces algébriques irréductibles générales, d’ordres nv ni? ..., wr—z,
est réguliere et son systéme canonique complet est découpé par les
hypersurfaces d’ordre

& + »)+ L+ »r-2 — (r + 1)

En appelant surface canonique une surface dont le systéeme canoni-
que coincide avec celui des sections hyperplanes, on en déduit le
théoréme :

Les surfaces canoniques, intersections completes d’hypersurfaces
irréductibles et générales, sont:

Dans I'espace S4, I'intersection d’une hiperquadrique et d’une
hypersurface du quatrieme ordre ; I’intersection de deux hypersurfa-
ces cubiques;

Dans I'espace S5, I'intersection de deux hyperquadriques et d’une
hypersurface cubique;

Dans I'espace Sg, I'intersection de quatre hyperquadriques.

Toutes ces surfaces ont d’ailleurs été rencontrées par M. Enriques.

* Padova, Cedam, 1932.
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1. Soient, dans I'espace S4, V32 une hyperquadrique et V3 une liy-
persurface d’ordre n, irréductibles et générales. Ces deux variétés
ont en commun une surface F dont nous désignerons par C les sec-
tions hyperplanes. Coupons F par un hyperplan La courbe (F, H)
est I'intersection de la quadrique (V32, 4 et de la surface (V3n, ). Re-
présentons la quadrique (V32 \) sur un plan w de maniére qu’a ses
sections planes correspondent les coniques passant par deux points
Ai, A2,

A la courbe (V32, V3n, ?) correspond dans le plan w une courbe d’or-
dre 2n ayant la multiplicité n aux points A4, A2 Les adjointes de cette
courbe sont d’ordre 2m — 3 et ont la multiplicité n — 1 en A,, A2; elles
sont donc formées de la droite A4A2 et des courbes d’ordre 2 (n — 2)
ayant la multiplicité n — 2 en At, A2 Il en résulte que sur la courbe
(V32, Van, C), les surfaces d’ordre n — 2 de ¢ découpent des groupes
canoniques.

La courbe (V32, Vi, £) est de genre (n — 1)2 et on vérifie aisément
par un compte de constantes, que les surfaces d’'ordre n — 2 de E dé-
coupent sur cette courbe la série canonique compléte. Par conséquent,
les hypersurfaces d’ordre n — 2 de S4 découpent, sur une section by-
perplane C de F, la série canonique compléte. En d’autres termes,
I’adjoint | C'| de | C|, sur F, jwsséde la méme propriété et d'apres le
théoréeme de Picard — Severi, la surface F est réguliére.

Le systéeme canonique de F est donné par

|[C=-Cl=[(-3)C

il est découpé sur F par les hypersurfaces d’ordre n — 3.
En particulier, pour n = 4, on obtient la surface (V32, V34), cano-
nique, de genres”™ =pa — 5, p(l) = 9.

2. Envisageons maintenant l'intersection F d’une hypersurface
cubique V33 et d’une hypersurface V3" d’ordre n, irréductibles et gé-
nérales.

La section de F par un hyperplan ¢ est une courbe d’ordre 3» tracée
sur la surface cubique (V33 ¢). Représentons cette surface sur un plan
() de telle sorte qu’a ses sections planes correspondent les cubiques
passant par six points A4, A2 ..., A,. A la courbe (V33, V3", () corres-
pond une courbe d’ordre 3m ayant la multiplicité n aux six points A,,
A2, ..., A6 Les adjointes a cette courbe sont d’ordre 3 (n — 1) et ont
la multiplicité n — 1 aux six points A. Il en résulte que le systeme
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canonique de (V33, V3n, ) est découpé par les surfaces d’ordre n — 1
de Par suite, les hypersurfaces d’ordre n — 1 de S4 découpent sur
F le systéme adjoint | C'| & celui des sections hyperplanes | O |.

La courbe (V35, Van, £) est de genre » (3n2 — 3n + 2) et il est facile

z

de voir, par un compte de constantes, que les surfaces d'ordre n — 1
de % découpent sur cette courbe la série canonique compléte. Par suite,
les variétés Vin~ | de S4 découpent sur les sections liyperplanes (3 de
F la série canonique compléte et la surface est réguliére.

On a

10"=0|=[{n—-2)0]|

et les hypersurfaces d’ordre n — 2 de S4 découpent sur F le systeme
canonique complet.

En particulier, pour n = 3, la surface (V33, V33) est canonique et
de genrespg =pa = 5, p(l) = 10.

3. Plus généralement considérons dans S4 I'intersection F de deux
hypersurfaces irréductibles et générales V's, V'3 d’ordres nv n supé-
rieurs a trois.

La section de F par un hyperplan i; est une courbe (V'3, V"3, %) d’or-
dre «(Mg tracée sur la surface (V's, i;) d’ordre nv Désignons par T les
sections planes de cette surface; la courbe envisagée appartient au
systeme | n2V | de (V13, I;). Le systéeme canonique de cette surface est
découpé par les surfaces d'ordre n — 4 de |; par conséquent on a

F-F=0(0-4r,
d’ou ( )

IM71 =Ky, - i) 1 + k = 3)r|.= |( + < - &)r].

La série canonique de la courbe (V'3, V"3, C) est donc découpée par
les surfaces d’ordre % + n2 — 4 de  Cette série est d’ailleurs com-
pléte; la courbe est de genre

\ («i*»* + »IV — 4d«jn2 + 2)

et un calcul facile montre que ce nombre représente aussi celui des
surfaces d’ordre ni + n2 — 4 linéairement indépendantes, ne conte-
nant pas comme partie I'une des surfaces (V'3, ¢), (V'3, =).

Cela étant, le systeme adjoint | C'| au systeme des sections hyper-
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planes | C | de F est découpé sur celle-ci par les liypersurfaces d’or-
dre Mj + — 4 de S4. La série découpée par les courbes C' sur une
courbe O étant complete, la surface F est réguliere.

Le systéme canonique de F est

|0" = 0] = K», + »2- 5)0;

il est découpé completement par les hypersurfaces d’ordrew, + n2 — 5
de S4.

4. Plagons-nous maintenant dans un espace S5 et considérons en
premier lieu la surface F intersection de deux byperquadriques V'4,
V"4 et d’une hypersurface V4 d’ordre n, irréductibles et générales.

Coupons la surface F par un byperplan ¢. La courbe (V'4, V"4, V4, )
est tracée sur la surface du quatriéme ordre (V'4, V"4, \). Représentons
celle-ci sur un plan w de telle sorte qu’a ses sections byperplanes
correspondent les cubiques passant par cing points Aj, Ag, ..., A5 A
la courbe considérée correspond dans < une courbe d’ordre 3n ayant
la multiplicité n en A,, A*,..., A6. Les adjointes sont d’ordre 3 (n — 1)
et ont la multiplicité n — 1 en A,, A2,..., AB. Par suite, la série cano-
nique de la courbe (V'4, V"4, V4, £) est découpée sur celle-ci par les
hypersurfaces d’'ordre n — 1 de ¢ et on montre facilement que cette
série est compléte.

Cela étant, les hypersurfaces d’ordre n — 1 de S6 découpent sur F
le systeme adjoint | C'| au systeme | C | des sections hyperplanes. La
série découpée sur une courbe C par les courbes C' est la série com-
plete, donc la surface F est réguliere.

Le systéme canonigue

IC=Cl=|(>—2)0]

de F est découpé par les hypersurfaces d’ordre n — 2 de S5.

En particulier, pour n = 3, on obtient une surface canonigue, inter-
section de deux hyperquadriques et d’une hypersurface cubique de S6.
Cette surface a les genres pg = pa = 6, pa) = 13.5

5. Considérons la surface F intersection de trois hypersurfaces V'4
V", V"4 de S6, d’ordres nv n2) »g, deux au moins de ces nombres étant
supérieurs a deux.

L’intersection de F par un byperplan § est maintenant une courbe
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(Y'4, V"4, V™4, ¢) tracée sur la surface (Y'4, Y"4, £). Si nous désignons
par T les sections hyperplanes de cette surface, nous avons vu que son
systeme canonique était

|(n, + «—=5)T|

La courbe (V'4, V"4, V"4, ) appartient au systeme | «3r | L’adjoint
de ce systeme est don<r

[(%rn = IK +» +»5 - 5)r|

La surface (V'4, V"4, ~) étant réguliére, cet adjoint découpe sur la
courbe (V'4, V"4, Y'™4, 1) la série canonique complete. D’autre part, il
est découpé par les hypersurfaces d’ordre nx + n2 + n3 — 5de I
en résulte que sur la surface F, I'adjoint | C'| du systéme des sec-
tions hyperplanes |O| est découpé par les hypersurfaces d’ordre
nt + n2 +nA— 5 et que, la série découpée par les courbes C' sur
une courbe C étant complete, la surface F est réguliére.

Le systeme canonique

IC'—O|=|(nt+n2+%—6)C|

de F est découpé sur cette surface par les hypersurfaces d'ordre
nx + n2 + nA — 6.

6. Les résultats qui viennent d'étre obtenus conduisent a supposer
que:

La surface F de I'espace Sr, intersection compléte de r — 2 hypersur-
faces irréductibles et générales V. m——Vr_1(2),..., Vr_i<i~2), respective-
ment d'ordres nv n2, ..., nr—2, est réguliere et son systéme canonique est
découpé par les hypersurfaces d’ordre

«i+nl+ .. +nr— - (r+1).

Nous allons supposer que cette proposition est vraie et en déduire
la proposition obtenue en remplacant r par r + 1. Comme elle est
vraie pour r = 3,4 et 5, elle sera démontrée pour tonte valeur de r.

Envisageons, dans I’espace Sr+i, r — 1 hypersurfaces irréductibles
et générales Yr(l), Y,.2, ..., Vr(r—*, d'ordres nx, w2, ..., nr_soientF
leur intersection et C les sections hyperplanes de celle-ci.

Coupons la surface F par un hyperplan C. La courbe

¢ = (vmf vrd,..., vr—, a
est découpée sur la surface
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® = (Vrb, Vs, Yr(r 2), §)

par une hypersurface d’ordre wr_x et appartient done au systeme
|Mr_iP1, P étant une section hyperplane de d>. Le systeme canonique
de <> étant par hypothése

Wl +n2+ ..nr=2—r —-1)P|
I'adjoint du systéeme | nr_iP | est
(Mr_iP)'| = |(«! + n2 + ... + nr=2 + «r-i — r — 1) P|.

Le surface $ étant réguliére par hypothése, le systeme précédent
découpe la série canonique complete sur la courbe O envisagée. D’au-
tre part, ces courbes sont découpées sur <> par les hypersurfaces d’or-
dre +n2+..Mr_x—r—1deg . Il en résulte que le systeme adjoint
| C'| a|0] est découpé sur F par les hypersurfaces d’ordre nx + n2 -f

. +«r— — r — 1 et que les courbes C' découpent sur une courbe
C la série canonique compléte de celle-ci. La surface F est donc
réguliére et son systéme canonique

IC'—C| = |(nx + n2 + —r —2)C|

est découpé par les hypersurfaces d'ordre nx + n2-f .. +nr_i—r— 2.
La proposition est donc démontrée.

7. Pour que la surface F posséde une courbe canonique d’ordre
zéro et soit donc de genres pa = P4 =1, on doit avoir

«i+n,+ .. +nr=2—r+ 1.

Les quantités figurant au premier membre étant aux moins égales
a deux, on doit avoir r < 5.

Pourr=4,ona% =2,n2=3.

Pourr—50onan =n2=ns— 2.

Pour que la surface F soit canonique, on doit avoir

n, + N+ .»_ 2=r+2,

dour<6.

Pourr=4,onan, =2, n2=4ounx=n, =3

Pourr=5o0onani—n2=2,n. =3

Pourr=6,onanx =n2=ns—ni — 2.

Dans ce dernier cas, la surface F a les genrespg=pa=7, ==17.

Liége (Université), le 15 octobre 1941.



