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Sur les points unis des involytions cycliques appartenant
-4 une variété algébrique a trois dimensions,
par Lucien GODEAUX,
Membre de !’Académie.

(Troisiéme communication)

Dans les deux premiéres notes (1), nous avons succes-
sivement étudié les points unis de premiére espéce et
un point uni de seconde espéce. Rappelons que si V
est une variété algébrique a trois dimensions, contenant
une involution cyclique I, d’ordre premier p = 2v 4 1,
et si A est un point uni de seconde espece, la transfor-
mation birationnelle de V en soi, génératrice de l'invo-
lution, détermine dans la gerbe des tangentes a V en A,
une homologie d’axe s et de plan ¢. Le cas que nous
avons étudié dans notre seconde note supposait ‘que lss
points infiniment voisins de A dans le plan o étaient
unis parfaits pour l'involution. Si £ est une variété
" normale image de l'involution, le point A’ homologue
du point A est multiple d’ordre 2v (v 4 1) 4 1 potr £,
le cone tangent étant formé d’un espace linéaire a trois
dimensions et d'un céne rationnel d’ordre 2v(v + 1),
rencontrant l’espace suivant un plan.

Dans cette nouvelle note, nous considérons le cas
ol le point infiniment voisin de A sur la droite s est
uni parfait pour Ilinvolution et nous établissons le
théoréme suivant :

(1) BuLL. DE L’AcaDpEMIE, 1948, pp. 419-425, 518-539.
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St une variéte algébrique a trois dimensions contient
ume  involubion,. cyclzque d'ordre  premier - p = 2v + 1,
;bossedant un point uni de seconde espéce auquel est infini-
ment VoISin un unigque ;bomt uni parfait, on peut prendre
comme tmage de Uinvolution une variété normale pour
laguelle le point de dimmation‘cowespondant est multiple
dordre v* +v + 1, le cone tangent se composant d'un
cone d’owlre v et d'unw cone d’onire v - 1 se rencontrant
suivant un cone dordre v. Le cone dordre v? projette une
surface de Veronese - genemhsae-repyesentant les courbes
d’ordre v d'un plan’ e le cone d 01’d1’6 v 4 1 projette une
surface réglée. '

Nous conservons les notations de nos deux premiéres
notes et nous utilisons les résultats que nous avons obte-
nus sur les 1nv01ut10ns cycliques. appartenant a une
surface algebrlque (1.

l 8011: V .une Va.rlete algebnque normale a tr01s
dlmenslons transfqrmee €n .sol par une homographle
cychque H, de pénode P, possedant p axes ponctuels
SO, S, ...,.St=1), Nous supposons p premier et nous
posons p = 2v + 1. Soit I, 'involution d’ordre p engen-
drée par H sur V. ‘ ,

~ Par. hypothese, les points unis ‘de I, appartlennent

S(°) Aux axes SO, SM ... St-1) sont respective-
ment attaches les nombres 1 ..., €?71 ol e.est une
racine primitive d’ordre p de 1’un1te

Cons1derons uyn point uni A de seconde espéce et
so1ent s, o la droite et le plan unis dans lhomologle
determlnee par H dans la gerbe des tangentes a V.en A.

Lol

\

“ Y Lesinvolutions cycliques apparienart & une suvface algébrique (Actualités
sc1ent Parls Hermann, 1935) ; Recherches suv les points unis isoids des involu-
tions cyclzques apparienant & une surfuce algébrique (BULLETINS DE L AcADﬁMIE
1948, pp. 206-228, 290-302 et une troisi®fme note & 'impression)’; Structure des
points unis des imvolutions cycliques appartenant & une surface algebmque (C R.,
19 juillet 1948, pp. 173 17:))
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. appartenant 4 une. variété - algébrique a trois - dimensions

Nous. supposerons que le. point infiniment voisin de A
sur s ‘est uni parfait pour l'involution I,. On.,peut tou-
jours supposer que la droite s s’appuie sur l'axe S®).
‘Alors, le plan- ¢ & appule sulva.nt une droite sur I'axe
S, v -

Les surfaces Fl, qu1 sont decoupees sur V par les
hyperplans contenant. S©, S®,...; 5¢-1), passent sim-
plement par.A en y touchant le plan o

.. Les surfaces- F,, découpées sur V.par les hyperplans
contenant S, Sw Se) ..., St-1 .passent- simplement
par A; le plan tangent -en A éL;:;une de . ces surfaces
contient la- droite s et coupe o suivant une droite s,.

‘Nous désignerons par F, les surfaces F,, découpées
par les hyperplans contenant Sﬂ) S(Z) eens  SP-D pas-
sant. par le pomt A. ' v :

2 Sur une surface I* L lhomographle H détermine
une 1nv011\1t10n‘ dont A est un point uni parfait. Les
surfaces F, découpent, sur-cette surface F, un systéme
linéaire privé de point-bBase, appartenant i cette invo-
lution. Les surface' F, découpent sur la surface F; un
systéme linéaire .de courbea ayant un pomt multlple
d’ordre p, a tangentes variables, -en A. o :

Considérons maintenant une surface F,. Sur celle-ci,
I’homographie H détermine une involution d’ordre ¢
dont A est un point.uni non parfait ayant, dans son
domaine du premier ordre, un point uni parfait (sur la
droite s). Par conséquent, les surfaces.F; découpent;
sur cette surface F,, des courbes ayant en A la multi-
plicité v + 1, le point A,, infiniment voisin de A sur s,
étant multiple d’ordre v pour ces courbes. De plus, ces
courbes ont en.commun wune suite de v points simples,
infiniment voisins successifs de A, le premier se trou-
vant sur la droite sq, ¢’est-a-dire-dans e.

Il en résulte que les surfaces F, ont en A un point
multiple d’ordre » 4 1, auquel est infiniment .voisin,
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un point A,, multiple d’ordre v et qu’elles touchent le
plan o. Le céne tangent & une surface F; en A est donc
formé du plan o et d’'un céne d’ordre ». Le point A,
€tant multiple d’ordre v, ce céne se décompose necessalre-
ment en v plans passant par la droite s.

3. Projetons la variété V du point A sur un hyperplan
et soit V' la variété obtenue. Au domaine du point A
simple pour la variété V, correspond sur V' un plan a.
Soient A; le point de a qui correspond au point A, et
a' la droite du méme plan qui correspond au domaineé
du point A dans le plan o. A unesurface F, correspond
sur V' une surface ayant un point multiple conique
d’ordre v en ‘A’, coupant le plan o suivant v droites
passant par A; et suivant la droite a’'. De plus, les
projections des surfaces F, ont encore en commun
v — 1 droites infiniment voisines successives de a'.

Soit C; la courbe commune a deux surfaces F,. A
cette courbe correspond sur V' une courbe ayant un
point multiple d’ordre »* en Aj. D’autre part, les nappes
des surfaces F; tangentes en A au plan ¢ ont entre elles
un contact d’ordre v, donc le point A est 1'origine, sur la
courbe C;, de » 4 1 branches linéaires tangentesau plan
o. La courbe C; a donc la multiplicité »* + v + 1 en A.

4. Soit £ la variété normale & trois dimensions,
image de l'involution I,, dont les sections hyperplanes
@, correspondent aux surfaces F,. Appelons &;, &,
les surfaces qui correspondent, sur £, respectivement
aux surfaces F;, F,. Soit en outre A’ le point de dirama-
tion de £ qui correspond au point uni A. -

Les hyperplans passant par A’ coupent la variété £2
suivant les surfaces @; qui correspondent aux surfaces
F,. Aux courbes C; correspondent sur £ des courbes
ayant la multiplicité +* +» 4+ 1 en A’, donc ce pomt
est multiple d’ordre »® + v + 1 pour .Q
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appartenant & une variété algébrique a- trois dimensions

Pour étudier de plus prés cette singularité, projetons
£ du point A’ sur un hyperplan de 'espace ambiant
et soit £ la variété obtenue.

Aux points infiniment voisins de A, correspondent
sur £2' les points d'une surface w;, d’ordre »2.

Aux points du domaine d’ordre v 4 1 de A, infiniment
voisins  aux -points communs aux nappes des surfaces
F, tangentes au plan o, correspondent les points d’une
surface w,y, d’ordre v + 1.

Le cone projetant de A’ les surfaces wy, w, est le cone
tangent a 2 en A’ ; il se scinde donc en deux cones wy,
d’ordre 1v?, et w,, d’ordre v + 1. o :

5. Une surface @, posséde en A’ un point multiple
d’ordre v + 1, le cone tangent en ce point se composant
d'un cone d’ordre v et d’'un plan ayant en commun une
droite. Ce cone rencontre la surface w; suivant une courbe
rationnelle d’ordre » et le plan rencontre la surface
w, suivant une droite ; cette courbe d’ordre v et cette
droite ont un point comnun.

Deux surfaces F, ont en commun une courbe ayant
un point simple en A et y touchant la droite s. Par
conséquent, les deux surfaces @, correspondantes ont
en commun une courbe ayant un point simple en A/,
sa tangente en ce point appartenant aux deux cones
d’ordre v tangents en A’ & ces surfaces. On en conclut
que les courbes d’ordre v tracées sur la surface w; for-
ment un réseau homaloidal et que cette surface repré-
sente les courbes d’ordre v d’un plan ; c’est une surface
de Veronese généralisée.

De plus, les droites correspondant, sur la surface o',
aux deux surfaces I, envisagées, ne peuvent se rencontrer
La surface w, est donc une réglée.

Une surface @, a en A’ un point multiple d’ordre p a
cone tangent rationnel. Ce cone ne peut rencontrer le
cone d’ordre v tangent en A’ a une surface @,, mais
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rencontre le plan tangent a cette surface en ce point.
Ce cone coupe donc la surface w,, suivant une courbe
rationnelle d’ordre p. Une surface F, et.une surface
F, ont en. commun une courbe ayant un point simple en
A, la tangente -en ce point a cette courbe appartenant
au plan g, donc les courbes d’ordre p tracées sur la réglée
wy- sont des unisécantes des génératrices rectlhgnes et
cette surface est rationnelle, \

Comme nous l'avons vu, le cone tangent en A a une
surface F'.est formé du plan o et de v plans passant par
s par conséquent la courbe commune ,aux surfaces
w; et wy est d’ordre . B :

La singularité de la Var1ete Q en A’ est ainsi complete—
ment déterminée. - o :

, Liége, le 4_septembre. 1948, j
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