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Mathématiques 97

Surfaces algébriques s’osculant le long de courbes

par Lucien GODEAUX (Lieége)

Nous nous proposons, dans cette courte note,
d’indiquer la construction de couples de sur-
faces ayant un contact de second ordre le long
d’'une courbe, comme application de nos
recherches sur les involutions appartenant &
une surface algébrique (1). Nous indiquons en
terminant une généralisation de nos résultats.

1. — Soit, dans un espace projectif S5 a
cinq dimensions, dont les coordonnées ponc-
tuelles sont xy, 24, ..., &5, une surface F d’équa-
tions

xf = ag (Lg, Ty Loy Zs), x§ = B (g, Ty, To, x3),
Xy X5 = Yo (g Ty, Toy T3),

oll ay, Bs, Yo sont des formes algébriques dont

le degré est indiqué par lindice.

La surface F est transformée en elle-méme

par homographie H, de période trois,
AR R AR A A

Ty i Xy Xy Ay e Tyl el Xy,
ott ¢ est une racine cubique primitive de
I'unité.

Les axes ponctuels de I'homographie sont
I’espace S; d’équation xy = x;= 0 et les points
0, (0, 0,0,0,1,0), 05 (0,0,0,0, 0, 1).

Sur la surface F, H détermine une involu-
tion I de troisiéme ordre, n’ayant comme
points unis que les dix-huit points d’intersec-
tion de la surface avec P'axe ponectuel S,. On
obtient un modéle projectif de la surface F’,
image de Pinvolution I, en projetant F de
0,05 sur 8; c’est-a-dire en éliminant x, x;
entre les équations de la surface. On trouve
ainsi, pour équation de la surface F’,

ag By = e

La surface F’ est donc du sixiéme ordre ;
elle posséde dix-huit points doubles biplanaires
ordinaires aux points d’intersection des sur-
faces

ag =0, B3 =0, v, =0.
Ces points correspondent aux points unis de

Pinvolution I et sont les points de diramation
de la correspondance (1, 3) existant entre les
surfaces F’ et F.

En un tel point, les plans tangents & la sur-
face sont les plans tangents aux surfaces
a3 =0, B3 =0.

Observons que la surface a3 =0 a un con-

_tact du second ordre avec F’ le long de la

courbe a3 = v, =0 et que, de méme, la surface
B; = 0 a un contact du second ordre avec F’ le
long de B3 = v = 0.

3. — Considérons, dans S5 les hyperqua-
driques transformées en elles-mémes par
homographie H. Elles forment trois familles ;
Pune a pour équation

3
<iJk£0)\ikxixk:0 ¢}
et est formée d’hyperquadriques qui ne pas-
sent pas par les points unis de Iinvolution I.
Les deux autres sont données par

rxi + x5 0y (T, Ty, Top 23) =0, (2
u x; + Ty (l'o, Xy, Loy 1'3) =0, (3)

oll ¢;, ¥; sont des formes linéaires & coefficients
variables. Les hyperquadriques de ces deux
derniéres familles passent par les points unis
de Tinvolution I.

Ces trois familles d’hyperquadriques décou-
pent sur F trois systémes linéaires de courbes
| Col, | €11, | €2 | appartenant & Pinvolution T et
4 ces trois systémes correspondent sur F” trois
systémes linéaires complets | Cyl|, |Ci | | C2]
de courbes. :

Aux courbes €, correspondent évidemment
sur I les courbes € découpées par les qua-
driques de S;. Nous étudierons les courbes
C; qui correspondent sur F’ aux courbes C;
découpées sur F par les hyperquadriques (2).

On obtient les équations de la courbe C{ en
multipliant successivement les deux membres



98 III° Congrés National des

Sciences - Bruxelles 1950

de I'équation (2) par x, et par x7. On obtient
ainsi
)\0013+Y2<P1:07
Ao Ya + Bs o= 0.
Les équations de la courbe C{ peuvent donc
s’écrire

2

Yo

Yo 83
C’est une courbe du douziéme ordre.

a3 — @

= 0.

%o

D’autre part, on élevant au cube les deux
membres de Pquation (2), on obtient

Ao o + 3813 oz3\(2cp1+3)\0\(§ of +Bse =0,
4
surface qui, d’apres la théorie des involutions,
oscule la surface F” le long de la courbe Cj.
3. — La surface (4), du douziéme ordre,
posséde une courbe double
=10, ¢, =0;
c’est une cubique plane en chaque point de

laquelle les deux plans tangents & la surface
sont confondus avec le plan tangent a o3 = 0.

Considérons la développable A lieu des plans
tangents aux surfaces F” et (4) aux points de
la courbe C;. Pour obtenir Ia classe de A, con-
sidérons la premiére polaire d’un point M par
rapport & IV, C’est une surface du cinquiéme
ordre qui passe par les dix-huits points dou-
bles biplanaires de F’ ; ces points appartenant
& Cj, cette premiére polaire rencontre encore
cette courbe en 42 points. Par conséquent, Ia
développable A est de classe 42.

Reprenons le méme raisonnement en substi-
tuant a F’ la surface (4). La premiére polaire
de M par rapport a (4) est une surface du
cinquieme ordre passant par Ia cubique plane
double de Ia surface. Elle renconire donc
encore la courbe C, en 48 points. Ces points
sont en général simples pour la surface F’ et
en six d’entre eux, le plan tangent a la sur-
face (4) doit étre indéterminé, sans quoi A
serait de classe supérieure & 42. Soit P un des
six points en question.

Le plan tangent en P a (4) étant indéter-
. miné, ce point est en général double pour la
surface. Tracons sur la surface (4) un arc de
courbe x passant simplement par P. Puisque
les surfaces F” et (4) s’osculent en P, x doit
rencontrer I’ en trois points confondus en P,
donc la tangente 4 x en P est également tan-

gente & F’. Il en résulte que le plan tangent
4 F’ en P est tangent 4 la surface (4) et celle-ci
posséde donc en P un point double biplanaire.

La surface (4), du sixiéme ordre, oscule la
surface F’ le long de la courbe du douziéme
ordre C; et posséde sixz points doubles bipla-
naires sur cette courbe.

On obtient naturellement des résultats ana-
logues en partant de I'équation (3).

4. — Considérons de méme dans S; hyper-
surface
Xo? x5+ af o1 + X402 =0, (5)
oll o5, ¢, sont des formes en xy, *;, T, T3 de
degré indiqué par I'indice.
A la section D de F par cette variété corres-
pond sur F’ une courbe D’ appartenant aux
surfaces

Aoagva+ o1 ¥3 +agop =0,
)\ng +(9183+(P2Y2:0~
Les équations de la courbe D’ peuvent donc
Y2

s’écrire
i Y; Bs )\0 Yo + @2

(C’est une courbe d’ordre dix-huit passant
par les dix-huit points doubles biplanaires de
F’,

En élevant au cube les deux membres de
Péquation (5), on obtient une surface du neu-
viéme ordre

as - @1

[ =0.

Xy oz By + o BF +ag o5
+30% 012585 +of ‘92[334‘)\0(9:% ag) Yo
+3 O\g 92 a3 + Ao <P12 Bs + 9y @;;) Yg
+ 6% 01 922383 =0,

qui oscule la surface F” le long de la courbe I’.
La surface (6) est dépourvue de courbes mul-
tiples, mais si I'on reprend le raisonnement fait
plus haut, on voit qu’elle posséde, sur la
courbe D’, 72 points doubles biplanaires ordi-

naires. ‘

)

I

La surface (6), du neuviéme ordre, oscule
la surface F’ le long de la courbe du dix-hui-
tiéme ordre D’ et posséde 72 points doubles
biplanaires ordinaires sur cette courbe.

5. — On peut étendre ce qui précede de la
maniére suivante :

Considérons un espace linéaire S, ;. a p + 2
dimensions dont les coordonnées ponctuelles
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sont &y, Xy, ..., Ty 4 o et, dans cet espace, 'homo-
graphie

4 4 ’ U4 I
xo xl x2 x3 Ly 44
Lo Iy Ly T3 et Xg 4

ol ¢ est une racine primitive d’ordre p de
Punité et ou 7 prend les valeurs 1, 2, ..., p — 1.

Cette homographie a pour axes ponctuels
Iespace S; d’équations

Ty =5 = .. =2y, 5=10

et Ies sommets 04, Oy, ...
référence.

Considérons ensuite une surface F ayant
pour équations

, 0,42 de la figure de

Xy = oy (T, Xy, Ty, T3), TF = 0ty (g, Tys g X)),
e Tp o = dy oy (T, Ty, Xo, ),
A Xy Xy 1+ Ao T2, o F
o 0 (g, Ty, Ty 23) = 0.
)]
ou les a sont des formes de degré p et ¢ une
forme quadratique en xz,, x;, xs, x;.
Cette surface F est transformée en soi par
I’homographie (7) et celle-ci détermine sur la

surface une involution I d’odre p privée de
points unis si p > 3.

On obtient une surface F” image de linvo-
lution I en éliminant x,, xy, ..., Z, . 2 entre les
équations (8). Cette surface est d’ordre
2. pr—2

On peut aisément obtenir des surfaces ayant
un contact d’ordre p — 1 avec la surface F’ le
long de courbes. Il suffit de partir de I'équa-
tion d’une hypersurface transformée en elle-
méme par '’homographie (7) et dont I’équation
se reproduit précisément multipliée par une
puissance de ¢ non congrue a zéro mod. p,
lorsque T'on effectue la substitution (7).

Actuellement, si p > 3, la surface F’ posséde
une nouvelle propriété : son diviseur de Severi
est o = p, comme cela résulte d’un théoréme
que nous avons ¢tabli autrefois (2).

Liége, le 16 mai 1950.
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