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VARIETES ALGEBRIQUES
POSSEDANT UNE SEULE VARIETE CANONIQUE

par Lucien GODEAUX
Membre de la Société

Dans un travail récent (*), nous avons étudié les involutions cycliques dépour-
vues de points unis appartenant & une variété algébrique principalement au point
de vue de la correspondance des systémes canoniques. Cette note est une application
des résultats obtenus & la construction d’une variété ne possédant qu’une variété
canonique isolée.

1. Soit dans un espace linéaire Sz, & 2n dimensions une homographie H de
période n + 1, d’équations

, . , ) ) .
oy = ey, ppi14s = ey, (0=0,1,...,7)

ou ¢ est une racine primitive d’ordre n 4 1 de l'unité.

Considérons une variété V,_1, algébrique, intersection de n 4 1 hyperquadriques
de Ss, transformées en elles-mémes par H. Sur V,_;, d’ordre 27+1, H détermine
une involution I d’ordre # 4+ 1 et nous rechercherons en premier lieu dans quelles
conditions l'involution I est dépourvue de points unis.

En désignant par O; le sommet de la figure de référence dont toutes les coor-
données sont nulles sauf x;, les axes ponctuels de 'homographie H sont le point Qg
et les droites 010,41, 020549, ..., 0z02,.

Supposons en premier lieu n pair. Les hyperquadriques définissant V,.-1 ne
peuvent passer par Q¢ ni rencontrer les droites 010541, ..., OnOg4. Les équations
de ces hyperquadriques doivent donc contenir respectivement des termes en

2 2 2 ) ’ 7.2
2§, X -+ MT1Tpt1 -+ Q2T g, e, By + a3Tple, - a3,

Observons que dans les équations des hyperquadriques, le terme contenant a7
ne peut figurer que dans une de ces équations. En dehors de celle-ci, x1 et 2,41 ne
figurent qu’au premier degré. Dans ces conditions les points de rencontre de V,
avec I'axe 010,41 sont donnés par I'équation

2 2
@x] -+ 01X Zp41 + G2 g

et Uinvolution 1 posséde deux points unis sur cet axe.
Pour notre objet, n doit donc étre impair.

(*} Inwolutions cycliques privées de points unis appartenant d une variété algébrique
complétement réguliére (Bulletin de I’Académie roy. de Belgique, séance du 8 juin 1968).

Manuscrit regu le 20 juin 1968.
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2. Posons n = 2v — 1. Parmi les hyperquadriques transformées en elles-mémes
par H, il existe un systéme linéaire | Q¢ | dont I’équation contient les termes

2 2 2
Tg> Ty, Ty Tty

L’équation d’un second systéme | Qq | contient les termes
22, 21z 22y, X2, @7 x2
TR0 B A BT NE EREUNEE PRRAVER LOTHEVER PR REEE [
Et ainsi de suite. I’équation d'un v-iéme systéme | Qo—1 | contient les termes
2 2 0 2
Ty Tn2ns Tops Ty 15 Ty 1%niv—1> Lypgpy—1-

Les équations des autres systémes d’hyperquadriques transformées en elles-
mémes par H ne contiennent que le produit de deux coordonnées.

Parmi les » 4+ 1 hyperquadriques définissant V,_;, nous prendrons une hyper-
quadrique de chacun des systémes | Qo |, | Q1 ], ..., | Qv-1|. En raisonnant comme
plus haut, on voit que V,1 rencontre chacune des droites axes de H en deux points.
Mais on peut prendre pour définir V,1 deux hyperquadriques de chacun des sys-
temes | Qo l, | Q1 l, -..s | Qv—1|, deux hyperquadriques de | Qo | par exemple rencon-
trant 010,41 en-des points distinets. Dans ces conditions H détermine sur Vi
une involution I d’ordre » -+ 1 = 2v n’ayant aucun point uni.

3. Cherchons maintenant les dimensions des systémes | Qo |, | Qi ], .., | Qv—1 |-
L’équation d’une hyperquadrique Qg contient, outre les quatre termes déja
mentionnés plus haut, les termes ;

LiX2y—i, TiXp+2v—i, Tn+i%2v—i, Tu+ilnt2v—is
(t=12,...,v—1)

soit en tout 4(v — 1) termes. On en conclut que | Qg | a la dimension 4v — 1.
L’équation d'une hyperquadrique Q; contient, outre les six termes déja men-
tionnés, les termes.

ZoX2, LoTp+2,
TgL2y—i+2; LiTp+2v—i+25 Tnil2y—i42; Tp-+i%n+2y—i+2,
(G=1,3..,v—1)

soit en tout 2 4 4(v — 2) = 4v — 6 termes. Le systeéme | Q; | a donc également
la dimension 4v — 1.
On trouve de méme que les systémes | Qa |, ..., | Qv—1 | ont la dimension

4y — 1 = 2n -+ 1.

Les équations des hyperquadriques Qg, Q1, ..., Q-1 se reproduisent, lorsque I'on
effectue H, multiplides par 0 =1, ¢2, ..., -2, Désignons par | Q,| le systéme
d’hyperquadriques dont I’équation se reproduit multipliée par € quand on effectue H.
L’équation d’une de ces hyperquadriques contient les termes

TorL, LoTn-+1,
LiXoy—i+1, Tilp+2v—i+l; Tn+iL2v—i+1; Lp+ilp+2v—i+1,
(1=12,..,v—1)
soit en tout 2 4 4(v — 1) = 4v — 2 termes. Le systéme | Q,| a donc la dimension

4y — 3 = 2n — 1.

258




On trouve de méme que les systemes d’hyperguadriques I Quir |5 | Quaz Iy | Qnl
nt les équations se reproduisent multipliées par <3, e, ..., 21 lorsque l'on
ectue H, ont la méme dimension 2n — 1.

La théorie des homographies exige que Von ait

v(@2n + 2) 4 v2n = (n + 1) @2n + 1),

 qui est une identité.

4. La variété V,— étant, dans Sa,, lintersection de n -+ 1 hyperquadriques,
n systéme canonique est découpé par les hypersurfaces dordre 2(n -+ 1) —
m - 1) = 1, ¢’est-a-dire par les hyperplans. Nous désignerons par F les sections
yperplanes de Vy—1.

Une variété F étant I'intersection de n - 1 hyperquadriques dans un espace
' 9n — 1 dimensions, son systeme canonique est découpé par les hypersurfaces
ordre 2(n + 1) — 2n = 2, ¢’est-a-dire par les hyperquadriques. Le genre géomé-
rique des variétés F est donc

Py = <2n2+ 1>~—(n+ 1) = 202 — 1.

11 existe, sur la variété Vi1 des sections hyperplanes qui appartiennent a
’involution I. Ce sont la variété Py section de V, par Vhyperplan @g = 0, les
sariétés Ty, formant un faisceau | Fy | section de Va1 par les hyperplans
r1 -+ Mpar =0, ..o, les variétés F, formant un faisceau | Fy | sections de V-1 par
les hyperplans 2, + Jen = 0. Donc, outre Fo, n, faisceaux | F1 ], | ¥ Lo | B .

Les hyperquadriques Qo, Q1 > Q-1 Qus -5 Q découpent sur V-1 des sys-
tomes linéaires de courbes de méme dimension 2r — 1.

Désignons par {2 une variété a m — 1 dimensions image de linvolution T et

par @g, O1, ..., @, les variétés qui correspondent sur Q aux variétés Fo, F1, ..o ¥
La variété @g est isolée, mais les variétés O, D, ..., Dn appartiennent & des faisceaux
| @1 | D25 | D, |

Le genre géométrique de V1 est égal & Py = 20 + 1 et V,—y étant de dimen-
sion paire, le genre géométrique P de Q est donné, d’apres la note citée au début.
par

Py+1=@m+1D(EF +1)

dot P, = 1. La variété Q osséde donc une seule variété canonique Do.
g

5. Le systéme canonique de la variété Fo est découpé par les hyperquadriques
et comprend n - 1 systémes linéaires appartenant a Pinvolution I. L'un, de dimen-
sion 2n — 2, est découpé par les hyperquadriques Qo les autres, de dimension 2n — 3
sont découpés par les hyperquadriques Q1, Qg, ---» Qu- La variété Fo étant de dimen-
sion impaire, n — 2, le premier systéme a pour homologue sur @, le gysteme
canonique de cette variété d’aprés la note citée au début. La surface @y a done
le genre py = 2n — 1 et lon a bien

(pg— 1= (n+ 1) (P — 1)
Les variétés Qo découpent sur Ko le transformé du systéme canonique de ®o
et on a

| ®g | =[2Do |-

Les hyperquadriques Qo, Q1 -+-» découpent sur une variété du faisceau | Fy s
des systémes linéaires de dimension 2n — 3 sauf les hyperquadriques Q, qui décou-
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pent un systéme de dimension 2n — 2 = p, — 1. Il en résulte que les variétés @,
ont le genre géométrique p, et qu'au systéme découpé sur ¥, par les hyperqua-
driques Q, correspond sur une surface @; le systéme canonique. Si 'on remarque
I’équation de Qo contient un terme gz, on a

| @] = | Do+ D1 |.
En remarquant que dans Q,—1 se trouve un terme xp%,, on trouve de méme
| @) = | Do+ D]

parce que le systéme | Q,| découpe sur une surface F, un systéme de dimension
95 — 2 alors que les hyperquadriques des autres systémes découpent des systémes
de dimension 2n — 3.

La variété Q image d’une involution cyclique d’ordre n - 1 privée de points unis
appartenant & la variété d’un espace & 2n dimensions, o 1 est impair et dont le systéme
canonique coincide avec celui des sections hyperplanes, posséde wne variété canonique
unique, de genre géométriqgue py = 2n — 1.

Observons que pour 7 =3, la variété V,-1 devient une surface et la variété Q
une surface possédant une courbe canonique unique de genre cing.

Liége, le 18 juin 1968.
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