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SURFACES PROJECTIVEMENT CANONIQUES
ET SURFACES DE GENRE GEOMETRIQUE UN

par LucieNn GODEAUX
Membre de la Société

L’objet de cette note a pour origine la propriété d’une surface
de genres géométrique et arithmétique zéro, possédant un systéme
bicanonique irréductible, d’étre I'image d’une involution du second
ordre, privée de points unis, appartenant & une surface possédant
une seule courbe canonique [1]. Mais la construction d’une surface
réguliére possédant une seule courbe canonique de genre w et par
conséquent de genres p, = py = 1, p = =, semble assez difficile.
Nous avons résolu la question dans les plemiers cas : = = 3 [2] et
7 = 4 [3] mais dans le cas = > 5, nous avons été conduit & construire
des cas particuliers en considérant les relations entre la surface
cherchée et certaines surfaces connues[4]. La note actuelle rentre
dans cette catégorie de recherches.

Nous considérons une surface réguliere F projectivement cano-
nique, c’est-a-dire dont le systéme canonique coincide avec celui
des sections hyperplanes. Nous supposons que cette surface con-
tient une involution cyclique d’ordre premier impair p ne possédant
aucun point uni. De plus nous supposons en outre que ’homo-
graphie génératrice de 'involution posséde un point uni isolé. Dans
ces conditions, I'image ® de Iinvolution est une surface réguliere
possédant une seule courbe canonique.

La surface ® est particuliére, car son systéme bicanonique con-
tient des courbes décomposées en des couples de courbes généra-
trices de faisceaux. Sa construction donne cependant quelques
indications présentant un certain intérét sur le cas général.

1. Soit F une surface algébrique normale, réguliére, projective-
ment canonique, c’est-d-dire dont le systéme |C| des sections
hyperplanes soit le systéme canonique. Soit r la dimension de
Pespace S, contenant la surface F.
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Supposons que la surface F goit transformée en soi par une
homographie H de période p = 2v -+ 1, premier impair, possédant
comme axes ponctuels un point isolé O et s espaces linéaires de
dimensions au moins égales & un et au plus égales & r — 3, ne
recontrant pas F. Sur ¥, H détermine une involution I d’ordre p
privée de points unis dont nous désignerons par @ une image.

L’ordre p® — 1 de la surface F doit étre un multiple de p et
nous poserons pt) = pn 4+ 1.

Désignons par o1, oo, ..., o5 les axes ponctuels de H distincts de O,
par Cp la section de F par 'hyperplan contenant ces axes, par C;
les courbes découpées par les hyperplans contenant 0 et les axes
61, G2, ..., g5 sauf o, enfin par Iy, I't, T, ..., I's les courbes qui
correspondent sur ® respectivement aux courbes Co, C1, Cy, ..., Cs.

Nous avons démontré [5] que le systéme canonique de @ est
celui des systémes | Ty |, |[i|, T2l ..., | s | qui a la dimension
minimum, c¢’est-4-dire actuellement 1 ry [ La surface @, réguliére
comme F, a donc les genres p, == p, = 1. De plus, les systémes

‘ Iy, [ Taf, .., | T ‘ doivent avoir la dimension p, = 1. Les axes
61, G2, ..., 65 de H sont done des droites.

Sipa = r + 1 est le genre arithmétique de ¥, entre ce genre et
celui p, = 1 de ® nous avons la relation

Pa+ 1= plpi+ 1),
dott » = 2p — 2, p, = 2p — 1.

La somme s des dimensions des axes ponctuels de H est, d’aprés
la théorie des homographies cycliques, égale ar — p + 1 =p — 1,
donc on a § = p — 1.

Entre la courbe Co de genre p®) = pn + 1 et la courbe 1"y dont
nous désignerons le genre par = (genre linéaire de @), nous avons
une correspondance (p, 1) privée de points unis, donc d’aprés la
formule de Zeuthen, on

plr — 1) = p@ — 1 = pn
dout n =m — 1.

2. Attachons aux axes 0, o1, 62, ..., 6,_, de 'homographie H les
nombres e¥ = 1,¢,¢2, ..., 8~1 oll ¢ est une racine primitive d’ordre p
de I'unité.

Le systéme bicanonique de @ contient les courbes

2F0) Fl + Fp..l; F2 + Fp~2; rees FV + F\;+1

et ce systeme a la dimension Py — 1 = 7.
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A c6té du systéme bicanonique, on peut considérer les systémes
‘définis par les courbes To + T4, Ty + Ts, ..., ] To+ Ip—a 1 Le pre-
mier de ces systémes par exemple contient les courbes

Do+ Ty, Dy o Ty, o, T o4 Ty, 2T

Ses courbes découpent sur la courbe I’y une série paracanonique
(952, et celles de ses courbes qui contiennent I'y sont complétées
par les courbes du faisceau [ r, ‘ La dimension de ce systéme est

donc aussi égale & .

3

Les systémes ] Lo+ T |, | Do+ Ts |, ..., | Do+ Tpa | se com-
portent de la méme maniére et ont également la dimension .

Nous avons done sur la surface ®©, p systémes linéaires que nous
dénotons par

\ 2T

Lo+ Iy |,

To+ T oo | Do + Tpoa |

qui ont les mémes caractéres (degré, genre et dimension) et dont le
premier est le systéme bicanonique.

)

.

3. Désignons par xg, 2, ..., Zap-2 les coordonnées des points de
'Sy et par O; le point dont toutes les coordonnées sont nulles sauf ;.
Nous supposerons que le point O coincide avec Og; la droite o1
avec 0103, Ia droite o3 avec 030y, ..., la droite op-1 avec O2p—3025-2.

L’homographie H transforme en lui-méme le systéme des hyper-
quadriques de S,. Il ¥y a p systémes, que nous désignerons par
IQQ , %Ql ’ Qp,‘l‘ dont chaque hyperquadrique est trans-
formée en elle-méme par H. Nous supposerons que lorsque Von
applique H, ’équation d’une hyperquadrique Q; se reproduit mul-
tipliée par <t.

y sy

L’équation d’une hyperquadrique Qo s’écrit
2 " oy . o
M 4 MX1X2p-3 -+ haTilep-g + Aakadep-3 -+ Agrstapy-2 4+ ... 0

de sorte que le nombre des hyperquadriques de | Qo | linéairement
indépendantes est égal a 2p — 1.

L’équation d’une hyperquadrique Q; contient les termes
XXy, XoXz, X3lap-3, L3lap-2, L4lap-3, Lalap-2, .-, ‘%2\;.;_]3 ‘,1’2\,_;_17 1‘2\,.*_27 :LZV%‘Q

c’est-a-dire qu’'il y a également 2p — 1 hyperquadrigues Q liné-
airement indépendantes. On obtient des résultats analogues pour
les antres systémes d’hyperquadriques.
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Les systemes ] Qo |, | Q1 Qp-1 { ont tous la dimension
2p — 2. Comme le systéme d’hyperquadriques de S, a la dimension
p(2p — 1) — 1, d’apres la théorie des homographies, on doit avoir

p(2p — 2) + p=p2p — 1),

ce qui est une identité.

3 ey

Aux systémes 1 2T |, 1 To + Iy Lo + Iy [ de @ corres-
pondent sur F des courbes appartenant respectivement aux sys-
témes ] (F, Qo) ], F, Q) |, ..., | (F, Qp-1) 1 On en conclut qu’il
existe 2p — n — 2 hyperquadriques linéairement indépendantes de
chacun des systemes f Qo |, | Q1 Qp—1 [ contenant la surface K.

g ey

3 5 oenes

4. On sait qu’entre le genre linéaire p@) d’'une surface et son
genre géométrique p,, on a, d’aprés Noether,

pW = 2py — 3
et, si le systéme canonique est simple, d’apreés Castelnuovo,

pW = 3p; — 6.

La surface F est réguliére, donc py = p, et les inégalités précé-
dentes donnent

p(r —5) +6 =0, p(x —7) + 10 = 0.

Ces inégalités exigent que l'on ait = > 4, p ayant une valeur
convenable pour = < 7.

Noug pouvons prendre pour modele projectif de ® une surface
normale d’un espace S_ & = dimensions dont les sections hyperplanes
sont les courbes bicanoniques et qui est d’ordre 4(= — 1), ses sections
hyperplanes ayant le genre 3(x — 1) -+ 1.

Posons,
XKoo = x(";, X2i~1,2p—2i—1 = X2{-1X2p—2i—1,
X2i~1,2p—2i = X2i-102p—21,
Xoop2i1 = XoiX2p—2i—1,
Xos,op-2i = Xailap—2i, (4= 1,2, ..., v}
et rapportons projectivement les hyperquadriques du systéme } Qo \

aux hyperplans d’un espace Ssp-2 & 2p — 2 dimensions.
Aux 2p — w — 2 hyperquadriques linéairement indépendantes Qo
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contenant F correspondent des hyperplans de Sgp— ayant en com-
mun lespace S_ de O.

Nous avons d’autre part

Xoi1,2p-2i-1 X2i,2p-2i = X2i-1,2p~2i X20,2p-2i~1
(t=1,2,..,v),

¢’est-a-dire v hyperquadriques de S, contenant ®.

5. Sur le modéle projectif de la surface ® dans S, les courbes
To, ', Ty, ..., T'p—s ont Pordre 2 — 2. Une courbe I'y et une courbe
I'p-1 appartiennent & un hyperplan et \ Tpa { étant un faisceau,
une courbe I'i appartient & un espace S__, & = — 2 dimensions.
Une courbe I'i est donc une courbe paracanonique. Il en est de
méme des courbes I'p, I's, ..., T'p.

Une courbe I'; et une courbe I'p—; appartenant & un hyperplan,
les espaces S__, qui les contiennent ont en commun un espace S s
& m — 3 dimensions.

Par contre, une courbe I'; et une eour})e I'y, ou k % p — ¢, ne
peuvent appartenir 3 un hyperplan et les espaces 5. _, qui les con-
tiennent ont en commun un espace & = — 4 dimensions. De méme,
les espaces S__, de deux courbes I'; ont en commun un espace a
7 — 4 dimensions.

Considérons par exemple deux courbes I'y et I'z et soient Iy,
I'y-2 deux courbes déterminées. Les hyperplans passant par | Y
découpent sur @ les courbes I' et ceux qui passent par Pp les
courbes I'z. Ces hyperplans forment deux faisceaux que nous pou-
vons représenter par

Xy + 2Xp =0, X3+ pXg=0.

Si nous établissons une homographie entre ces deux faisceaux,
les intersections des hyperplans homologues engendrent une hyper--
quadrique

7\1X1X3 B 7\2X1X4 -+ 7\3X2X3 4 7\4X2X4 = ()

qui est en général irréductible et ne contient pas la surface @.

Cette hyperquadrique contient les courbes I'p-1, I'y-s. Elle coupe
® suivant une courbe d’ordre 4x — 4 formée des deux courbes
précédentes et d’une courbe L. On a

4F(} = prl -+ Fp_z e L.
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Mais on a également

QFO = F1 + FpAl, 2T = Fz + Fp—z,
donce

Ainsi quatre courbes I'1, Iy, Ipoy1, Tpes se trouvent sur une hyper-
quadrique en général irréductible et ne contenant pas @.

Plus généralement, quatre courbes I';, T, Uyp—i, I'p—r appartien-
nent & une hyperquadrique en général irréductible ne contenant
pas @,

La question peut étre présentée d’une maniére un peu différente.

Soient £, = 0, £, = 0 deux hyperplans contenant I'y_; et £3 = 0,
£a = 0 deux hyperplans contenant I'y_s. Les hyperquadriques dégé-
nérées

8183 = 0, 98y = 0

déterminent un faisceau d’hyperquadriques en général irréductibles,
dont une au plus peut contenir ®, qui contiennent les courbes
I'p1, Tpz et par suite deux courbes 'y, Iy,

6. On obtient un théoréme analogue pour les courbes de deux
falsceaux ] I ' et r | ( »

Soient I';, T'; deux courbes du faisceau ‘ | [ et I'p-1, T‘p_l deux
courbes du faisceau ’ | J Désignons par £ = 0 I’équation de
Ihyperplan contenant les courbes I'y, 'y, par & = 0 celle de
I'hyperplan contenant T et Ty, par £5 = 0 celle de I’hyperplan
contenant I't et [y enfin par £, = 0 celle de I'hyperplan con-
tenant les courbes ' et T'p_;. Les hyperquadriques dégénérées

L1683 =0, E8y = 0

déterminent un faisceau d’hyperquadriques en général irréductibles
dont une seule au plus peut contenir la surface ®. Ces hyperqua-
driques contiennent les courbes I'j, T4, -1, Tpor.

Plus généralement, deux courbes du faisceau ’ I ‘ et deux cour-
bes du faisceau f Py { appartiennent & une hyperquadrique irré-
ductible.

7. Le systéme tricanonique de la surface ® a le degré Hm — 1),
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le genre 6(w — 1) + 1, et la dimension Pz — 1 = 3(x — 1) + 1.
I1 contient les courbes

3T, To+ 1+ Ty, To -+ To + Typp, o, Do+ 1)+ T,y
ainsi que les courbes
e + 20p-1, T3 4 Fp—o + I'p1, o,
P+, + Dpa, 28 4 Tpery oon
En particulier, il contient les courbes
2+ Dpog, 200 + T'pa, .0, 20p g + T
Ajoutons que d’apres la théorie des involutions, on a

pF = ]}Fl = ... = pr_l.

8. Revenons aux inégalités de Noether et Castelnuovo, qui nous
donnent

plm — 5) + 6 =0, plx — 7) + 10 = 0.

Pour © = 4, nous devons avoir p < 6, 3p < 10, d'ou p = 3.
La surface I est la surface projectivement canonique de Sy, inter-
section de deux variétés cubiques. C’est le cas que nous avons
étudié antérieurement [¢].

Pour 7 = 5, nous devons avoir 2p < 10; d’ou p = 3 ou p = 5.

Dans le cas p = 3, la surface F appartiendrait a un espace Si
et serait d’ordre 12. Ce cas ne peut se présenter.

Dans le cas p = 5, la surface F appartiendrait & un espace Sg
et serait d’ordre 20. A priori, ce cas peut se présenter.

Pour 7w = 6, on doit avoir p < 10, d’ou p =3, ou p = 5 ou
p = 7. Le cas p = 3 est & exclure. Dans le cas p = 5, la surface F
serait d’ordre 25 et appartiendrait & un espace Sq.

Si p = 7, la surface appartient & un espace Si2 et doit étre
d’ordre 35.

Pour appliquer le procédé exposé ici, il importe done de déter-
miner les surfaces projectivement canoniques de Sg et de Sig, car
les équations de la surface @ g’obtiennent évidemment en partant
de celles de I

Liege, le 2 décembre 1965,
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