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PROPRIETES DES VARIETES DE SEGRE
REPRESENTANT LES COUPLES DE POINTS
DE DEUX PLANS OU DE DEUX ESPACES
A TROIS DIMENSIONS

par Lucien GODEAUX
Membre de la Société

A maintes reprises, F. Enriques a appelé attention sur 'intérét
de la construction de surfaces dont le systéme canonique coincide
avec celui de ses sections hyperplanes, surfaces que nous appelons
projectivement canoniques pour les distinguer des surfaces cano-
niques des variétés & trois dimensions. Cette note est consacrée 3
la construction de deux surfaces projectivement canoniques appar-
tenant I'une & la variété de Segre représentant les points de deux
plans, Iautre 4 la variété de Segre représentant les points de deux
espaces & trois dimensions.

Sur chacune de ces variétés, nous commengons par construire
une surface régulidre & courbe canonique d’ordre zéro, de genres
po = P4 = 1, puis une variété & trois dimensions dont les sections
hyperplanes sont des surfaces de cette nature. L’ intersection de
cette variété et d’une hyperquadrique est une surface projective-
ment canonique d’aprés une remarque faite par Enriques dans ses
Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche, rédigées par L. Cam-
pedelli (Padova, Cedam, 1932, p. 233).

Nous obtenons les théorémes suivants :

Lintersection d’une variété de Segre VS de S représentant les couples
de points de deux plans par un hyperplan et une hyperquadrique est
une surface de genres pg = Pa = 1.

Lintersection de la variété de Segre VS de Sg par deux hyperqua-
driques est une surface projectivement canonique de genres

pa o pg sy 9, p(l) - 25,

Manuscrit recu, le 18 novembre 1965.
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L’intersection de la variété de Segre V?).” de Sis représentant les:
couples de points de deux espaces & trois dimensions par un espace
@ 11 dimensions, est une surface de genres pg = Py = 1.

Lintersection de la variété de Segre V¥ de Sis par un espace
linéaire & 12 dimensions et par une hyperquadrique est wne surface:
projectivement canonique de genres

Pa = Py = 13, p@) = 41.

L. Soient 7(y1, ¥z, y3) et {(21, 22, 23) deux plans. Posons X = yizs.
Les équations de la variété de Segre V¢ représentant les couples
de points des plans s’obtient en écrivant que le déterminant

| X | (G k=1,2,3)

est de caractéristique un. Cette variété, d’ordre six, est plongée
dans un espace Sg & huit dimensions.

A une section hyperspatiale de V¢ correspond une réciprocité
entre les plans v et {. La section de la variété V¢ par un espace Ss
est une courbe C. Aux trois hyperplans de Sg qui déterminent cet
espace Ss correspondent trois réciprocités entre les plans v, ¢ et
les points conjugués par rapport & ces trois réciprocités décrivent
dans chaque plan des cubiques elliptiques, en correspondance bira-
tionnelles entre elles et avec C, qui est done elliptique.

La section de la variété V¢ par un espace & cingq dimensions est
une courbe elliptique d’ordre six donc normale.

Coupons maintenant V¢ par un espace Sg & six dimensions. Nous
obtenons une surface F & sections hyperplanes elliptiques, donc
rationnelle.

Les hyperquadriques de S¢ coupent F suivant des courbes.
d’ordre 12, de genre 7. Les sections hyperplanes d'une telle courbe
forment son systéme canonique.

Coupons V§ par un hyperplan S; et considérons la surface F
découpée par une hyperquadrique de S; sur la section V§. Les.
sections hyperplanes de la surface ¥y sont leurs propres adjointes
et par conséquent la surface régulitre Fy posséde une courbe
canonique d’ordre zéro. Elle a les genres p, = Py = 1.

2. Soit Fy la section de la variété V¢ par deux hyperquadriques

J1. f2. Considérons une section hyperplane C; de F. L’hyperplan
coupe la section de V§ par 'hyperquadrique f; suivant une surface:
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Fy de genres p, = Py = 1 et les hyperquadriques découpent sur
cette surface un systéme linéaire qui est son propre adjoint. Ce
systéme a le genre 25.

Il en résulte que sur la surface I, les adjointes a une section
hyperplane sont découpées par les hyperquadriques, ¢’est-a-dire
par les courbes 2C;. On a done

[Cil=]20], |G —Cif=]|Cu].

Les sections hyperplanes de F; sont donc les courbes canoniques
de la surface. Celle-ci a les genres

pa fruad pg prend 9, p(l) = 25

3. Soient n(y1, y2, ¥s, ya) et {(z1, ze, 23, z4) deux espaces & trois
dimensions. En posant Xz = yzx, on obtient les équations de la
variété de Segre VZ° en écrivant que le déterminant

‘ Xk

>

G,k =1,2,3,4)

est de caractéristique un. La variété est d’ordre 20 et est plongée
dans un espace Si5 & quinze dimensions.”

A une section hyperplane de V2 correspond une réciprocité entre
les espaces 7, L. Si nous considérons quatre réciprocités entre ces
espaces,

<p1(y, 'Z) =0, (92(?/7 2) = 0, (P3(y: Z) =0, cP4(x> @/) =0

ol les ¢ sont des formes bilinéaires en y et z, I’élimination des z
entre ces équations donne dans 7 une surface du quatrieme ordre F,
et l’élimination des y donne dans { une surface du quatrieme
ordre Fe. Ces surfaces sont de genres p, = Ps = 1. Aux quatre
réciprocités correspondent quatre hyperplans de S15 qui ont en
commun un espace Si; & onze dimensions coupant V2 suivant une
surface F. 11 y a une correspondance birationnelle entre les trois
surfaces F, F,, F: par conséquent la surface I est de genres

pa:P4:1‘

A une section hyperplane de F correspond une cinquiéme réci-
procité entre les espaces 7 et {. Les points conjugués dans les cing
réciprocités décrivent des courbes d’ordre 10 et de genre 1l Par
conséquent, les sections hyperplanes de la surface F sont des cour-
bes de genre 11. La surface est d’ailleurs d’ordre 20, elle est donc
normale.
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4. Un espace Siz coupe la variété Vi¥ suivant une variété V20
dont les sections hyperplanes sont des surfaces de genres

pa:Pz;:l.

Désignons par Fy la section de la variété V2% par une hyperqua-
drique V3, de Sis. Cette surface est d’ordre 40.

Un hyperplan de S;z découpe sur la surface F une courbe Cjy
intersection de la surface F appartenant & cet hyperplan et de V2.
La courbe Cy est donc de genre 41.

Les hyperquadriques de S;2 découpent sur la surface F un systéme
linéaire qui est son propre adjoint, donc ces hyperquadriques
découpent sur la courbe Cy la série canonique de celle-ci. Il en
résulte que sur la surface Fy, I'adjoint au systéme des sections
hyperplanes ]Co ‘ est le systéme ] 2C J On a donc

Gyl =12Co |, |C)—Co|=|Col.

Le systéme canonique de I coincide donc avec le systéme de
ses sections hyperplanes et cette surface est donc projectivement
canonique. Elle a les genres

Pa = pg = 13, p® = 41.

5. Sil’on se donne les trois hyperplans de S;5 déterminant ’espace
Si2, cela permet d’exprimer linéairement trois des quantités Xz en
fonction des 13 autres, que nous désignerons par xo, 21, @s, ..., ®11.
Nous poserons

Xk = (2o, 21,%2, ..., 213)

les @ étant linéaires.
Les équations de la surface Fy s’obtiendront alors en adjoignant
& celles que 'on obtient en exprimant que le déterminant

]cPlk‘ I; (’(/,]{,':0’ 1: 27 37 4)
est de caractéristique un I’équation d’une hyperquadrique

(pg(ﬂ?g, [ PRRN Z‘lg) = 0.

Liége, le 15 novembre 1965.
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