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SUR LES VARIETES ALGEBRIQUES D’ORDRE =
CIRCONSCRITES A UN (n + 1)-&dre

par Lucreny GODEAUX

Dans une note déja ancienne (*), nous avons considéré les surfaces
d’ordre n circonscrites & une (n -+ 1)-édre complet et établi I'exis-
tence de surface d’ordre n — 1 inscrites dans ces surfaces le long
de certaines courbes. Nous avons eu récemment l'occasion de
revenir sur ces questions et sur d’autres analogues. L’objet de cette
note est de former I'équation des surfaces d’ordre n —— 1 dont il est
question plus haut et de donner une application de la théorie des
involutions appartenant & une surface algébrique.

v

1. Considérons dans un espace linéaire S, & n dimensions Phyyper-
surface V)._, d’ordre n, d’équation
AOX1LY ... Ty ~+ .. + @20 ... Ti-1Xi41 - Ty + oo+ AnXo%1 ... Tp—1 = O,
Elle est circonscrite a la figure de référence de S, et est ration-
nelle, car la transformation T d’équations
pro = Y1Y2 .- Yn,
OT 1 = Yo o Yi-1Yit1 - Yns
PLn = YoUY1 --. Yn—1,
la transforme en un hyperplan
A = agyo + a1y + ... -+ Ay = 0.
Une seconde hypersurface ”\_72"1 analogue & la précédente,
box1Z2 ... Ty 4+ oo 4 bupxox1 ... -1 = 0
rencontre V)., en dehors des espaces linéaires & n — 2 dimensions

appartenant & la figure de référence, suivant une variété Q a n —- 2
dimensions d’ordre

n2 — Yon(n + 1) = Yon(n — 1).

(*) Sur une propriété des surfaces d’ordre n circonscrites & un (n -+ 1)-édre.
(Bulletin de la Société roy. des Sciences de Lisge, 1944, pp. 301-306).
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On obtient les équations de Q2 de la maniére suivante :
Posons
Ay = aiby — ax — ay by

et entre les équations des variétés V) _, et {7_:_1 éliminons le terme
en a1 ... ¥,. Nous obtenons, aprés simplification par x, 'équation

@0=A01%2x3...9€n+...A()q;xl...x¢_1x¢+1...93n+...-}—Aonfvla’)z...xn_l = {,

On obtient de méme

P1 = Aloxzxg e gt o + Aln.’,boxz e -1 == 0,

Q2 == Azoxlxg oy ~}~ + Aznﬂ()oxlx:; e g1 = 0,

Qp = Angxlxz e -1 + + Amxoxl e g2 == 0.

Les hypersurfaces ainsi obtenues ne sont pas indépendantes,
car on a identiquement

e1+ g2 + ..+ @ = 0.

1l existe donc un systéme linéaire de dimension n d’hypersurfaces
d’ordre n — 1 passant par la variété Q. Notons que ces hyper-
surfaces ne rencontrent pas les espaces & n — 2 dimensions de la
figure de référence en des points variables.

Nous allons démontrer qu'une de ces hypersurfaces,

oo + M1+ e - Apon = 0 (1)

touche I'hypersurface V7_, le long de la variété Q.

2. La transformation T fait correspondre & ’hypersurface V;Ll
Phyperplan

B = boyo + biyr + ... + bayn = 0.
A Thypersurface @p = 0 correspond Ihypersurface
90 = Yo[Any1 + Aceyz + ... + Aouyn] = 0,
ce qui peut s’écrire
0§ = Yo(aoB — boA) = 0.

De méme, aux hypersurfaces ¢g == 0, @3 == 0, ..., 9p = 0 corres-
pondent les hypersurfaces

© 1 == yl[CLlB—blA] == 0, [} é = yz[agBr“-bzA] == 0; aey
’ ©r=Yn|0nB—b,A]=0,
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de sorte qu’aux hypersurfaces du systéme linéaire (1) correspondent
les hyperquatriques du systéme

Xoyo(aoB-—boA) + Myl(aleblA) + s -{—~ )\nyn(anB-bnA) =0, (2)

Nous devons rechercher celle de ces hyperquatriques qui touche
Phyperplan A = 0 le long de l'espace A = 0, B = 0.

Si, dans Péquation (2) nous faisons A = 0, elle doit se réduire
a B2 = 0, ce qui implique que I'on doit avoir

Moo + Mary1 + . + IalnYn =B,
¢’est-a-dire
a()?\() - 0/17\1 (In7\n

B b b
Nous pouvons donc poser
Ao = bo(,hdz v Oy, A o= aoblaz e Ay voey Ap == oty ... an_lbn.
Portant ces valeurs dans I’équation (1), nous obtenons I'hyper-
surface
boaldz o Ap®1 + CéoblCLz v A2 J(— *E~ aody ... an—lanPn == 0,
d’ordre n — 1 qui touche 1’hyperéurface vV lelong de la variété Q.
Notons que ’hypersurface

aob1bs ... bpop1 + boaibs ... bz + ... + boby ... bp—1tnpn = 0

touche I'hypersurface ?7;2,1 le long de la variété Q.

3. Coupons la variété V”_, par un plan. Nous obtenons une courbe
V, d’ordre n passant par les sommets du (n -+ 1)-latere complet
suivant lequel le plan coupe la figure de référence de S,. La variété Q

1
est un groupe de 5n(n — 1) points de V7 et il existe une courbe
d’ordre n — 1 touchant la courbe V% en chaque point de ce groupe.

1
La courbe V7 est de genre 3 (n — 1) (n— 2) et les groupes de

n(n — 1) points appartiennent & une série de dimension

DO |

1 1
—nn—1)—=m—1)(n—2)=n—1L
Sl 1) =3 (1) (0 —2)

La dimension du systéme linéaire ] Vi \ est

%n(n + 3) ~§ (n)n A+ 1) ==
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et la série caractéristique de la courbe V% a donc bien la dimension
n— 1.

Le long de chaque groupe caractéristique d’ume courbe d’ordre n
circonscrite & un (n + 1)-latére complet, il existe une courbe d’ordre
n — 1 touchant cette courbe.

4. Coupons, maintenant la variété V” . par un espace & trois
dimensions S3. Cette section est une surface F d’ordre » circons-
crite au (n 4 1)-edre complet section de la figure de référence de
Sy par S;. La surface F posséde des points doubles coniques aux
sommets de ce (n 4 1)-édre.

. . 1
La variété Q est actuellement une courbe K d’ordre §n(n — 1)

passant simplement par les sommets du (n + 1)-édre. Le long de
cette courbe, il existe une surface d’ordre n — 1 touchant la
surface F.

Nous retrouvons la surface T étudiée dans la note citée au début
et nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

La surface d’ordre n circonscrite & un (n -+ 1)-édre complet contient
1
des courbes d’ordre 3 n(n — 1) passant par les sommets du (n + 1)-

édre et il y a une surface d’ordre n — 1 touchant la surface le long de
chacune de ces courbes.

Nous avons établi que chacune de ces surfaces d’ordre n — 1

posséde <g> points doubles sur la courbe K qui lui appartient.

5. Supposons » impair et posons n = 2v -+ 1. La surface F pos-
2 2 . . . .
sede ( Y ; > points doubles coniques et il existe sur cette surface

une courbe K d’ordre v(v -+ 1) le long de laquelle une surface
d’ordre 2v touche la surface F. De plus, si I'on désigne par C les
sections planes de F, on a, comme nous 'avons démontré dans la
note citée au début, la relation fonctionnelle

2vC = 2K 4+ M,
M désignant la somme des courbes rationnelles de degré virtuel — 2

équivalentes aux <2v ;_ 2> points doubles coniques de la surface F.
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11 en résulte que F est I'image d’une involution du second ordre,
possédant <2v ; 2) points unis appartenant & une surface F’ (*).

Aux courbes vC et K correspondent sur ¥’ des courbes apparte-
nant & un méme systéme linéaire.

Entre les genres arithmétiques p, de F et p; de F', nous avons la
relation

2v + 2\'

129} + 1) = 2650 + D —3 (77

Les adjointes d’ordre 2v— 3 & la surface F ne sont assujetties
& aucune condition et on a

2 1
Pa = § V(V—— )(2V——~1),

1
Po = 6(v — 1) (14v2 — 13v — 6).
Liége, le 11 novembre 1964.

(*)} Voir L. GoprAUX, Théorie des involutions cycliques appartenant d une
surface algébrique et applications (Rome, Editions Cremonese, 1963).
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