Sur les surfaces
dont les réglées asymptotiques des deux modes
appartiennent a des complexes linéaires,

par Lucien Godeaux (Liege).

On peut attacher & une surface quatre familles de surfaces
réglées : les deux familles de développables S dont les arétes
de rebroussement sont les asymptotiques de la surface et les deux
familles de surfaces gauches R lieux des tangentes aux asympto-
tigues d’'un mode aux points d'une asymptotique de l'autre
mode.

Les surfaces dont les surfaces S d’une des familles ou des deux
familles appartiennent a des complexes linéaires sont bien
connues ; elles ont été complétement déterminées par M. Terra-
cini (1). Nous avons appelé I'attention, a plusieurs reprises, sur
les surfaces dont les réglées gauches R d’une famille appartiennent
a des complexes linéaires (2). Nous donnons, dans cette note,
guelques résultats sur les surfaces dont les surfaces R des deux
familles appartiennent a des complexes linéaires. Nous utilisons
dans ce but la suite de Laplace associée, dans un espace linéaire
a cing dimensions, a la surface considérée. Nous utilisons la

P) A. Terracini, Suite superficie aventi un sistema, o entrambi, di asintotiche
in complessi lineari. Appendice IV a la Geometria proiettiva differentiate de MM.
Fubini et Cech (Bologne, Zanichelli, 1927).

() Sur tes surfaces associées a une suite de Laplace terminée (Colloque de Géo-
métrie différentielle du Centre Belge de Recherches Mathématiques ; Louvain,
1950. Masson, Paris, 1951). Alcune osservazioni suite congruenze W (Rendiconti
del Seminario Matematico di Torino, 1953-54, pp. 39-46). Sur tes surfaces dont
les réglées gauches asymptotiques appartiennent a des complexes linéaires (Abhand-
LUNGEN AUS DEM MaTHEMATISCHEN SEMINAR DER UnIVERSITAT HAMBURG,
1955, pp. 57-63). Surfaces dont les réglées gauches asymptotiques appartiennent a
des complexes linéaires (Bulletin de I'Académie royale de Belgique, 1958,
pp. 311-319).
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terminologie et les notations de notre exposé sur La Théorie des
surfaces et I'espace réglé (1).

1.Soit (x) une surface rapportée a ses asymptotiques u, v.
On peut lui attacher quatre familles de surfaces :

Les développables Su ou S,,, lieux des tangentes a une courbe u
(sur laquelle u varie) ou a une courbe v ;

Les réglées gauches R,, lieux des tangentes aux courbes v
aux points d’une courbe u et R,,, lieux des tangentes aux courbes u
aux points d’'une courbe v.

Désignons par U, V les points de I'hyperquadrique Q de Klein,
de S8, représentant les tangentes xxio a la courbe u et xxo: a la
courbe v au point x.

Sur la surface (U), une courbe u représente une développable
Su et une courbe v, une réglée asymptotique R,,.

Sur la surface (V), une courbe u représente une réglée asympto-
tique R,, et une courbe v, une développable S,,.

Si I'on veut que les réglées Ru appartiennent a des complexes
lineaires, il faut que les courbes u sur la surface (V) appartiennent
a des hyperplans et de méme, si I'on veut que les réglées R,
appartiennent a des complexes linéaires, il faut que les courbes v
sur la surface (U) appartiennent a des hyperplans.

2. Les coordonnées normales de Wilczynski du point * de la
surface (x) satisfont au systéme complétement intégrable d'équa-
tions aux dérivées partielles

x20 -f 2bx01 -f cxx — 0,
s02 + 2ax10 + c2x = 0.
On a alors
Ul + 2bV = 0, Wl + 2«U = 0.

Soient Uj, U2, ... les transformés successifs de Laplace de U
dans le sens des v, VIf V2, ... ceux de V dans le sens des u. Nous
désignerons par L la suite de Laplace a laquelle appartiennent
ces points.

P) Actualités scient. N° 138 (Paris, Hermann, 1934).
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Une courbe u sur la surface (V) correspond, a travers (U), a une
courbe u de la surface (U4) et a une courbe u de la surface (U2).
Prenons un point U2 et son homologue V sur la surface (V).
L’hyperplan polaire de U2 par rapport a Q contient la courbe v
issue de V sur (V). Lorsque u varie, cet hyperplan varie en général.
Pour que la courbe u passant par V sur (V) appartienne a un
hyperplan, il faut que U2 reste fixe quand u varie, c’est-a-dire
que le point U2 ne dépende que de v. L’hyperplan contenant
la courbe u est alors I'hyperplan polaire de U2 c’est-a-dire
I'hyperplan VV1V2V3V4. Les tangentes aux courbes v aux points
d’'une courbe u de (U4) passent par U2 et forment un cone. La
suite L s'arréte au point U2 en présentant le cas de Laplace.

De méme, si les surfaces réglées R, appartiennent & des com-
plexes linéaires, la suite L doit s'arréter au point V2 en présentant
également le cas de Laplace. Le point V2 ne dépend que de u.

On a

hx — — (log. 6)11 + 4ab, h2 = — (log. 6/g)1l #- hx = 0,
kx = — (log. )il + 4ab, k2= — (log. akx)n + kx = 0.

3. Représentons par £2{p,q) = 0 la condition pour que deux
points p, q de S6 soient conjugués par rapport & Q, de telle sorte
que I'éguation de cette hyperquadrique soit Q(p, p) = 0.

Nous avons

P(U2,V2) = 0,

d’ou, en dérivant par rapport a u et a v, U2 ne dépendant que de v
et V2 de u,

Q{Uf*. V?) =0, (mn=1,2 ..).

Si la courbe (U2) n’appartient pas a un hyperplan, le point V2
étant le pole de I'hyperplan L2UNUTUTUS, qui ne dépend
que de v, ne dépenderait que de v, ce qui est absurde.

Si la courbe (U2) appartenait a un hyperplan sans apparte-
nir a un espace linéaire a trois dimensions, cet hyperplan
WUNUTUTUX serait fixe et son pble V2 serait fixe. Mais alors
toutes les réglées R,, appartiendraient a un méme complexe linéaire,
la surface (x) appartiendrait & ce complexe, ce qui est absurde.
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Si la courbe (U2) appartient & un espace linéaire & trois dimen-
sions, sans appartenir a un plan, cet espace est fixe et sa con-
juguée par rapport a Q est une droite fixe qui doit contenir les
points, variables avec u, V2, Vf, Vf, ... La courbe (VI) est
une droite.

Si la courbe (U2) est plane, sans étre une droite, les points V2
VT, Vf, ... doivent appartenir au plan conjugué du premier
et la courbe (V2) est plane.

Le cas ou la courbe (U2 serait une droire revient, sauf un
changement de notation, a I'avant-dernier cas examiné.

Nous voyons donc gque deux cas sont possibles

a) La courbe (U2 appartient a un espace a trois dimensions
fixe et la courbe (V2) est une droite.

b) Les courbes (U2), (V2) appartiennent a des plans fixes, con-
jugués par rapport a I'hyperquadrique Q.

5. Examinons le premier cas. Les points V2, Vf, VT étant
en ligne droite, nous devons avoir une relation de la forme

VF + AVF + BV2 = 0. 1)
Nous avons
&\V2, U) =0, O(Vf U) = — 46A,
A(VE, U) = 4bA (log. ™D,

ou
A=\X X0 Xou Xu]|,

fI(VF, U) + AU(VT, U) + BA(V2, U) = 0.
On en déduit

Les points V2, Vf, VT étant indépendants de v, on déduit de
la relation (1), en la dérivant par rapport a v,

AlLVT + BilV2 = 0.
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Mais il ne peut exister une relation entre V2 et VVf, sans quoi
V2 serait fixe, donc on a All = 0, B0l — 0. Nous devons donc
avoir

En utilisant les relations
(log. rt"j)ll = 4ab — k2 = ri.ab, (log. b)ll = 4ab — hit

on en déduit /q = 0. Mais alors, la suite L s’arréterait au point Uj,
ce qui est impossible.
Le premier cas ne peut donc se présenter.

5. Dans le second cas, nous désignerons par 7] le plan fixe qui
contient la courbe (U2) et par £ celui qui contient la courbe (V2).
Comme nous l'avons dit, ces deux plans sont conjugués par
rapport a Q.

Nous devons avoir une relation de la forme

VT + AVTE + BVf + CV2 + 0.
On en déduit
fi(Vf, Uj) + AfI(Vf, UJ = 0.

En dérivant Q(V20, U) par rapport a v, on trouve Q(V20, Uj)
= 4bhxA, puis, en dérivant cette relation par rapport a u,

<« azk \10
10g°\WVV '

dou

On pourrait calculer B et C en utilisant les relations
Q(Vf, U) + AfI(VT, U) + Bf3(V2®, U) =0,
fi(vf, V) + AfI(VT, V) + Bf3(Vf, V) + CJ2(V, V) = 0.

Les calculs sont assez longs et ne présentent guére d intérét.
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Remarquons que I'on doit avoir Al = B0l = Cil = 0, ce qui
se vérifie dans le cas de A. On a en effet

All = (log. a2M)11 — (log. P2&j)u = 4ab — iab = 0.
On a de méme une relation de la forme
Uf + + B.Vf + CiU2 = 0.

gue l'on peut former de la méme maniére. On doit avoir
Al = BJ° — CJ)°, ce qui se vérifie facilement dans le cas de Ax
On a en effet

6. Les deux modes de génératrices rectilignes de la quadrique
de Lie O sont représentés sur Q par les sections de cette hyper-
quadrique par les plans UUjU», VVjV2

Les sections de Q par les plans UjUaU®1, VAV, représentent
les deux modes de génératrices rectilignes d’une seconde qua-
drique OX

Enfin, les sections de Q par les plans fixes rj = U2U2IUL2 et
£ — VIV*VU représentent les deux modes de génératrices
rectilignes d’'une quadrique O2

Comme on le sait, les quadriques O et O, se touchent en quatre
points qui sont des points caractéristiques pour les deux qua-
driques. De méme, les quadriques <Pl et O?2 se touchent en quatre
points caractéristiques pour les deux quadriques. Actuellement,
la quadrique <P est fixe et fait donc partie de I'enveloppe des
quadriques OX

Désignons par & la polarité par rapport a la quadrigue 02
On sait qu'il lui correspond dans Ss une homographie biaxiale
harmonique T, ayant pour axes ponctuels les plans 1/ et £.
L’homographie T transforme évidemment I'hyperquadrique Q
en soi.

Les hyperplans passant par 7] et en particulier les hyperplans
polaires des points V2, et les hyperplans passant par £ et en
particulier les hyperplans polaires des points U2, sont unis pour
I’'homographie T,
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Considérons la suite de Laplace
u2 Ult U, v, V{{ V2 ®

et appliquons-lui la transformation T. 1l lui correspond une suite

de Laplace L qui possede les mémes points U2, V2 et que nous
indiquerons par

(L)

Supposons que les droites UUI( UU,. puissent se rencontrer en
un point J\. Alors ce point engendre un réseau (u, v) conjugué
a chacune des congruences (UUj), (UUj). Son transformé de
Laplace dans le sens des u est un point J intersection des droites
UV, UV. Ces deux droites se correspondent dans T, donc le
point J est uni pour cette homographie. Mais cela est absurde,
car le point J n’appartient pas nécessairement ni a I'hyperplan
UUiUaUgHJf, ni a Chyperplan_VVIVV*“Vf_. Par conséquent
les droites UUX et UUL( UV et UV, VV, et YVI ne peuvent se
rencontrer.

La suite L correspond a une surface (x) rapportée également
a ses asymptotiques u, v et la droite xx n’est tangente ni a la
surface (x), ni a la surface (x).

Si les réglées gauches asymptotiques des deux modes d’une surface
appartiennent & des complexes linéaires, a chaque point de cette
surface sont attachées trois quadriques: la quadrique de Lie O,
une quadrique  qui touche la quadrique O en quatre points et une
quadrigue fixe O2 touchée en quatre points par les quadriques OX
Les complexes linéaires contenant les rélgées asymptotiques d'un
mode contiennent les génératrices rectilignes d’un mode de la qua-
drique O? et ceux qui contiennent les réglées de I'autre mode con-
tiennent les génératrices rectilignes de I'autre mode de O2.

La polarité par rapport a la quadrique O2 laisse les complexes
linéaires invariants mais change la surface en une surface analogue.

7. Considérons un point U2 et un point V2. Leurs hyperplans
polaires par rapport a Q: VVAVAV™  UlqUX'j'U™ ont en
commun un espace a trois dimensions dont la droite conjuguée
est la droite U2V2. Cette droite rencontre I'hyperquadrique Q en
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deux points Glt G2 qui représentent les directrices de Wilczynski
de seconde espéce de la surface (x) relatives au point x.

On en conclut que les complexes linéaires contenant les réglées
R«, Rd relatives a deux courbes u, v passant par un point x de
{x), ont en commun une congruence linéaire dont les axes sont les
directrices de Wilczynski de seconde espéce relatives au point x.

Observons gue les points U2, V2 sont unis pour T, donc les points
Gl( G2 sont échangeés entre eux par T. Les droites glt g2 qui leur
correspondent sont donc conjuguées par rapport a la polarité 0.

Nous avons

A(U2, Ua) = — 2[/3 + (log. bhj)o1],
AE(Vg, Vo) = 2[a + (log. a&j)10].
Posons pour abréger
A = a + (log. ak™°, B = + (log. bhj)01,
et observons que I'on a
All = — 27(log. akj)10 + 2(log. <<™*(log. akj)il = 0, B0 =0,
car kI = (log. akj)iL, hx = (log. bhj)ll. Nous poserons
Gj=VAul+ Vbva g=Vaul-Vbwvl

Nous avons successivement

G“=2VA™N+ V-  G“=VAU“+" ViV

1 A 1 B0l
Gil=2VAU1+2\/I1V“
On en déduit
1 Al0 1Burlo | 1 AB0L

G"-53<XG" 2"B" Gl + 4 ~AB~Gi

Les courbes u, v forment donc un réseau conjugué sur la sur-
face (Gx) et la droite  engendre une congruence W.
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Nous avons de méme

n YA 0 1Bl 1 ALOBIL |
©) »25n. 0]  2B-G°+4"B—62 =0

et la droite g2 engendre également une congruence W.

On observera que sur la surface (Gx) par exemple, les courbes u
sont découpées par les cones projetant la courbe (V2) des points
de la courbe (U2) et ces courbes appartiennent donc a des espaces
linéaires a trois dimensions. De méme, les courbes v sur (Gx)
sont découpées par les cones projetant la courbe (U2) des points
de la courbe (V2) et ces courbes appartiennent également a des
espaces linéaires a trois dimensions.

Les directrices de Wilczynski de seconde espece d’une surface dont
les réglées gauches asymptotiques des deux modes appartiennent
a des complexes linéaires, engendrent des congruences W trans-
formées I'une de I'autre par la polarité par rapport a la quadrique (i>2

8. Les réseaux (Gx) et (G2 présentent une propriété assez
curieuse.

Appelons Mx le transformé de Laplace de Gx dans le sens des u
et Nx son transformé de Laplace dans le sens des v. On a

M' = G**—2-A G'=2VSUi + VBV*
4 Al10 “
(VAU2 +VbN),
m, = VvgjVvr-i™v,).

Le point Mx reste fixe lorsque v varie et est situé dans le plan f.
On a également

)=g!,—TI>g' = Vaul+1\/1"-
———(\VaN+ Ve,

nx = Va(u™=——ul),
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le point Nx reste fixe lorsque u varie et se trouve dans le
plan 17

En appelant M2 et N2 les transformés de Laplace de G2 dans
le sens des u et dans celui des v, on a

ml = - Vb (V* +i™-°Vv)), n,=Va(u? +“"">u))

et M2 reste fixe quand v varie, N2 lorsque u varie.

Les réseaux (Gx), G2) donnent naissance a des suites de Laplace
qui se terminent dans les deux sens au premier transforme, en
présentant le cas de Laplace.



