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Nous avons, a diverses reprises, étudié les involutions cycliques,
dépourvues de points unis, appartenant a une surface algébrigue. Cela
nous a permis de construire, comme images de ces involutions, d’'une
part des surfaces dont le diviseur de Severi est quelconque (voir [1], [2]
et [10]), d’autre part, des surfaces dépourvues de courbe canonique, mais
ayant un systeme bicanonique irréductible (voir [4], [6-10] et [12])
(pa = pu = 0, P2 > 1). C'est de ce second probleme que nous voudrions
nous occuper ici, en précisant et généralisant nos résultats antérieurs.

Soient F une surface algébrique contenant une involution cyclique
d’ordre p, privée de points unis, et F' une surface image de cette involu-
tion. Le probléme qui se pose est de déterminer les caractéres de la sur-
face F' en partant de ceux de F. En particulier, le cas ou p = pa+1,
pa étant le genre arithmétique de F, est particuliérement intéressant. Sous
cette hypothése en effet, la surface F’, supposée réguliere, est dépourvue
de courbe canonique, mais posséde un systeme bicanonique irréductible.
Dans nos travaux antérieurs, nous avions supposé la surface F réguliere;
ici, nous la supposons réguliére ou irréguliére, ce qui nous a obligé a mo-
difier assez profondément certaines démonstrations.

Lorsque la surface F' est de genres pa = pa = 0, P2 > 1, on trouve
sur cette surface une certaine configuration de courbes. On peut se de-
mander si une telle configuration existe sur toute surface dépourvue de
combe canonique mais ayant un systéme bicanonique irréductible. Il
semble probable que la réponse soit affirmative; on pourrait sans doute le
démontrer en prouvant qu'’il existe sur la surface une courbe six-canoni-
que formée a la fois de deux courbes tricanoniques et de trois courbes
bicanoniques.

Ajoutons que nous avons exclu de nos considérations le cas ou les
systémes canonique et bicanonique de la surface F sont composés au
moyen d’un faisceau. Dans cette hypothése en effet la surface F' ne peut
posséder un systéeme bicanonique irréductible.
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1. Soit F une surface algébrique contenant une involution cyclique |
d’ordre p, privée de points unis. Désignons par T la transformation bira-
tionnelle involutive de F en soi, génératrice de I'involution, et par F' une
surface image de celle-ci. Nous supposerons que le genre arithmétique pa
de F est supérieur a zéro et que les systéemes canonique et bicanonique
de F ne sont pas composés au moyen d’'un faisceau.

Entre les genres arithmétiques pa de F et pa de F' nous avons la re-
lation

() Pa+1l = P(PO+1)-

Le nombre p est donc un diviseur de pa-j-l. Sip = pa-\-1, on a pa = 0.
Nous supposerons en premier lieu p < pa4-L Alors on a p'a supérieur a
zéro.

Le systeme canonique |L| de F est transformé en soi par T. Il ne peut
cependant appartenir a l'involution I, car alors, il lui correspondrait
sur F' le systéme canonique de cette surface; les genres géométriques
pg de F et pg de F' seraient égaux. Or, on a

Va Va A Va Vaj

d’'ou actuellement pa”Vai inégalité incompatible avec (1).

Le systétme \L\ contient donc un certain nombre r+1 de systemes
linéaires partiels |LO|, |LJ,..., \Ll appartenant a l'involution 1. Soient
[ITO|, lutjl,..., \KV les systémes linéaires (complets) qui leur correspon-
dent sur F'. L'un de ces systémes, par exemple |/f0], est nécessairement le
systeme canonique de F'. Il a la dimension p'g—1.

Désignons par n le genre linéaire de F, c’est-a-dire le genre des cour-
bes L, et par n' celui de la surface F', c’est-a-dire le genre des courbes KO.
Entre une courbe K0 et la courbe L0 homologue, nous avons une correspon-
dance (I, p) privée de points unis, donc par la formule de Zeuthen, on a

2 n-1 = p(n'-1).

Les courbes L1, L2 ..., Lv ayant aussi le genre sr, les courbes
K1, K2, ..., Kv ont également le genre n.

Si rnr2, ..., 1, sont les dimensions des systémes \LX\, |i2],..., Al

on a, par la théorie des homographies cycliques,
3 Va+ri+rl+ .--+rv+v = pg.
2. Soient \K'g\, \K[\,..., \KVl les adjoints aux systemes I-Kj!, I-Kjl,

..., \KW. Le systeme \K'0l est le systeme bicanonique \2K0l de F' et a la
dimension P2—1 = p,,+7t'—1.
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Les courbes K[ découpent, sur une courbe K,, une série canonigue
de celle-ci, de défaut q = p'g—p'a d’apres le théoreme de Picard. D’autre
part, on a K[—KI = KO0, donc le systtme \K[\ a la dimension

pg—I+(t'—q) = p'a+n'—1.

Les systemes [i, ..., \K',\ ont la méme dimension.
Aux systemes linéaires \K'O\, \K[\, ..., \K'l correspondent sur F des
systemes |(2X0|, [(2X)x], ..., |(2X)J compris dans le systéeme bicanonique

\2L\ et appartenant a I'involution I. Supposons que \2L\ contienne p > r+1
systéemes linéaires partiels appartenant a I'involution 1 et soient |(2L),,+1],
woy |(2X)N ceux de ces systémes distincts des précédents, ri+l, ..., rkt
leurs dimensions.

Le systeme bicanonique de P a la dimension P2—1 = pa-\-7c—1
et, d’aprés la théorie des homographies cycliques, on a

(v+D(pat?r —)+rvil +...+pi+a = pa-\-n,
c’est-a-dire, en tenant compte des relations (1) et (2),
Vu+ ... +rt+p—v—I = (pa+t n){p—v—1).

Si p =r-f-1, on en déduit p — v-fl.

Supposons p > v+1. Au systéme |(2L),+1] correspond sur F' un sy-
steme |A'+l]. Le systeme |A'+1—KO0 ne peut exister, car il lui correspon-
drait sur F un systéme composé avec |, appartenant au systéme canoni-
que, distinct des systéemes |Z0|, jL,!, ..., \L. Or, les courbes K'v+1 décou-
pent sur une courbe K0 une série comprise dans une série paracanonique,
de dimensionn'—2. Onadoncr'+, <n —2. On a de méme r'+2 <n —2,
..., 'p ™ n —2 et par conséquent

r'+\+ eee+06 < (p-v-1){n —2).
On en conclut
(Pa+n)(p—v—1)— (p—v—1) < (p—v—D(N"-2),
ce qui peut s'écrire
(p—v—Dpa+(p—p)n'+p—v—1 <O0.

Par conséquent, on a nécessairement p = r+1 = p.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme suivant: Si une surface
algébrique F de genre arithmétique pa> 0 et dont les systtmes canonique
et bicanonique ne sont pas composés au moyen d'un faisceau contient une
involution cyclique d'ordre p < pa-+1, privée de points unis, son systéme
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canonique contient p systémes linéaires partiels composés au moyen de l'in-
volution. Le genre arithmétique de la surface F', image de Vinvolution, est
positif.

3. Revenons aux systémes \K2\, \KP_I\. Le systeme \K2
a le degré n"—1 et le genre n'; il n’est pas spécial et, d'apres le théoreme
de Riemann-Roch, sa dimension r, est au moins égalé a p'a. 11 en est de
méme des dimensions des systémes |£T2|, ..., \KP_Xl et on a donc

ri+r2+...+rp_l > (p-1).p'a

La formule (3) donne pg—pa ™ (p—I)(pa+l)> équivalente a la re-
lation pg-pa=>v'g-v'a-

Lorsque la surface F est réguliére (pg = pa), il en est de méme de la
surface F' (p'g = p'a). La relation (3) donne

ri+r2+...+rp_1 = (p-Dp,.,

dou rl=r2 = ... =rvx =pa

Si une surface réguliéere F de genre arithmétique pa> 0 et dont les sy-
stémes canonique et bicanonique ne sont pas composés au moyen d'un faisceau
contient une involution cyclique d'ordre p < pa-\-1, privée de points unis,
son systéme canonique contient p systemes linéaires partiels appartenant
a l'involution. A ces systémes correspondent sur la surface F', image de Vin-
volution, de genre arithmétique pa, le systeme canonique et p—1 systémes
linéaires de dimension pa.

4. Nous allons maintenant nous occuper du cas p = pa+1. On a alors
Pa — 0. Si la surface F' est irréguliére (pg > 0) et posséde par conséquent
des courbes canoniques, les raisonnements précédents peuvent étre repris.
Il n’en est pas de méme si F' est réguliere (p'a — p'g — 0), car dans ce cas
la surface ne posséde pas de courbe canonique. Dans ce qui va suivre,
nous nous placerons dans cette hypothese.

Le systeme canonique \L\ de F ne peut appartenu' a I'involution 1,
car il lui correspondrait, sur F', un systéme canonique de cette surface.

Le systeme \L\ contient par conséquent un certain nombre v —1 de
systétmes linéaires partiels \LI\, \L2\, ..., \L\l appartenant & 1. Soient
IEni|, \K2\, ..., \KW les systemes linéaires qui leur correspondent sur F'

et rl,r2, ...,r les dimensions de ces systemes. Ces systemes ont tous le
degré n'—I et le genre n'.

Désignons par \K[\, \K2\, ..., \K'VI les adjoints aux systemes \KI\
\K2\, ..., 1771, Puisque la surface F' est réguliére, ces adjoints sont ré-
guliers d’apres le théoréme de Picard et découpent respectivement sur
les courbes K1} K2, ..., Kv la série canonique compléte. D’autre part,
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les systemes \K'I—KN\\K"2—K2\,...,\K'r—Ktl ne peuvent exister, donc
les adjoints considérés ont tous la dimension ri—1.

Aux systemes |K[\, \K2\, ..., |A'| correspondent sur F des systemes
linéaires |(2i)1], [(2D)2],|(21)J appartenant au systéeme bicanoni-
que \2L\ de F. Supposons qu’'il existe encore, dans |2L|, /i—v autres
systemes linéaires partiels appartenant a I'involution 1. Soient |(2X)V+1],
[(2X),+2], ..., |(2XJ ces systémes, r'+1, rp+2, ..., leurs dimensions. Le
systeme bicanonique de F ayant la dimension pa+7r—1, on a, par la
théorie des homographies,

v(ri-1) +r+l+rv+2+ +rfl+p = p',,+n = pn .

Observons que si p = v, cette relation donne v = p, ce qui est impos-
sible, puisque v < p—1. On a donc p > v.

Aux systemes [(2i)v+l], ..., [(20)" correspondent sur F' des syste-
mes linéaires que nous désignerons par |A'+l], ..., \E'f\. Ces systemes
ont tous le degré é(n'—I) et le genre 3.V—2, donc, d’apres le théoréme
de Eiemann-Eoch, leur dimension est au moins égale a ri—1.

Le systéeme |A'+]l| découpe sur une courbe KY une série d’ordre 2ri—2
qui ne peut appartenir & la série canonique, puisque |A'+l est distinct
de |7éi|; c’est donc une série paracanonique, de dimension au plus égale
a ri—2. 1l en résulte qu'il existe certainement des courbes K'v+l qui con-
tiennent KI comme partie. Le systeme \K'V+1—KI ne peut étre que I'un
des systemes \KX\,\K2\, ...,\KW\.

Les systemes |A2]|, ..., |A’| découpent également sur une courbe
Ky des séries paracanoniques; donc les systtmes |AL—Ki\, ..., |A'—A||
existent et coincident, dans un certain ordre, avec v—1 des systémes
1AL, |A2],..., \KW. Celui de ces systétmes qui n’est pas rencontré coin-
cide avec \KV+1—KI\.

Bépétant le méme raisonnement pour |A'+2|, on voit que ce systéeme
doit nécessairement coincider avec |A'+l|, et ainsi de suite. On en conclut
fi = r+1. La dimension de \K'v+ll est r'+l = (p-v)ri-I.

La surface F', de genre arithmétique pa = 0, a le genre linéaire ri
et par conséquent possede un systéme bicanonique de dimension ri—1.
A ce systéeme correspond sur F un systéeme de courbes bicanoniques appar-
tenant a I'involution 1. On en conclut que le systeme bicanonique de F'
est I'un des systemes |JTj|, |A2], ..., \KH, |A'+1].

Supposons que le systéme bicanonique de F' soit \K\|. Le systéeme
\K[\ contient |A2 comme partie et le systétme \K'2l contient |AX comme
partie. On a K[ = K2+Ki, K2 = Ax+A,-.

On a ensuite A" = A2+Ai == Kx+Ki+Kj et le systeme bicano-
nique est par hypothése \K[\ = \K['—Aj| = |A{+A,-.
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On doit done avoir j = 2. Mais alors, on aurait \K2—K2 = \KXx
et les courbes K! seraient des courbes canoniques de F', ce qui est
impossible.

Pour la méme raison, aucun des systemes \K2\, ..., \KV| ne peut
étre le systeme bicanonique de F'. Ce systéme bicanonique est donc
I-i'+il et on arvtl =n —a1, dou v=p—21

Si une surface algébrique F de genre arithmétique pa> o dont les sy-
stémes canonique et bicanonique ne sont pas composés au moyen d'un faisceau
contient une involution cyclique réguliére d'ordre p = pa-\-1, privée de points
unis, son systéme canonique contient p—1 systémes linéaires appartenant
a l'involution, le systeme bicanonique en contient p. La surface F', image de
Vinvolution, est dépourvue de courbe canonique et possede un systéme bica-
nonique irréductible.

5. Sur le systétme canonique \L\ de F, T agit comme une homographie
cyclique ayant p—1 axes ponctuels. Si e est une racine primitive d’ordre p
de l'unité, on peut affecter une puissance de e a chacun de ces axes ponc-
tuels. Précisément, a I'axe constitué par le systeme \Li\, nous attacherons
le nombre el (i = 1,2,..., p—1). Il est alors facile de former les systé-
mes bicanoniques partiels de F appartenant a l'involution I.

A la courbe Li~\-Lj est attaché le nombre Les courbes formées
de deux des courbes LT, L2, ..., Lp_3 auxquelles sont attachées des nombres
égaux appartiennent & un méme des systemes linéaires |(2i)1],..., {2L)p_I\

Pour former le systéeme |(2L)1\ tenons compte du fait que le systéeme
\K[\ ne peut contenir la courbe K1. Parmi les courbes Aj+A,- appartenant
au systeme [(2A)X|, ne peut donc figurer la courbe L1 On en conclut qu’a
ce systeme est attaché le nombre e. En passant a la surface F’, on a

Ki = K2-\-Kp_| = K3+Kp 2 = ...

De méme, aux systemes [(2A)2], ..., |(2A),,_j| sont attachés respecti-
vement les nombres €2, ..., ¢*-1.

Il en résulte qu'au systeme |(2A)P est attaché le nombre ¢° = 1.
On a donc

Kv N K,+Kv x = K2+Kp 2 = ...

On obtient ainsi le systéme bicanonique de la surface F’. Nous re-
présenterons dorénavant ce systéeme par \K'O\.

Pour poursuivre ces développements, il importe de mettre en évi-
dence la parité de p.

6. Supposons p impair et posons p = 2n-\-1. D’aprées ce qui précédé,
nous avons
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K\ = K2+-B"n. = KsH~-®2»-i = ++v = 7iKn+l,

K2 12MN = ~+"an SL—m 2)1-1 = eee — BT041 +-5In+2]

K2n = 2K'n = E1i+Uln-1 = N2+"2»-2 =eeee= K-n—| “F-S-n+i+

Quant au systeme bicanonique, il est donné par

K0 = KUrKn = if2+7"2»-1 = +vs = Kn-\-K-n+1:

Le systéme tricanonique est I'adjoint \K'I\ du systéme bicanonique
\K'0\. On a par exemple K'l = K[-\-K2n =s K2-\-2Kn = ...

Comme vérification, formons le systeme bicanonique en partant de
liT-J, c’est-a-dire formons le systéeme \K['—K~, ou les courbes K'l sont les
adjointes aux courbes K\, c’est-a-dire les bi-adjointes aux courbes KI.
Nous avons

K" = K2+K2Xh = 21f1+12,,,) K'I-K, = Kx+K?2n e= KI
Nous avons utilisé ce procédé dans le cas p = 5 pour construire une
surface F' de genres pa = pg = 0, P2 =2, P3 = 4 (voir [3] et [5]).
7. Supposons maintenent p pair et posons p =2n. Nous avons
Kl = K2-j-K2n_i = K3JrK2n™? = ... = Kn-\-Kn+1,
K: = 2/6l = K3-\-K2n_i = ... = 20Lm+1,

Kon_i = -2\+0L2re-2 = "2"H-"2»-3 — eee — Kn_3-\~Kn.
Le systeme bicanonique est donné par
Ko @ K,-f-K2n_i = K2-\-K2n_? = ... = 2Zén.

Il se présente ici une particularité intéressante, a savoir que le syste-
me bicanonique contient une courbe Kn comptée deux fois sans que Kn soit
une courbe canonique. S'il en était autrement, le systtme \K'nl devrait
contenir le systtme \Knl| et on aurait \K'nl = \2Kn\, ce qui est impossible.

Le systéme bicanonique d'une surface algébrique peut contenir une courbe
comptée deux fois sans que cette courbe, comptée une fois, soit une courbe
canonique de la surface.

Le systéme tricanonique \K'0’l de F' est donné par
Kl = z2+22,, 1 s 2K3+K2 2 = ...
Formons le systétme \K'I—Kx\. On a
\K'I-KA = [Jr;+72»-i--s:il = IMN+2»-1l = IK\,
ce qui montre bien que |Jig est le systéme bicanonique de F'.
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Pour p — 8, nous avons pu construire par ce procédé une surface
de genres pa =pg =0, P2 =3, P} =7 (voir [11]).

8. Sous avons désigné par rl, r2, les dimensions des syste-
mes linéaires |Xx|, \L2\ ..., \Lv_x\. D’aprés la théorie des homographies
cycliques, on a

rr+r2+...+rp_l+p-1 = pg

Si la surface F est réguliére, cette relation prend la forme
rt+r2+...+rp_l+p-1 =pa = p-1,

dourl =r2 = ... =rp_l — 0. Donc, si la surface F est réguliere, les com-
bes K1, K2, ..., Kp_! sont isolées.

Inversement, si ces courbes sont isolées, on a pg = p—1 =pa et F
est réguliere.
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