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Nous avons montré que l’on peut prendre comme 
modèle projectif d’une surface F contenant une involu
tion cyclique I d ordre premier impair p, une surface 
normale de l’espace Sr sur laquelle l’involution est déter
minée par une homographie cyclique H possédant p 
axes ponctuels cr0, cr1; ap-1, le premier seul rencon
trant la surface, les points de rencontre étant les points 
unis.

Le système | C | des sections hyperplanes de F contient 
P systèmes linéaires partiels | C01, | Cx |, | Cp_, | appar
tenant à l’involution. Le système | C01, dont les courbes 
sont découpées par les hyperplans passant par alt a2, .... 
°v-i, est dépourvu de points-base. En projetant F de 
l’espace minimum contenant alt a2, sur a0, on
obtient une surface 0, image de l’involution, dont les 
sections hyperplanes T0 correspondent aux courbes C0.

Soit A un point de diramation isolé de l’involution. Le 
plan tangent à F en A coupe un des espaces alt a2, ..., 

*-1 suivant une droite (point uni de première espèce) 
ou deux de ces espaces chacun suivant un point (point 
uni de seconde espèce). Supposons que ce dernier cas 
se présente, le plan tangent à F en A s’appuyant en un 
point Aj sur <xj et en un point A2 sur <j2 par exemple. 
Soient tx la droite AA1; t2 la droite AAa.

Appelons C0' les courbes C0 passant par A ; elles y 
touchent les droites tu t2. Soient Ca les courbes C'0 assu
jetties à toucher en A une droite distincte de tu t2. Elles
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ont en A une multiplicité supérieure à celle des courbes 
C; et ont également comme tangentes en ce point les 
droites tx, t2. Soient C" les courbes Cô assujetties à tou
cher en A une droite distincte de tx, t2, et ainsi de suite.

On obtient ainsi sur F une suite de systèmes linéaires 
| Co |, | Cô |, | Cô |,... ayant des multiplicités croissantes en 
A et y ayant comme tangentes tx, t2, sauf le dernier, qui 
a en A un point multiple d’ordre p à tangentes variables.

Rapportons le plan tangent en A à F au triangle 
AAjA2 et soit e une racine primitive d’ordre p de l’unité. 
Dans ce plan, l’homographie H détermine l’homographie

Xx \ X2 . X2 =z:= Xx . €X2 . çax2}

où a est supérieur à l’unité et inférieur à p.
Si nous désignons par A, le nombre des tangentes aux 

courbes C(0i} confondues avec p et par /x, le nombre des 
tangentes confondues avec t2, ces nombres satisfont à la 
congruence

Ai + a^i .. 0, (mod. p).
Si £ est un entier compris entre 1 et p, tel que 

a/3 = 1, (mod. p),
les nombres A,-, /xf satisfont également à la congruence 

^ +j8A,s0, (mod. p).

Les hyperplans passant par a0, u1, o-3, ..., ap-x décou
pent sur F des courbes Ci passant simplement par A en 
y touchant tx. Les hyperplans passant par a0, a2, a3, ..., 
(Xp _! découpent sur F des courbes C2 passant également 
simplement par A mais en y touchant t2.

Les courbes Cx, C2 rencontrent chacune des courbes 
Co, Cô, ... en p points confondus en A.

Désignons par <PX la projection de la surface & à partir 
du point de diramation A sur un hyperplan de er0. Les 
sections hyperplanes r'0 de <PX correspondent aux courbes 
C'M)*

Sur les courbes C0, le point A est l’origine de diffé-
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rentes branches ayant en commun un certain nombre de 
points fixes, situés dans des domaines successifs de A. 
Désignons les derniers de ces points sur chaque branche 
par Pj, P1X, Pi2)... pour les branches tangentes à fi 
en A, par P2, P2i, P22)... pour les branches touchant fi 
en A. Nous supposerons que les courbes Ci passent par 
Pi et les courbes C2 par P2.

Les points Pj, Pu, •••, P2, P2i,... sont unis de première 
espèce pour l’involution. Aux domaines de ces points 
correspondent sur la surface des courbes rationnelles 
o-i, Tu, ..., ct2, t2j, ... dont les ordres sont égaux aux 
multiplicités des points correspondants pour les courbes 
Cq. Le domaine du point de diramation A sur 0 est équi
valent à l’ensemble de ces courbes.

Les courbes Cé ont en A la multiplicité Ax + /xi, Ai 
tangentes étant confondues avec fi et ^ avec fi. Elles 
ont en commun une suite de fi — 1 points infiniment 
voisins successifs de A dont le premier est sur fi, le der
nier étant Pi et une suite de a — 1 points infiniment 
voisins successifs de A dont le premier est sur fi, le dernier 
étant P2.

Supposons que l’on ait
Ai + o-fj-i — hp, /xi -f- £Ai = kp.

Si h — 1, les points P2i, P22,... n’existent pas. De même, 
si k = 1, les points Pu, Pi2)... n’existent pas. Le point A 
est équivalent à l’ensemble de deux courbes ration
nelles olt (j2.

Suppposons maintenant k > 1.
Les courbes Cé ont en Pi une multiplicité Ai inférieure 

à Ai. Parmi les solutions des congruences envisagées 
plus haut, se trouve la solution A* = Ai, /x*. Cela signifie 
que les courbes r(p, qui correspondent sur <PX aux 
courbes Q(), sont découpées par des hyperplans qui ne 
rencontrent pas les courbes rn, t12, ... en des points 
variables. On en conclut que les courbes r„, qui cor
respondent sur aux courbes CJ, sont découpées sur



— 44 —

3>i par les hyperplans passant par un point de l’une des 
courbes r11; t12, par exemple par un point A' de rn.

Parmi les courbes r"0, ..., qui correspondent sur
0! aux courbes Cô, Q:_1), il en est qui sont découpées 
par les hyperplans dont tous les points de rencontre 
avec rn sont absorbés en A'.

Faisons l’hypothèse que le cône tangent en A à la 
surface 0 ne possède que des droites doubles, c’est-à-dire 
que les points de rencontre des courbes r12, r13, ... avec 
rn soient distincts de A'. Alors, pour qu’il existe des 
hyperplans ne rencontrant plus les courbes t11; t12, t13, ... 

en des points variables, il faudrait que les points P12, 
P13, ... fussent infiniment voisins de Pu, ce qui est 
absurde. On en conclut que les points P12, P]3, ... ne 
peuvent exister.

Cela étant, si h = 1, k > 1, le point de diramation 
A de 0 est équivalent à l’ensemble de trois courbes 
rationnelles o1, tu, c2. Si h > 1, k > 1, il est équivalent 
à l’ensemble de quatre courbes rationnelles ct1; tx1,

t2J, <72-

Observons que la surface peut posséder des suites 
de points doubles infiniment voisins successifs aux 
points communs aux courbes o et t.

Dans l’hypothèse où le cône tangent à la surface au 
Point de diramation A ne possède que des droites doubles, 
ce cône se décompose en deux, trois ou quatre cônes ration
nels.
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