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Sur certaines surfaces
aux points desquelles sont associées des quadriques
dégénérées

par LuciEN GODEAUX
Membre de la Société

Dans nos travaux antérieurs, nous avons attaché a chaque
point d’une surface (x) une suite de quadriques @, ®,, D,,...
dont la premiére est la quadrique de Lie. Lorsque cette quadrique
ne posséde que deux ou trois points caractéristiques; la quadrique
®, dégénére; nous allons montrer qu’e'lle peut dégénérer dans
d’autres cas (%). .

1. Soit (x) une surface rapportée a ses asymptotiques #, v.
Les coordonnées du point x satisfont au systéme d’équations aux
dérivées partielles, complétement intégrable,

%20 + 2bx01 4 ¢, ¥ = 0,
202 4 2ax10 4 ¢, ¥ = 0.

A chaque point x de la surface (x), nous attachons le tétraedre
de Cartan, dont les sommets sont les points de rencontre de la
quadrique de Lie ® et des directrices de Wilezynski, a savoir les
points

x, m = x (log @)1 — 2x1°. n = x (log )" — 201

y=[8 ab—(log a)1°(log )*] x+2 x19(log b)01+2 x0(log a) 0 —4 x™1.

(1) Sur les lignes asymplotiques d’une surface et Uespace véglé (Bull. de
I’Acad. roy. de Belgique, 1927, pp. 812-826; 1928, pp. 31-41). Voir aussi
notre exposé sur La théovie des surfaces et Pespace véglé (Actualités
scient., No 138; Paris, Hermann, 1934), dont nous utilisons les notations.
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Les coordonnées locales d'un point sont 2y, 2, 23, 2, exprimant
que les coordonnées générales du point sont données par

2%+ 2m 4+ 23m 4 2, 9.
I’équation locale de la quadrique de Lie @ est
213, + 2923 = 0.

Les points caractéristiques de cette quadrique sont, outre le
point x, quatre points D;;, D;s, Dy, Dy, dont les coordonnées
peuvent s’écrire

&n, o, I
— &n, —nm, 4
et < SERR SRR < - PRt |
il 3=y g el
ol &, 7 sont une solution des équations
+a=0,7"+8=0, (1)

« et B ayant pour expressions
2
o= 2 (log a)? 4 (log a)1° + 4 (6°' + ¢,),
2

B =2 (log 5)°% 4 (log b)°t 4 4(a'® + c,).

2. La quadrique @, a pour équation
2 4 azf 4 Pag 4 P — 0 (224 + 257,) = O,

ot 'on a posé
0= iﬁ (log 0%R)01 = ioc (log a2 a)20.
2a 20

On sait que cette quadrique passe par les arétes D;; D,
D15 Dyy, Dyy Dyq, Doy Dy du tétraédre de Demoulin, dont les
sommets sont les points caractéristiques de la quadrique de Lie®.
On en conclut que @, ne peut étre un cone.
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Exprimons que la quadrique ®; dégénére; on a

1 2 0 0 — 0
! 0 2o — 0 0 _0
! 0 — 0 23 0 ’
| —8 0 0 24 ‘
c’est-a-dire
(4o — 02)2 = 0.

Sous cette condition, tous les mineurs du déterminant précé-
dent sont nuls et @, est bien dégénérée en deux plans.

Observons que si I'un des nombres «, B est nul, 0 est égale-
ment nul.

Cela étant, trois cas peuvent se présenter :

19) « =0, =0, 0 = 0. La quadrique de Lie n’a que deux
points caractéristiques x, x et la quadrique @, se réduit au plan
tangent a la surface (x) compté deux fois. (1.

20) o =0,8 #0, 0 = 0 ou, symétriquement, « # 0, 8 =0,
6 = 0. La quadrique de Lie n’a que trois points caractéristiques.
Nous avons étudié ce cas autrefois ().

39) Aucune des fonctions «, 8, 0 n'est identiquement nulle.

3. Les quantités &, 7 étant les racines des équations (1)
choisies plus haut, la relation

bofp — 02 =0
se réduit a
(2 En+0) 28— 0 =0.
Supposons en premier lieu

0 =28y,

(Y) Sur les surfaces ayant mémes quadrviques de Lie (Bulletin de I’Acad.
roy. de Belgique, 1928, pp. 158-186, 345-348); Sur les congruences de
M. Goursat et les surfaces ayant mémes quadviques de Lie (idem., 1928,
pp. 455-460).

(3) Sur les surfaces dont les quadviques de Lie n’ont que trots points
caractévistiques (Bull. de la Soc. Math. de France, 1929, pp. 26-41).
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1/équation de la quadrique @, se réduit a
(21 — &mzg)® — (E22 + 02%)* =
Elle se compose donc de deux plans. I'un de ceux-ci,
2, — Emzg + B2y + 23 =0
est le plan D;, Dy; Dyy; lautre,
23— Enzg— (E2a + 12) = 0,
coincide avec le plan Dyy Doy Dy;.
La quadrique @, se réduit donc aux deux faces du tétraedre
de Demoulin passant par I'aréte D, D,;, n’appartenant pas a
la quadrique de Lie ®.

Si 'on suppose
=28,

la quadrique @, se réduit a
(21 + Emzg)® — (82 — %)% = 0.

Elle est formée des deux faces du tétraédre de Demoulin
passant par I'aréte D;; Dy,, qui n’appartient pas a la quadrique
de Lie ®.

4. En résumé, les quadriques ©, dégénerent en deux plans
lorsque :

10) Les quadriques de Lie n’ont que deux points caractévistiques,

20) Les quadriques de Lie n’ont que trois points caractéristiques;

39) Lorsque lon a 4ofp — 02 = 0. Les quadriques ®, dégéne-
vent dans ce cas en deux faces du tétraédve de Demoulin ayant en
commun une aréte n’'appartenant pas a la quadrique de Lie.

Liege, le 15 avril 1953.



