
Structure des points de diramation 
d une surface multiple d’ordre 29

Dans des travaux récents (*), nous avons indiqué une mé
thode permettant de déterminer la structure des points de dira
mation isolés des surfaces multiples. Il nous a paru utile d’appli
quer cette méthode dans un cas particulier déterminé, de ma
nière à en montrer le maniement. C’est l’objet de ce travail, où 
nous déterminons la structure de tous les points de diramation 
isolés qui peuvent exister sur une surface multiple d’ordre 29.

Rappelons quelques résultats. Soit I une involution cyclique 
d ordre premier impair p, appartenant à une suiface algébrique 
F et soit T la transformation birationnelle de F en soi génératrice 
de 1 involution I. Supposons que cette involution ne possède 
qu’un nombre fini de points unis et soit A un de ceux-ci. Selon 
que la transformation 1 determine dans le domaine du premier 
ordre de A, sur F, l'identité ou une homographie de période p, 
nous disons que le point A est uni de première ou de seconde 
espèce.

Supposons que A soit un point uni de seconde espèce. 
Il est alors le pied d une sorte d’arbre dont chaque nœud est un 
point uni de l’involution. D’une manière précise, au point A 
sont infiniment voisins deux points unis de l’involution ; à cha
cun de ceux-ci sont infiniment voisins deux points unis de l’in- 
volution, et ainsi de suite. Convenons de dire que ces points unis 
impropres sont de première ou de seconde espèce suivant que 
T détermine ou non l’identité dans leuis domaines du premier

(*) Les points unis des involutions cycliques appartenant à une surface algé
brique (Annales de l'École Normale Supérieure, 1948, pp. 189-210) ; Sur 
les points de diramation isolés des surfaces multiples (Bulletin de l'Acad roy 
de Belgique, 1949, pp. 15-30, 270-284, 285-292, 532-541, 636-641, 828-833, 
834-840) ; Sur certaines surfaces multiples n'ayant qu'un nombre fini de points de 
diramation (Annali di Matematica, sous-presse), Voir aussi notre exposé sur 
Les involutions cycliques appartenant à une surface algébrique (Actualités scien
tifiques, N° 270; Paris, Hermann, 1935).



ordre. Un certain nombre de branches se terminent par des 
points unis de première espèce.

Considérons un système linéaire |C0|, dépourvu de points- 
base, appartenant à l’involution I, et soit <P une surface, que 
nous pouvons supposer normale, image de l’involution, dont les 
sections hyperplanes T0 correspondent aux courbes C0.

Si nous posons p — 2v 1, il existe, dans | C0|, v + 1 systèmes 
linéaires partiels | Cô |, | Cô |, •••, | Co” 111, ayant A pour points-base 
et satisfaisant aux conditions suivantes :

1) Les dimensions des systèmes |C0|, |CÔ|, ••• vont en dimi
nuant d’une unité ;

2) Les multiplicités de A pour les courbes Ci, C", ... vont 
en croissant et le dernier système | Cfr’+1) | a le point A pour 
point-base multiple d’ordre p, à tangentes variables.

Les courbes Ci, Ci, ..., C^ passent par les deux points unis de 
1’involution infiniment voisins de A, dans le domaine du pre
mier ordre de ce point. Sur chacune de ces courbes, le point A 
est l’origine d’au moins deux branches (linéaires ou superlinéaires), 
qui épousent différentes branches de l’arbre des points unis, 
branches qui se terminent toutes par un point uni de première 
espèce.

Sur les courbes CÔ, le point A est l’origine d’au moins deux 
branches linéaires, épousant deux branches de l’arbre des points 
unis, que nous appellerons branches piincipales. La somme des 
multiplicités des points de chacune de ces branches pour chacune 
des courbes Ci, C0, .... (le point A compris) est égale à p.

Au point uni A correspond sur la surface <P un point de dirama- 
tion A' équivalent, au point de vue des transformations bira- 
tionnelles, à un ensemble de courbes rationnelles qui constitue la 
structure du point A’ et qu il s agit de determiner.

Nous ne considérons ici que les points unis de seconde espèce. 
Si A est un point uni de première espèce, le point A' est multiple 
d’ordre p pour la surface <P et est équivalent à une courbe ration
nelle de degré virtuel — p.

4 STRUCTURE DES POINTS DE DIRAMATION

Liège, le 13 décembre 1949.
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1. Considérons une surface algébrique F contenant une in
volution cyclique I, d’ordre 29, n’ayant qu’un nombre fini de 
points unis. Soit T la transformation birationnelle de F en soi, 
génératrice de l’involution I.

Nous pouvons prendre, comme modèle projectif de F, une sur
face normale dans un espace Sr à r dimensions, sur laquelle T 
est déterminée par une homographie ayant 29 axes ponctuels 
a0, cq, ..., a28 dont le premier seul rencontre F en un nombre fini 
de points : les points unis de l’involution I.

En projetant F sur a0 à partir de l’espace de dimension mini
mum contenant cq, <r2, ..., ct28, on obtient une surface 0, normale, 
image de l’involution I. Si 0 est d’ordre n, F est d’ordre 29«.

Fixons l’attention sur un point uni A de I et supposons que 
dans le domaine du premier ordre de ce point, T détermine l’ho
mographie

A' : n' = eA : eap, (1)

où e est une racine primitive d’ordre 29 de l’unité et a un entier 
compr is entre 1 et 29 (1 < a < 29).

Nous désignerons par C les sections hyperplanes de F, par C0 
celles de ces sections qui sont découpées par les hyperplans pas
sant par cq, cr2, ..., c72g, par Ci, Cô, ..., C{,14) les courbes C0 ayant 
en A des multiplicités croissantes, par Cj,15) les courbes C0 ayant 
en A un point multiple d’ordre 29 à tangentes variables.

En A, il existe deux tangentes alt aa à F unies pour T. Les 
courbes Ci sont les courbes C0 passant par A ; elles y ont comme 
tangentes ax, aa ; les courbes Ci sont les courbes Ci touchant 
en A une direction distincte de aa, et ainsi de suite.

Aux courbes C0, Ci, Ci, ... correspondent sur 0 des courbes 
ro, r'a, ri .... Les courbes F0 sont les sections hyperplanes 
de 0. Si elles ont le genre n, les courbes C0 et C ont le genre 
29tt —28.

Sur la surface 0, il correspond à A un point de diramation 
qui occupe dans l’espace la même position que A et que nous 
désignerons par A', pour éviter toute confusion.
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2. Si nous posons rj = ea, l’homographie (1) peut être repré
sentée par

À' : \x = r)P\ : rjix,

P étant un entier compris entre 1 et 29, tel que

aj8 — 1 = 0, (mod. 29)

Nous dirons que a, p sont les indices du point uni A. Naturelle
ment, il sera inutile de considérer le point uni d’indices a' = /3, 
P' = a ; sa structure et celle du point de diramation correspon
dant sont évidemment les mêmes que celles du point d’indice 
a, p.

Cela étant, les indices a, fi des points unis possibles de l’in volu
tion I sont :

a = 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9, 12, 14, 16,

0 = 15, 10, 22, 6, 25, H, 13, 17, 27, 20,
a = 18, 19, 23, 28,

P — 21, 26, 24, 28.

Pour chaque couple de valeurs de a, fi, nous devrons rechercher 
les valeurs de A, p satisfaisant à la congruence

A + ap. = 0, (mod. 29)

et par conséquent à la congruence

fx -f- /JA = 0, (mod. 29)

A et /a sont des entiers positifs que nous rangerons dans l’ordre 
des A -f- ju, croissants et nous supposerons A -f- fj. < p. Nous dési
gnerons ces couples de valeurs par

Mi i ^2. M2 J 1 ^i4> Mi4-

Rappelons que les courbes ont en A: A* tangentes con
fondues avec a1 et /x, avec aa.

Nous aurons à considérer deux suites de points infiniment 
voisins successifs de A. L’une, dont les points seront désignés 
pai (1, 1), (1, 2), ..., (1, p—-1), comprend p — 1 points dont le 
premier est sur aq. L’autre comprend a — 1 points dont le pre
mier appartient à aa ; ces points seront désignés par (a, 1), (a, 2), 
..., (a, a — 1).
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Nous aurons aussi à considérer des suites de points infini
ment voisins successifs de l’un des précédents. Une telle suite, 
ayant origine (1, 5) par exemple, sera désignée par (1, 5, 1), 
(1, 5, 2), .... De même une suite de points infiniment voisins suc
cessifs du point (a, 6, 4) par exemple, sera désignée par (a, 6, 4, 1), 
(a, 6, 4, 2), — Et ainsi de suite.

3. Commençons par considérer le cas a = 2, /3 = 15. Les 
solutions des congruences

A + 2fi = 0, p + 15A = 0, (mod. 29)
sont :

Ai = i., fii — 14 , A2 = 3, (i% = 13 ; ... ; A1_j -- 27, fin = 1.

Les courbes CjJ ont en A la multiplicité 15, une tangente 
étant confondue avec ax et 14 avec a2. Ces courbes passent sim
plement par les 14 points (1, 1), (1, 2), ..., (1, 14) et 14 fois par 
le point (2, 1).

On peut représenter leur comportement en A par le schéma 

(1, 14)L (1> 13)i; ...( (1; 1}if a15, (2, 1)».

Aux points (1, 14)i (2, l)n, qui sont unis de première espèce
pour l’involution, correspondent sur la surface <Plt projection de 
0 à partir de A sur un hyperplan de <j0, une dioite oq et une 
courbe rationnelle a2 d’ordre 14.

Les courbes Cjj ont en A la multiplicité 16, trois tangentes 
en ce point étant confondues avec ax et 13 avec a2. Ces courbes 
passent 13 fois par le point (2, 1). Elles passent d’autre part 
trois fois par les points (1, 1), (2, 2), (1, 3), (1, 4), une fois par 
le point (1, 5) et une fois par les points (1, 5, 1), (1, 5, 2). Nous 
représenterons leur comportement en A par la notation

(l,5)i, (1)4)3i (1) i)3) Au (2) l)i3.

(1, 5, l)i

(1, 5, 2)i.

Sur la surface 0lt les courbes Eô' sont découpées par les hyper- 
plans passant par un point A(, commun à la droite oq et à la 
courbe <j2.

Le système | Eô | a le degré n — 15, car le point A absorbe 
15 X 29 points d’intersection de deux courbes C'0 et d’ailleurs,
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A' est multiple d’ordre 15 pour la surface 0. On trouve de même 
que le système | i"Ô' | a le degré n — 16 et par conséquent le 
point Aï est simple pour la surface <Pl. Le point A' est équivalent 
à l’ensemble de la droite <j1 et de la courbe a2. On a

r0 ^ r0 ai + cr2,

donc ctx et <j2 ont respectivement les degrés — 2 et — 15.
Un point de diramation d’indices (2,15) est multiple d’ordre 15 

pour la surface 0 ; il est équivalent à l’ensemble de deux courbes 
rationnelles de degrés — 2, — 15 se coupant en un point (1).

4. Supposons a = 3, /? = 10. Les solutions des congruences 

À + 3/r = 0, p + 10A = 0, (mod. 29)
sont :

Aj = 2, p-i 9 , A2 = 5, p-2 = b , ... , A5 = 14, = 5 , Ag = 1,

P g — 19 ; A7 = 17, p7 = 4 ; ... ; A14 = 13, p14 = 15.

Les courbes Cô ont en A la multiplicité 11 ; elles ont en ce 
point deux tangentes confondues avec al et neuf avec a3. Elles 
passent 2 fois par les points (1, 1), (1, 2), ..., (1, 9) et 9 fois par 
les points (3, 1) et (3, 2).

Aux domaines des points (1, 9), (3, 2), qui sont des points unis 
de première espèces pour l’involution, correspondent sur la 
surface 0l respectivement une conique ox et une courbe ration
nelle du neuvième ordre a3. Le système linéaire ] EÔ | a le degré 
n —11.

Les courbes Cô sont représentées par le schéma

(1,9)*, (1,8)*, ..., (1, 1)*, Au, (3, 1)*, (3,2)».

Les courbes Cô ont en A la multiplicité 13 et 5 tangentes 
confondues avec ax, 8 avec a3. Ces courbes passent 8 fois par 
chacun des points (3, 1), (3, 2), 5 fois par (1, 1), 4 fois par (1, 2), 
une fois par (1, 3), (1, 4), ..., (1, 9) et une fois par les points 
(1, 2, 1), (1, 2, 1, 1), (1, 2, 1, 2). Ce dernier point est uni de 
première espèce pour 1’involution.

d) Voir nos mémoires Sur les surfaces multiples ayant un nombre fini de points 
de diramation (Annales de l’École Normale Supérieure, 1938, pp. 193-322) ; 
Recherches sur les involutions cycliques appartenant à une surface algébrique (Bull, 
de l’Acad. ROY; de Belgique, 1930, pp. 450-467).
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Les courbes C0 sont représentées par le schéma

(1,9)1, (l,3)i, (1,2)*, (1, 1)«, Ai», (3,1)», (3,2)*.
(1,2, l)i, (1,2, l,l)i, (1,2, l,2)i.

Le système | r'ô | a le degré n — 12 et par conséquent, les 
hyperplans découpant sur 0, les courbes L" passent par un point 
A(, simple pour la surface <Plt commun aux courbes <ru cr3. On 
a donc

^0 = ^0 + al + <^3.

et les courbes alt cr3 ont respectivement les degrés — 3, — 10.
Un point de diramation d’indices (3, 10) est multiple d’ordre 

onze pour la surface 0 ; il est équivalent à Vensemble de deux courbes 
rationnelles de degrés — 3, — 10, ayant un point commun.

5. Supposons a = 4, = 22. Les congruences

A + = 0, /x 22À = 0, (mod. 29)

ont pour solutions

Ai = 1, Pi = 7 ; A2 = 5, p2 = 6 ; As = 9, p3 = 5 ; A4 = 2, = 14 ;
A5 = 13, p5 = 4; A6 = 6,p6 = 13; À,4 = 18,p14 = 10.

Les courbes C3 ont en A la multiplicité 8, une tangente étant 
confondue avec ax et les sept autres avec «4.

Ces courbes ont pour schéma

(l,21)i, (1; 20)i, ..., (l,l)i, A*, (4, l)7, (4, 2)7, (4, 3)7.

Les points (1, 21) et (4, 3) sonr unis de première espèce pour 
1’involution et il leur correspond, sur une droite a, et une 
courbe rationnelle du septième ordre ct4. Le système | L,j | a 
le degré n — 8.

Les courbes C3 ont la multiplicité 11 en A et par conséquent, 
elles_ne peuvent plus passer par le point (1, 21) et doivent passer 
6 fois par le point (4, 3). Il en résulte que sur 01( les courbes F'n 
sont découpées par les hyperplans passant par un point A( 
commun aux courbes oq, <r4.

Les courbes passent nécessairement 6 fois par chacun des 
points (4, 1), (4, 2) et (4, 3), puisque la somme de leurs multi
plicités en ces points et au point A doit être égale à 29.

d’une surface multiple d’ordre 29
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Si le point Ai est simple pour <2+ | -TJ | a le degré n — 9 et 
sur une courbe C'i le point A est l’origine d’une seule branche 
(supt rlinéaire) tangente à ax. Si les courbes C"0 passent 5 fois 
par les x premiers des points (1, 1), (1, 2), ... et y fois par le sui
vant, on doit avoir

11 + 5 x + y = 29,

d’où x = 3, y = 3. Les courbes C'i passent alors deux fois par 
le point (1, 4, 1) et une fois par les points (1, 4, 1, 1), (1, 4, 1, 2). 
Mais alors, | r"0 l a le degré n — 11, ce qui est impossible. Donc 
le point Ai est double pour la surface <Z\.

Projetons la surface du point Ai sur un hyperplan de l’es
pace ambiant et soit <2>2 la surface obtenue. Au point Ai, néces
sairement double pour correspond une conique p éventuelle
ment dégénérée en deux droites. A la droite <j1 correspond un 
point de p, multiple pour et à la courbe o-4 correspond une 
couibe du sixième ordre que nous continuerons encore à dési
gner par ct4. Cette courbe rencontre la conique p en un point 
Ai.

Les courbes C„ ont la multiplicité 14 en A, neuf tangentes 
confondues avec «4 et cinq avec a4. Ces courbes doivent nécessai
rement passer cinq fois par les points (4, 1), (4, 2), (4, 3), donc, 
sur 02, les courbes ,T0"' sont découpées par les hyperplans passant 
par le point Ai.

Le point Ai doit être simple pour <P2, car s’il était double 
la conique p serait dégénérée en deux droites et Ai serait le 
point commun à ces deux droites ; il ne se trouverait donc pas 
sur la sextique cr4.

Projetons la surface <P, de Ai sur un hyperplan de l’espace 
ambiant ; nous obtenons une surface +:! d’ordre n —11 car <£2 
est d’ordre n — 10. A la conique p de <2L correspond sur $3 une 
droite que nous désignerons encore par p ; à la sextique cr4 corres
pond une quintique ct4 et au point Ai une droite a2 qui ren
contre d’une part la droite p et d’autre part la quintique ct4 en 
un point Ai.

Les courbes C£4) passent 16 fois par A, deux tangentes étant 
confondues avec ax et 14 avec «4. Elles ne peuvent passer que 
quatre fois par le point (4, 3) et pat conséquent les courbes 
sont découpées sur <P3 par les hyperplans passant par le point Ai.

Les courbes C{,4) ont pour schéma
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(1. 7)1, (1, 6)2, (1, 1)2, A18, (4, l)8, (4, l)4, (4, 3)4

(1, 7, l)1 (4, 1, l)4,

(4, 1, 9)i.

On en conclut que le système | | a le degré n — 12. Le
point A3 est donc simple pour &3.

Au domaine du point A3 sur <P3 correspond sur F soit le do
maine du point (4, 1, 9), soit le domaine du point (1, 7, 1). Dans 
cette dernière hypothèse, le domaine du point (4, 1, 9) représente 
la droite p. Mais alors, les courbes C3 passeraient par le point 
(4, 1, 9), ce qui est impossible. Donc au point A3 correspond le 
point (4, 1, 9) et à la droite p, le point (1, 7, 1).

Dans ces conditions, les courbes C'â passent simplement 
par le point (1, 7, 1) et on voit aisément que ces courbes ont le 
schéma

(1, 7)1, (1, 6)2, ..., (1, 2)2, (1, 1)4, AU, (4, l)8, (4, 2)8, (4, 3)8 

(1. 7, l)i (1, 1, 1)2

(1, 1, 2)2

(1, l,3)i, (1, 1,3, l)i.

Partant de ce schéma, on vérifie aisément que | F,)" | a bien 
le degré n — 11.

Le domaine du point (1, 1, 3, 1) représente nécessairement 
la droite a'2 de 03, c’est-à-dire le domaine du point A2 sur 02.

Les courbes Cê ne peuvent passer par le point (1, 1, 3, 1). 
•Si le point A) est double conique pour 01( c’est-à-dire si p est 
une conique irréductible sur 02, les courbes C-ô passent deux 
fois par (1, 7, 6). Mais alors le point (1, 7) est double et les points 
(1, 6), (1, 5), ..., (1, 1) sont quadruples pour ces courbes. Cela 
est impossible, cai la somme des multiplicités des courbes Cô en 
A et aux sept derniers points ne peut excéder 29.

Le point AJ est donc double biplanaire et sur 02, la conique p 
se scinde en deux droites pl: p2.

Les courbes Cô ont le schéma
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(1, 7)i, (1, 6)2, (1, 3)2, (1, 2)4, (1, l)5, An, (4j !)«, (4> 2)6, (4, 3)«,
(1, 7, l)i, (1, 2, l)i, (1, 2, 1, l)i.

Au domaine du point (1, 7, 1) correspond sur <P2 la droite pu 
qui s’appuie sur cq et au domaine du point (1, 2, 1, 1) la droite 
p2, qui s’appuie sur p4 et sur ct4. Le système | L0' | est bien de degré 
n — 10.

On a
•C0 = l'a + <ri + pi -f- p2 +

et les courbes <q, plt p2, <j4 ont respectivement pour degrés vir
tuels — 2, — 2, — 2 et — 8.

Un point de diramation d’indices (4, 22) est multiple d’ordre 
huit pour la surface <P ; il est équivalent à l’ensemble de quatre 
courbes rationnelles de degrés — 2, — 2, — 2, — 8. Il possède, 
dans son domaine du premier ordre, un point double biplanaire 
ordinaire.

6. Passons au cas où nous avons a = 5, fi = 6. Les solutions 
des congruences

A + 5/x = 0, p. + 6X =0, (mod. 29)
sont :

= 4, pi = 5 ; A2 = 9, /x2 = 4 ; A3 = 3, p,3 = 11 ,
A4 = 14, p,4 = 3 ;

Les courbes Ci ont la multiplicité 9 en A, quatre tangentes 
confondues avec a1 et cinq avec as. Elles ont pour schema

(1, 5)4, (1, 5)4, .... (1, l)4, A9, (5, l)5. .... (5, 4)6.

Aux points (1, 5) et (5, 4) correspondent respectivement sur 
0j deux courbes rationnelles a1 du quatrième ordre et cr5, du 
cinquième ordre

Les courbes C'i ont la multiplicité 13 en A, neuf tangentes 
confondues avec ax et quatre avec a5. Leur schéma est

(1, 5)3, ..., (1, 2)*, (1, l)4, A43, (5, l)4...... (5, 4)4.
(1, 1, l)1

(L 1, 5)i.



Les courbes rff sont donc découpées sur 0, par les hyperplans 
passant par le point A( commun aux courbes a1: a5. Au domaine 
de ce point correspond celui du point (1, 1, 5) et AJ est donc 
simple pour <P1.

On a
r0 = rf -f- a1 -f- CT5.

Un point de diramation d’indices (5, 6) est multiple d’ordre 
neuf pour la surface 0 ; il est équivalent à deux courbes rationnelles 
de degrés virtuels respectifs — 5, — 6.

7. Supposons a = 7, /S = 25. Les solutions des congruences 

A -f- 7p = 0, fi -f- 25A - 0, (mod. 29)
sont :

^1 = 1, Pi = 4 ! K = 2, p» = 8 ; À3 = 8, n-3 = 3 ; A4 = 3, = 12 ;
^3 — 9, /x5 = 7 ; ...

Les courbes Co ont le schéma

(1, 24)1, (1, 23)l, .... (1, l)i, A5, (7, l)4, .... (7, 6)4.

Aux points (1, 24), (7, 6) correspondent respectivement, sur 
la surface &lt une droite ol et une quartique rationnelle a7.

Les courbes Cj) ont en A la multiplicité 10, deux tangentes 
étant confondues avec ax et huit avec Ces courbes ne peuvent 
plus passer par (1, 24)1 et ont nécessairement la multiplicité trois 
en (7, 6). Les courbes Fl sont donc découpées sur 01 par les hyper- 
plans passant par un point AJ commun à la droite cq et à la 
quartique <r7.

Le schéma des courbes Cf, est

(1, 10)i, (1, 9)2, ..., (1, l)2, A«, (7, l)4, (7, 2)2, ..., (7, 6)3,

(1, 10, l)1 (7, 1, l)4

(7, 1, 4)i.

Le point Aj est donc double biplanaire pour la surface 0,. 
Projetons celle-ci de Aj sur un hyperplan ; nous obtenons une 
surface 02 sur laquelle aux points (1, 10, 1) et (7, 1, 4) corres-

d’une surface multiple d’ordre 29 13
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gentes confondues avec «x et sept avec aa. Elles passent néces
sairement deux fois par les points (1, 10) et (8, 7). On en conclut 
que sur la surface <P1, les courbes F'2 sont découpées par les 
hyperplans passant par un point A{ appartenant à la dioite 
Tj et à la cubique gauche ag.

Les courbes C"0 ont pour schéma

(1, 10)*, (1, 9)*...... (1, l)2, A9, (8, 1)’, (8, 2)3, (8, 3)2, (8, 7)2
(8, 2, l)i,
(8, 2, 2)S 
(8, 2, 3)i,
(8, 2, 4)i.

La surface <P2 a l’ordre n — 6 et le système | jTÔ| le degré n — 7. 
Le point Ai est donc simple pour la surface 02.

Les courbes olt t1 et a8 ont respectivement les degrés virtuels 
— 3, — 3, — 4 et on a

F0 = Fl -f- (Tj + Tj -f o-8.

Un point de diramation d’indices (8, 11) est multiple d’ordre six 
pour la surface <P ; il est équivalent à trois courbes rationnelles, 
deux de degrés virtuel — 3, l’autre de degré virtuel — 4.

9. Envisageons maintenant le cas a = 9, /? = 13. Les solutions 
des congruences

A + 9p = 0, p + 13À = 0, (mod. 29)
sont :

Ax = 2, pj = 3 ; À2 = 4, p2 = 6 ; A3 = 11, p-3 — 2 , A, = 6, 
p4 = 9 ; A5 = 13, = 5 ; —

Les courbes Cq ont pour schéma

(1, 12)2, (1, 11)2, ..., (1, l)2, A5, (9, l)3, .... (9, 8)*.

Aux points unis de première espèce (1, 12) et (9, 8) corres
pondent sur la surface 0, une conique o1 et une cubique gauche 
a9. La surface est d’ordre n — 5.

Les courbes Cf, passent dix fois par A et ont en ce point quatre 
tangentes confondues avec fl, et six avec a9. Elles ne peuvent 
donc passer qu’une fois par le point (1, 12) et deux fois par le point



(9, 8). Les courbes LJ sont donc découpées sur la surface 0t 
par les hyperplans passant par un point Al commun aux couibes 
cri et u9. Les courbes C9 ont pour schéma

(1,12)L ..., (i; 4)if 3)2, (i, 2)i, (1,1)4, Ai»,(9, l)5, (9, 2)2,..., (9,8)2.

I1- 3- I)1. (9, 1, l)i, (9, 1, 1, l)i,
(9, 1, 1, 2)i.

(1, 3, 2)i.

Le point A{ est double biplanaire pour la surface <PX. En pro
jetant cette surface de ce point sur un hyperplan de l’espace 
ambiant, on obtient une surface 02, d’ordre n — 7. Sur cette sur
face, à la conique 03 correspond une droite alt à la cubique a9 
correspond une conique <r9. Aux domaines des points (1, 3, 2), 
(9, 1, 1, 2) correspondent respectivement des droites Pl, Pt se 
coupant en un point A2. La droite Pl s’appuie sur ax et la droite 
P2 sur la conique ct9.

Les courbes Cj ont en A la multiplicité 13, onze tangentes 
étant confondues avec a, et deux avec aa. Il en résulte que ces 
courbes passent deux fois par les points (9, 1), .... (9, 8) et que 
par conséquent, elles ne passent plus par (9, 1, 1, 2). Elles ne 
peuvent plus passer par le point (1, 3, 2) et par conséquent, sur 
la surface 02, les courbes LJ’ sont découpées par les hyperplans 
passant par le point A2, commun aux droites Pl, Pi.

Le schéma des courbes Cj est

(1, 12)», ..., (1, 2)2, (1, l)5, A13, (9, l)2, ..., (9, 8)2,
(1, 1, I)4,
(1, 1, 2)2, (1, 1, 2, l)2.

On en conclut que le point A' est double conique pour la sur
face 02. En projetant cette surface sur un hyperplan à partir 
de A2, on obtient une surface 03, d’ordre n — 9. A la droite a, 
et à la conique a9 de 03 correspondent sur 03 une droite alt et 
une conique ct2, aux droites Pl, P2 correspondent des points l’un 
de cq, l’autre de tr9, singuliers pour 0.,. Au domaine du point 
(1, 1, 2, 1) correspond une conique Po passant par les points qui 
représentent Pl et Pi.

On peut voir que sur la surface 0:î, les courbes L^4) sont décou
pées par les hyperplans passant par le point qui représente 
p2‘ Les courbes Cj1 ont pour schéma

d’une surface multiple d’ordre 29 17
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(1, 12)\ .... (1, 2)\ (1, l)3, A15, (9, l)7, 9, 2)1, .... (9, 8)1
(1,1, l)2, (9,1, l)2, (9,1,1, l)2, (9,1,1, 2)2 

(1, 1, 2)\
(1, 1, 2, I)».

On a
r0 = r\ + <*i + Pi + Po + p-2 + °»

et les degrés virtuels des courbes alt plt p0, p2, cr9 sont respective
ment — 3, — 2, — 2, — 2, — 4. On a en outre

ro = rô + <J\ + 2(px + po + Pt) + ct9.
r0 = r; + ^ + 2Pl + 3Po + 2Pi + a„ 
r0 = r<4> + + 2Pl + 3 (Po + P2) + a9.

t/w point de diramation d’indice (9, 13) est multiple d’ordre cinq 
pour la surface 0, un point double biplanaire et un point double 
conique lui sont infiniment voisins successifs ; il est equivalent 
à un ensemble de cinq courbes rationnelles de degrés — 3, — 2, 
— 2, —2, —4.

10. Supposons maintenant a = 12, fi = 17 et considérons les 
solutions des congruences

A -f- 12p = 0, pt + 17A = 0. (mod. 29)

On trouve
Ax = 5, pj = 2 ; A2 = 3, p.2 = 7 ; A3 = 1, p.3 = 12 ,

A4 = 10, p-i = 4 ; ....

Les courbes C9 ont la multiplicité 7 en A, cinq tangentes con
fondues avec a1 et deux avec a12. Elles présentent le schéma

(1, 16)i, .... (i) 3)L (1, 2)3, (1, l)6, A7, (12, l)2, .... (12, 11)2,
(1, 2, l)2.

Sur la surface 0lt il correspond aux domaines des points unis 
de première espèce (1, 11), (1, 2,1), (12, 11), respectivement une 
droite au une conique rx et une conique cr12. La surface 0^ est 
d’ordre n — 5.

Les courbes C"0 ont la multiplicité 10 en A, trois tangentes 
confondues avec a, et sept avec a12. Ces courbes ne peuvent 
plus passer qu’une fois par le point (1, 2, 1) et qu’une fois par
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le point (12, 11), donc les courbes r'ô sont découpées sur la sur
face <PL par les hyperplans passant par un point A( commun au 
courbes tv ct12.

Les courbes C"0 ont pour schéma

(1, 16)1, ..., (1, 3)1, (1, 2)2, (1, I)2, A10, (12, 1)’, (12, 2)3, (12, 3)1,

(12, 11)1,

(1, 2, l)1 (12, 2, l)2,
(12, 2, 2)2.

Le point A( est donc double conique pour la surface 01. Si 
nous projetons cette surface de ce point sur un hyperplan de 
l’espace ambiant, nous obtenons une surface &3, d’ordre n — 7, 
sur laquelle aux courbes cq, r1, a12 correspondent respectivement 
trois droites alt rlt cr12. Au domaine du point A[ correspond une 
conique p0 s’appuyant sur iq et cr12.

Les courbes C„ ont pour schéma

(1, 16)\ ..., (1, l)i, A13, (12, l)8, (12, 2)2, (12, 3)1, ..., (12, 11)1
(12,1,1)!, (12.2.1)1,

- (12, 2, 2)1.

(12, 1, 7)1,

Sur la surface 02> les courbes r3 sont découpées par les hyper- 
plans passant par un point A2 commun aux courbes rlt p0. Ce 
point est simple pour la surface, car | L"' | a le degré n — 8.

Les courbes C^4) ont le schéma

(1, 2)8, (1, l)1®, A14, (12, 1)*, (12, 2)2, (12, 3)1.......(12, 11)1,
(1. 2, l)8 (12, 2, l)1,

(12, 2, 2)1.

Les courbes sont donc découpées sur la surface 02 par 
les hyperplans passant par la droite t1 de cette surface.

On a
•^o = -^o + + Ti + />0 + cr12

et les courbes o-,, r1( p0, a12 ont respectivement pour degrés vir
tuels — 2, — 4, — 2, — 3.

On a ensuite
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r0 = K + <*\ + ti + o + <*12.
r0 - JT» + «7, + 2(rj + Pc) + <*12.

Les courbes K sont les courbes passant par un point 
simple.

Un point de diramation d'indices (12, 17) est, pour la surjace 
<p un point multiple d’ordre cinq auquel est infiniment voisin un 
point double conique ; il est équivalent à l’ensemble de quatre courbes 
rationnelles de degrés virtuels — 2, — 4, — 2, — 3.

11. Passons à l’étude du cas a = 14, /? = 27.
Les congruences

A + 14/x = 0, p + 27A = 0, (mod. 29) 

ont poui solutions

Aj = 1, fii = 2 ; A2 = 2, p-2 = 4 ; A3 = 3, p,3 = 6 , A4 4,
= 8 ; A5 = 5, /u-5 = 10 ; Ae = 15, p6 = 1 ; A, = 6, p7 = 12 ;

A8 =16, p8 = 3 ; ....

Les courbes Ci ont pour schéma

(1, 26)1, ..., (1, 1)\ A3, (14, l)2, .... (14, 13)2.

Sur la surface 0lt d’ordre n — 3, il correspond aux domaines 
des points unis de première espece (1, 26), (14, 13) respectivement 
une droite cr, et une conique cr14.

Les courbes C'i ont pour schéma

(1,12)1, (1, 11)2, .... (1, l)2, A6, (14, l)4, .... (14, 3)4, (14, 4)2, (14, 5)1,
.... (14, 13)*,

(1, 12, l)1. (14> 4- i)1-
(14, 4, 2)*.

Les courbes ou <r14 ont donc en commun un point Ai double 
biplanaire pour la surface 04. En projetant cette surface de ce 
point sur un hyperplan, on obtient une surface 02, d’ordre n — 5, 
sur laquelle aux domaines des points (1, 12, 1) et (14, 4, 2) cor
respondent respectivement des droites pu, p21, de degré virtuel 
— 2. A la droite ■nl correspond un point de pu et à la conique 
ct14, une droite rencontrant p21 en un P°int. Les droites pn, p2i 
ont en commun un point A^.
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Les courbes Ca ont pour schéma 

(1,7)2, (1, 6)3, .... (1, l)3, A9, (14, 1)«, (14, 2)3, (14, 3):11...... (14, 13)i
(1, 7, l)b 
(1, 7, 1, l,)b

(14, 2, l)2
(14, 2, 2)i, (14, 2, 2, l)i.

Le point A2 est double biplanaire pour 02. Soit 03 la surface 
obtenue en projetant 02 de A' sur un hyperplan. Aux domaines 
des points unis de première espèce (1, 7, 1, 1) et (14, 2, 2, 1) cor
respondent respectivement sur <P3 des droites p12, p22, de degré 
viituel —2, se coupant en un point A3. Aux droites pn, p21 
correspondent respectivement des points l’un sur Pl2, l’autre sur 
p22 et a14. Le point qui représente pu représente également op 
03 est d’ordre n — 7.

Les courbes C(,4) ont pour schéma

(1, 5)i, (1, 4)i, ..., (1, l)i, A12, (14, I)9,(14, I)3, (14, 2)i, ..., (14, 13)i
(14, 1, I)3, (14, 1, 1, l)i,

(14, 1, 1, 1, l)i, 
(14, 1, 1, 1, 2)i.

Le point A'a est double biplanaire pour la surface 0:j. En pro
jetant 03 de A3 sur un hyperplan, on obtient une surface 04 
d’ordre n — 9. Aux points (1, 5, 3), (14, 1, 1, 1, 2) correspondent 
respectivement sur 04 des droites pl3, p23 se coupant en un point 
A4. Sur p13 se trouve un point qui représente à la fois les trois 
droites au pn, p12 et sur p2a, un point qui représente à la fois 
Pu, Pu et par lequel passe la droite cr14.

Les courbes C^6) ont pour schéma

Le point A4 est donc également double biplanaire pour la sur
face 04. Soit 05 la projection de cette surface à partir de A4 
sur un hyperplan. Aux points (1, 3,1, 3) et (14,1, 8) correspondent 
sur 05, d’ordre n — 11, deux droites p14, p2i, de degré virtuel 
— 2, se coupant en un point A3. Sur p14, il existe un point qui 
représente les droites or1, pn, p12l pia et sur p2i, un point qui repré
sente les droites p21, p22, p2a et qui est situé sur la droite o14.

Les courbes C£6) passent 10 fois par A, 15 tangentes étant 
confondues avec al et une avec «14. Il en résulte que ces courbes



passent simplement par les points (14, 1), (14, 2), (14, 13).
Ces courbes ne passent donc plus par le point (14, 1, 8). Si les 
courbes C(,8) passaient encore par le point (1, 3, 1, 3), la somme 
de leurs multiplicités en A, (1, 1), (1, 2), (1, 3) serait supérieure 
à 29, ce qui est impossible. Il en résulte que les courbes /T1 
sont découpées sur <2>5 par les hyperplans passant par A5.

Si ce point était simple ou double conique pour il y aurait 
une seule suite de points unis pour l’involution, comprenant le 
point (1, 1), suite se terminant par un point simple ou double. 
On trouve effectivement la suite
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(1, l)13, (1,1, l)2, (1,1,1, l)2, (1,1,1,5)2, (1,1,1.6)1, (1,1,1,6, l)1.

Mais alors, le degré du système | \ serait n — 10, ce qui est
absurde.

Le point A5 est donc biplanaire pour la surface 05.
Cela étant, on trouve que les courbes C(,6) ont pour schéma

(1, 2)B, (1, l)8, A16, (14, l)1, .... vl4, 13)1.

(1, 2, 1)\ (1, 1, l)2,

(1, 2, 1, 1)\ (1, 1, 2)2,

— (1,1.3)*,
(1, 2, 1, 4)\ (1, 1.4)1, (1, 1,4, l)i.

En projetant <f>5 de A5 sur un hyperplan, on obtient une sur
face #c d’ordre n — 13. Aux points (1, 2, 1, 4), (1, 1, 4, 1) cor
respondent des droites p16, p26, se coupant en un point et de degré 
virtuel — 2.

Sur la dioite p16 se trouve un point qui représente les droites 
o-i, pn, p12, P13, Pu et sur la droite p26, un point qui représente les 
droites pal, p22, p2s> P2t-

Les courbes Cj,7) ont la multiplicité 18 en A, 6 tangentes étant 
confondues avec ax et 12 avec au. Ces courbes ne peuvent donc 
plus passer par le point (14, 13) ni par le point (1, 1, 4, 1). Il 
en résulte que les courbes E(<7, sont découpées sur par les 
hyperplans passant par le point Ab, commun aux droites p25, 
au, point qui représente les droites p21, p22, p23, p24.
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On a
^0 = ^0 + CT1 + Pli + Pl2 + + Pis + P25 + ••• + Pii + <*14>

A = A + °1 + 2(pn + ••• + Pl5 + />25 + ••• + Pi 1) + CTJ4.

^0 = ro + <7i + 2pu + 3(p12 + ... + P22) + 2pal + ct14,
^"0 = n4) + °i + 2pn + 3pi2 + 4(p13 + ••• + Pu) + 3 p22

+ 2 p 21 +

r0 = ^d5’ + CTi + 2pn + 3p12 + 4p13 4- 5(p14 4* ••• + pu)
+ 4 p 23 + 3p 22 + 2 p 21 + ou-

^0 — r<«> + ctj 4- 2pn + 3p12 4- 4p13 + 5p14 4- 6(p15 + p23)
+ 5p24 + 4p23 4- 3p22 + 2p21 4- ^îé-

Les courbes oït a14 ont les degrés virtuels respectifs — 2, — 3. 
D’après ce qu’on vient d’établir, on a

n] — + pu + Pu 4" Pu 4- Pa

li en résulte que les courbes C(u7> ont pour schéma 

(1, 2)5, (1, l)6, A18, (14, I)*, (14, 2)3, (14, 3)3, (14, 4)1,
(1, 2, l)i (14, 1, l)i, (14, 4 l)i,
(1, 2, 1, l)i, ... ... (14,4,2)i.
(1, 2, 1, 4)i (14, 1, 8)1.

En effet, les courbes 7^7> rencontrent en un point les droites 
p21, p24, mais ne rencontrent pas les droites p22, p23.

En un point de diramation d'indices (14, 27), la surface <P a 
un point multiple d’ordre trois, auquel sont infiniment voisins 
successifs cinq points doubles biplanaires dont le dernier est ordi
naire ; ce point est équivalent à un ensemble de douze courbes ration
nelles dont l’une a le degré virtuel — 3 et les autres le degré virtuel 
— 2.

12. Envisageons le cas a = 16, /3 = 20.
Les solutions des congruences

À 4 16p. =0, /x 4" 20A s 0, (mod. 29)
sont :

^1 = 1) f^i = 9 ; A2 = 4, p2 — 7 ; À3 = 7, p3 = 5 ; À4 = 10,
• p,4 = o ; A3 = 13, p.5 = 1 ; ... .

Le schéma des courbes C' est
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Sur la surface (P1 d’ordre n — 6, il correspond aux points unis 
de première espèce (1, 19), (16, 1, 1), (16, 15) respectivement 
une droite oq, une courbe rationnelle du quatrième ordre t16 

et une dioite oq6.
Les courbes Cô ont pour schéma

Il en résulte que les courbes J,0* sont découpées sur la surface 
par les hyperplans passant par un point A) commun aux 

courbes oq, r16 et que ce point est double conique pour cette 
surface. Si nous projetons <P1 de A) sui un hyperplan, nous 
obtenons une surface &2 d’ordre n — 8. Aux courbes rlg, or16 
correspondent sur 02 une cubique cr16 et une dioite ct16. Au do
maine du point A( correspond une conique p0 rencontrant r12. 
A la droite correspond un point de la courbe p0, singulier pour 
la surface.

Les courbes C'ô, Cj,4), C(0B) ont respectivement pour schémas

(1,2,1,1,1)l.

(1,1,1.6)1.

(1.5)1, (1,4)*, 
(1,5, l)1.

(1,2)*, (1,1)®, A14, (16,l)i, ...f (16,15)1,
(1,1,l)6, (1,1,l,l)i,

ÇA A A 4 /IM
^
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On voit que sur la surface 02, les courbes r'ff sont découpées 
par les hyperplans passant par un point A2 commun à p0 et à 
r16 ; les courbes 7^4) par les hyperplans tangents à la courbe ct16 
en ce point et les courbes i^5) par les hyperplans osculant r16 
au même point.

En un point de diramation d'indices (16, 20), la surface <P a un 
point multiple d’ordre six, auquel est infiniment voisin un point 
double conique ; ce point équivaut à l’ensemble de quatre courbes 
rationnelles de degrés virtuels — 2, — 2, — 6, — 2.

On a
C0 = -^0 + °T + Po + t16 + °T6 .

r0 = r0 + + 2 p0 + tI6 + tr18.

13. Supposons maintenant a — 18, J3 = 21. Les solutions des 
congruences

A + 18fi =0, fj. 21A = 0, (mod. 29)
sont :
Ai = 4, /u-i = 3 ; À2 = 1 » /^2 == ® » A3 = 11, /x3 = 1 , Aj = 8, ,

Aj = 5, /X5 = 11 j —
On a

Ax + 18Ml = 58 ; + 21A,, = 87.

Les courbes G# ont pour schéma

(1, 20)i, ..., (1, 2)i, (1, l)3, A7, (18, l)3, 2)3, as, 3)2, (18, 4)*, ...,
a8,17)3.

a, 1, 1)1, (1 1 L l)1 (18,3,1)1.

Sur la surface 0, il correspond aux domaines des points a. 20), 
(1, 1, 1, 1), (18, 3, 1), (18, 17), unis de première espèce pour l’in- 
volution, respectivement quatre droites alt r1( rlg, ct18.

Les courbes Cê ont pour schéma

(1, 20)i, ..., (1, l)i, A9, (18, l)4, (18, 2)i, ..., (18, 17)i,
(18, 1, l)3,
(18, 1, 2)i, (18, 1, 2, l)i, (18, 1, 2, 2)i.

Il en résulte que sur la surface &lt les courbes L1,)' sont décou
pées par les hyperplans passant par un point A(, commun aux 
droites rx, r18. Ce point est simple pour 0l et à son domaine coi-
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respond le domaine du point uni de première espèce (18, 1, 2, 2).
Les courbes C# passent simplement par les points (18, 1), ..., 

(18, 17). Il en résulte que les hyperplans découpant sur &1 les 
courbes Pô" ne peuvent rencontrer la droite ct18 en un point fixe. 
Par contre, les courbes Cô' ne peuvent plus passer par le point 
(1, 20) et les hyperplans des courbes Pô' rencontrent la droite 
<j1 en un point fixe. Supposons que ce point n’appartienne pas 
à la droite tv

Sur les courbes Cô', le point A est l’origine d’une seule branche 
(superlinéaire) tangente à alt à savoir

A12, (1, l)11, (1, 2)6, (1, 2, 1)*, (1, 2, 1, l)i, (1, 2, 1, 1, l)i, ...,
(1, 2, 1, 1, 4)i.

La surface (P1 est d’ordre n — 4, le système | Pô | est de degré 
n — 5 et le système | Pô" | devrait être de degré n — 6. Or, dans 
les conditions précédentes, ce degré est inférieur à n — 6. Les 
hyperplans des courbes Pô" passent donc par la droite t1 et 
celle-ci rencontre la droite oq en un point A(x.

Si le point Aû est simple pour la surface <Plt on a

F 0 = -^0 + °T + T1 + t18 + °18 1

les droites oq, 7q, t18, cr18 ont les degrés virtuels — 2, — 3, — 3, 
— 2 et on a

Po = T0 + oq + 2iq t18 -f- oq8.

Les courbes Pô" coupent iq en quatre points et le point (1,11,1) 
est quadruple pour les courbes Cô'. Il en est de même du point 
(1, 1, 1) et par suite le point (1, 1) est multiple d’ordre huit au 
moins pour les courbes Cô'. Mais cela est impossible, car les 
courbes Cô' ayant onze de leurs tangentes en A confondues avec 
a1> la somme des multiplicités de ces courbes aux points (1, 1), 
(1, 1, 1) ne peut excéder 11. Il en résulte que le point Aû est 
singulier pour <Î>1 ; il est équivalent à une courbe rationnelle r2 
de degré virtuel inférieur à — 1, rencontrant en un point cha
cune des courbes ct1( t1. Par contre, au point de vue des transfor
mations birationnelles, les droites oq, t1 ne se rencontrent pas.

On a

A» = ^0 + °1 + T2 + T1 + t18 + <*18



et les courbes alt r2, rlt r18, or18 ont les degrés virtuels — 2, — 2, 
— 3, —3, —2. On a

r0 = F0 + CT] -f- r2 + 2rx -f- rlg c18

et les courbes r'" coupent r2 en un point, rx en trois points. On 
en conclut que les courbes Cff ont pour schéma

(1, 6)\ (1, 5)2, (1, 2)2, (1, 1)», A12, (18, l)i, .... (18, 17)i.

(1. 6, l)1. (1, 1, l)2. (1, 1, 1, I)2.

Le domaine du point (1, 6, 1) correspond à la courbe infiniment 
petite t2, domaine du point A(r.

Le degré du système | L"' | est n — 9.
Les courbes Cq4* ayant la multiplicité 14 en A, ne peuvent plus 

passer par le point (18, 17). Il y a six tangentes à ces courbes 
en A confondues avec als et les courbes Cj,4* passent six fois 
par les points (18, 1), (18, 2), trois fois par (18, 3) et par le point 
(18, 3, 1), qui correspond à t18. On en conclut que les courbes 

* sont decoupees sur <P1 par les hyperplans passant par les 
droites q, r18. De plus, cette dernière droite coupe als en un 
point, simple pour <PX.

Les courbes C|,4) ont par suite pour schéma

(1, 6)1, (1, 5)2, ..., (1, 2)2, (1, I)2, Ai4, (18, I)2, (18, 2)«, (18, 3)3, 

l1- 6- l)1. (11, l)2, (1, 1, 1, l)2. (18, 3, I)2.

On a

= rp + Oj + t2 + 2(rt + t18) -\- a18.

Observons que les sections de <Pl par les hyperplans passant 
par Aj!, c’est-à-dire les courbes

Lu (T] 2t2 CTj t18 a18,

rencontrent r2 en deux points, donc le point A(j est double 
conique pour la surface

Un point de diramation d’indices (18, 21) est un point quadruple 
de la surface, auquel est infiniment voisin un point double conique ; 
il est équivalent à un ensemble de cinq courbes rationnelles de degrés 
virtuels respectifs — 2, — 2, — 3, — 3, — 2.
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14. Considérons maintenant le cas où a = 19, /3 = 26. Les 
solutions des congruences

A -f 19/x = 0, n + 26A = 0, (mod. 29)

sont :
Ax = 1, fx1 = 3 ; A2 — 2, /x2 = 6 ; A3 = 10, /r3 = 1 ; A4 = 3, p4 =9 ; 

A5 = 11, Ms = ^ > ••••
Les courbes Q ont pour schéma

(1,25)1, .... (1 ,l)i, Ab (19,l)3, (19,2)3, (19,3)3, (19,4)“, (19,5)i.......
(19,18)i

(19, 4, l)i

Aux points unis de première espèce (1, 25), (19, 4, 1), (19, 18) 
correspondent sur 0 tiois droites, respectivement or, t19, <t19. 
La surface 01 est d’ordre n — 3.

Les courbes Cê ne peuvent plus passer par le point (1, 25) ; 
elles passent encore par le point (19, 18), mais ne peuvent plus 
passer par le point (19, 4, 1). Les courbes r#' sont donc découpées 
sur 0{ par les hyperplans passant par un point A(, commun 
aux droites or4 et r19.

Les courbes Cê ont pour schéma

(1, ll)i, (lj io)2, (i, 1)2, A8, (19, l)4, (19, 2)i, ..., (19, IS)4,
tl,l 1, l)i. (19, 1, l)2, (19, 1, 1, l)i,

(19, 1, 1,1, I)4.

Le système | Tê | a le degré n — 5 et le point A4 est double 
biplanaire pour la surface 0. En projetant celle-ci du point A4 
sur un hyperplan, ou obtient une surface 02 sur laquelle aux 
domaines des points unis (1, 11, 1) et (19, 1, 1, 1, 1) correspondent 
des droites p14, p2i se coupant en un point A^. A la droite cq 
de 0l correspond au point de p14, singulier pour 02 ; à la droite 
t19 correspond un point de p21, singulier pour <P2. Par ce point 
passe la droite <r19, projection de la droite o-19 de 3>4.

Les courbes Cê' ne peuvent plus passer par (19, 1, 1, 1, 1) ; 
elles passent simplement par les points (19, 1), ..., (19, 18). Ces 
courbes ne peuvent plus passer par le point (1, 11, 1), car elles 
passent onze fois par A. On en conclut que sur la surface <P2, 
les courbes sont découpées par les hyperplans passant par 
le point Ai



Si sur les courbes C9, le point A était l’oiigine d’une seule 
branche, cette branche aurait le schéma

(1, 2)8, (1, l)10, A11.
(1, 2, 1 )2, (1, 2, 1, l)2, (1, 2, 1, 2)2, (1, 2, 1, 3)2.

Le point A2 serait double conique pour &2 et le système | fl | 
aurait d’une part le degré « — 7, d’autre part le degré n — 11, 
ce qui est absurde. On en conclut que le point A2 est double bi- 
planaire pour 02. En projetant 02 de A2 sur un hyperplan, on 
obtient une surface 03 sur laquelle, au domaine du point A2 
correspondent deux droites de degré — 2, se coupant en un point. 
Soient p12, p22 ces droites. A la droite pn et à <j1 correspond un 
même point de pl2, singulier pour 0,. De même, à la droite p21 
et à t19 correspond un même point de p22, singulier pour 0:), 
par lequel passe la dioite u19, qui correspond à la droite a19 de

Les courbes Cj,4), qui ont la multiplicité 12 en A, ne peuvent 
plus passer par le point (19, 18). D’autre part, les courbes 
dont les hyperplans passent par un point de la droite ct19, ne 
peuvent rencontrer en un point chacune des droites p12, p22, 
car sur les courbes C£4), le point A serait l’origine des mêmes 
branches, tangentes à alt que les courbes C9 . Or, cela est im
possible, car A est multiple d’ordre 12 pour les premières courbes 
et d’ordre 11 pour les secondes. D’autre part, si les courbes C(,4) 
passaient par le point (1, 1, 6), elles auraient au moins sept tan
gentes en A confondues avec alt alors qu’elles n’en ont que trois. 
Il en résulte que les courbes passent une fois par les points 
(1, 6, 1, 1), (1, 6, 1), deux fois par (1, 6) et trois fois par (1, 5), .... 
(1, 1). Le point (1, 6, 1, 1) correspond donc soit à la droite pl2, 
soit à la droite p22.

De ce qui précède, on déduit que les courbes Cq ont pour 
schéma

(1, 6)2, (1, 5)3, .... (1, l)3, A12, (19, l)i, ..., (19, 18)1,
(1, 6, 1)L fl, 6, 1, l)i, (1, 1, l)i,
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(1, 1, 6)1.

Le système | r„ | a bien le degré n — 7.
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Si le point (1, 1, 6) correspond à la droite p12, celle-ci doit 
rencontrer a19 et les hyperplans passant par ce point découpent 
sur <P3 les courbes JT((,4). Ce point doit être simple pour <P3. Or, 
dans cette hypothèse, on trouve que les courbes C^4) passent 9 
fois par (19, 1), 8 fois par (19, 2) et une fois par huit points (19, 
2, 1), (19, 2, 1, 1), ..., (19, 2, 1, 7). Mais alors, [ f$4) | aurait le degré 
n — 12 au lieu de n — 8. Il en résulte que le point (1, 1, 6) cor
respond à la droite p22 et le point (1, 6, 1, 1) à la droite p12. Par 
conséquent, les courbes JJ4* sont découpées sur $:1 par les hyper- 
plans passant par le point commun aux droites p22, t7J9. Mais ce 
point représente les droites r19, p21 ; donc les courbes Cj,4> pas
sent par les points (19, 4, 1) et (19, 1, 1, 1, 1). Cela étant, on 
trouve que les courbes C(,4) ont le schéma

(1,6)*, (1,5)3, ..., iU)*, A“ (19,1 y, (19,2)4, (19,3)4, (19,4)*,
(1,6, l)h (1,6,1, l)h (19,1,1)*, (19,1,1, l)i, (19,4,1)*.

(19,1,1,1,1)1.

Le système | i^4) | a le degré n — 10 ; le point commun aux 
droites p22, o-19 est triple pour fP:i, le cône tangent en ce point 
se décomposant en un cône du second ordre équivalent à r19 
et en un plan, équivalent à p21.

On a

r0 = r0 -f- cq -)- pu -f- p12 + p22 + p21 + t19 + a19, 
r0^r0 + + 2(pu + p12 + p22 + Pu) + r19 + <q»,
ra = n' + cq -f- 2pn + 3(p12 + p22) + 2p21 -f- t19 + cr19,
P0 = Jro4) + ai + 2pn + 3(p12 -f p22 + p21) + 2t19 + <719 .

Les courbes au pn, p12, p2i, p22, u19 ont le degré virtuel — 2 
et la courbe r19, le degré virtuel — 3.

Un point de diramation d’indices (19, 26) est un point triple 
de la surface <P, auquel sont infiniment voisins successifs deux 
points doubles biplanaires dont le dernier est ordinaire ; il est équi
valent à l’ensemble de sept courbes rationnelles, l’une de degré 
virtuel —3, les autres de degré virtuel —2.

15. Envisageons le cas a = 23, = 24. Les congruences

A + 23p =0, p. -f 24A = 0, (mod. 29)
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ont pour solutions :

Aj = 1, pj = 5 ; A2 = 6, /x2 = 1 ; A3 = 2, /x3 = 10 ;
A4 = 7, = 6 ;__

Les courbes C'0 ont pour schéma

(1, 23)1, (1, 1)\ A6, (23, l)2, (23, 2)\ ..., (23, 22)1,
(23, 1, l)i,
(23, 1, 2)i,
(23, 1, 3)i.

Aux points unis de première espèce (1, 23), (23, 1, 3), (23, 22) 
correspondent sur la surface 04, d’ordre n — 3, respectivement 
trois droites alt r23, a23.

Les courbes Cj) passent une fois par chacun des points (23, 1), 
.... (23, 22) ; elles ne peuvent plus passer par le point (23, 1, 3) 
ni par le point (1, 23), donc sur la surface 01( les courbes r"0 
sont découpées par les hyperplans passant par un point A( 
commun aux droites av r23.

Si les courbes possédaient une seule branche d’origine A, 
tangente à alt ces courbes passeraient six fois par les points (1,1), 
(1, 2), (1, 3), quatre fois par ^1, 4) et deux fois par les points 
(1, 4, 1), (1, 4, 1, 1). Le point A) serait double conique pour 0:, 
et | JTÔ | devrait donc avoir le degré n — 5. Or, en comptant le 
nombre de points de l’intersection de deux courbes C3 absorbés 
en A, on trouve que ce degré est n — 7. L’absurdité à laquelle 
nous parvenons prouve que A) est un point double biplanaire 
pour 0j.

Les courbes C3 passent nécessairement deux fois par les 
points (1, 1), ..., (1, 8) et une fois par les points (1, 9), (1, 9, 1). 
On en conclut que les courbes Cê ont pour schéma

(1, 9)i, (1, 8)2, .... (1, 3)2, (1, 2)3, (1, 1)«, A7, (23, 1)\ .... (23, 22)'. 
(1, 9, l)b (1, 2, I)7,

(L 2, 2)i,
(L 2, 3)i.

Le système | Vq | a bien le degré n — 5.
Projetons la surface 04 de A) sur un hyperplan et soit 02 la 

surface obtenue. Aux points unis de première espèce (1, 9, 1), 
(1, 2, 3) correspondent des dioites que nous désignerons (à l’ordre



près) par plt p2. A cq correspond un point de p1 et à r23 un point 
de p2, par lequel passe la droite cr23, projection de la droite de 
même dénomination 01.

Les courbes Cq ne peuvent plus passer par le point (23, 22), 
ni par le point (1, 2, 3). Si ce dernier point correspondait à la 
droite plt celle-ci devrait rencontrer ct23 en un point qui serait 
simple par <P2. Mais alors, les courbes C'0' devraient passer dix 
fois par le point (23, 1), sept fois par le point (23, 2), trois fois 
par les points (23, 2, 1), (23, 2, 1, 1) et une fois par les points 
(23, 2, 1, 2), (23, 2, 1, 2, 1) et (23, 2, 1, 2, 2). Le système j F" | 
aurait le degré n —12 au lieu de n — 6. On en conclut que le 
point (1,1,1) représente la droite pt et le point (1,2,3) la droite p2.

Sur la surface 02, les courbes P#" sont découpées par les hyper- 
plans passant par le point commun aux droites p2, ct23. Ce point 
représente, comme on l’a vu, la droite r23. Les courbes Cô' ont 
donc le schéma

(1, 9)\ (1, S)^,..., (1, l)2, A12, (23, 1)L (23, 2)2...... (23,7)2, (23,8)\
(1, 9, 1 y (23, 1, 1)2, (23,8,l)1.

(23, 1, 2)2,
(23, 1, 3)2.

Le système | r'ô | a le degré n — 8. Le point commun à p2 et 
à a2ti sur <t>2 est donc triple pour cette surface. Le cône tangent 
se décompose en un cône quadratique, correspondant à (23, 1, 3) 
et en un plan, correspondant au point (23, 8, 1). Le domaine de 
ce point est donc équivalent à la courbe r23 et à une courbe ra
tionnelle que nous désignerons par t.

On a
P0 = ^"o + °1 + Pl + Pi + t23 + T + CT23-

Les courbes alt p,, p2, r, <j23 ont le degré virtuel —2 et r23 le 
degré virtuel — 3.

On a ensuite

^0 = ri + + 2 (Pi + p2) + T28 + T + <^23-
r0 = r; + <tx + 2 (p1 + p2 + t28 -f t) + <r23.

On voit que les courbes coupent bien r23 en deux points et 
t en un point.

Considérons les courbes Pô — T- KUes rencontrent la courbe r
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en deux points, donc, sur la surface 0lt le point commun aux 
droites t23, <j23 est double conique pour la surface.

Un point de diramation d’indices (23, 24) est un point triple 
pour la surface 0, auquel sont infiniment voisins dans une direction, 
un point double biplanaire, dans une autre direction, un point 
double conique ; il est équivalent à un ensemble de six courbes 
rationnelles dont l’une a le degré virtuel — 3, les autres le degré 
virtuel — 2.

16. Il nous reste à examiner le cas a = = 28, qui va nous
donner un point de diramation symétrique. Les solutions des 
congruences

A + 28p. = 0, p + 28A = 0, (mod. 29) 

sont données par

A = p= 1,2, 3, ..., 14.

Au point A', la surface 0 possède un point double biplanaire 
auquel sont infiniment voisins successifs treize points doubles 
biplanaires dont le dernier est ordinaire (i). Nous nous bornerons 
à indiquer le compoi tement des courbes C3, C3 , ... au point A 
pour une des branches de ces courbes, l’autre branche ayant un 
comportement symétrique.

Courbes Q:

(1, 27)1, (1, 26)*...... (1, 1)\ A2.

Courbes C0 :

(1, 13)\(i, 12)2, ...,(1,1)*, A4.
(1, 13, l)1.

Courbes C3 :

(1,8)*, (1,7)*, ...,(1,1)*, A6.
(1,8, 1)L (1,8, l,l)b

P) Sur les points unis symétriques des involutions cycliques appartenant à une 
surface algébrique (Revista de la Universidad de Tucuman, 1910, pp. 283- 
291) ; Points unis symétriques... (Bull, de l’Acad. roy. de Belgique, 1948, 
pp. 839-841).
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Courbes C£4) :

(1,6)C (1,5)*, .... (1, 1)*, A».

(1, 6, 1)\

(1, 6, 4)i.

Courbes C(,6) :

(1, 4)*, ,1, 3)5, (1, 2)5, (1, 1)5, Al».
(1,4, l)i, (1,4, l,l)i, (1,4, l,2)i, (1,4, 1(3)i.

Courbes C£6) :

(1, 3)5, (1, 2)«, (1, l)6, Ai2.
(1,3, l)i, (1,3, 1, l)i, .... (1,3, l,4)i.

Courbes C&7* :

(1, 3)i, (1, 2)7, (1, l)7, A7*.
(1, 3, l)i,

(1, 3, 6)i.

Courbes C)>8) :

(1, 2)5, (1, 1)», A»,
(1, 2, l)2, (1, 2, 1, l)2,

(1, 2, 1, 1, I)*, (1, 2, 1, 1, 1, l)i.

Courbes C^9) :

(1, 2)2, (1, l)9, Ai*.
(1, 2, l)2,

(1, 2, 2)2,

(1, 2, 3)2,
(1, 2, 4)i, (1, 2, 4, l)i.
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Courbes C^10) :

(1, l)9, (A20,
(1, 1, 1)\ (1, 1, 1, l)i.......(1, 1, 1, 8)1.

Courbes C{,U) :

(1, 1)», A22.
(1, 1, 1)«, (1, 1, 1, 1)*,

(l.l.l.l.i)1, (1,1,1.1.1,i)1, (1,1,1.1,1,2)1.

Courbes Cj>12) :

(1, l)5, A24.
(1, 1, 1)»,
(1. 1, 2)2, (1, 1, 2, l)2, (1, 1, 2, 2)i.

(1, 1, 2, 2, l)i.

Courbes C^13) :

(1, l)3. A26

(1. 1. I)3,

vl, 1,4)»,
(1, 1, 5)i, (1, 1, 5, l)i, *1, 1, 5, 2)i. 

Couibes Cj,14’ :

U, l)1, A23,
fl, 1, l)1, '

(1, 1, 13)i.

On a

— -^0 + Pu + P12 + ••• + Pu + P24 + ••• A P21» 

chacune des courbes pn, ..., p21 ayant le degré virtuel — 2.
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Un point de diramation d’indices (28, 28) est un point double 
biplanaire de la surface <P auquel sont infiniment voisins successifs 
treize points doubles biplanaires dont le dernier est ordinaire ; il est 
équivalent à vingt-huit courbes rationnelles de degré virtuel — 2.


