20 —

Sur les variétés de Segre généralisées
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Dans une note récente, M. Bompiani (J) a considéré certaines
variétés qui généralisent a la fois les variétés de Veronese et
les variétés de Segre. Voici quelques années, nous avions consi-
déré quelques cas particuliers de ces variétés, sous le nom de
variétés mixtes de Segre-Veronese (2). Nous avons appris depuis
queM. Terracini avait également considéerées ces variétés dans le
but de déterminer une base pour les hypersurfaces contenant
une telle variété (3). Nous nous proposons, dans cette courte
note, de revenir sur la théorie de ces variétés; avec M. Terracini
nous les appellerons variétés de Segre généralisées.

1. — Considérons k espaces linéaires S(1), S(2), ..., S(s) dont
les dimensions sont respectivement rx, r2, ..., rh. Ta variété de
Segre généralisée représente les groupes de k points formés
d’'un point de S(I) compté nx fois, d’'un point de S(2) compté
n? fois, ..., d’un point de S(A compté nk fois. Nous l'avions
définie d’une maniére équivalente que nous allons rappeler.

Désignons par S une liaison ponctuelle entre les espaces
S(1), S<), .. ., représentée en égalant a zéro une forme algé-
brique de degré nx par rapport aux coordonnées des points de
S(1), de degré n2 par rapport aux coordonnées des points de
S(2), . .., de degré nk par rapport aux coordonnées des points
de S<*>. Une telle forme contient

(ni + W«2 + riri ) =R+ |
\ TV oy )
coefficients.
Considérons I’'ensemble des liaisons ponctuelles analogues a
S et rapportons les projectivement aux hyperplans d’un espace

(*) Variéta prodotto topologico di spazi multipli. (Rend. Accad. Naz.
Lincei, mais 1947, pp. 493-497).

(2) Variétés mixtes de Segre-Veronese (Bull, de la Soc. des Sciences de
Liege, 1942, pp. 74-83).

(3) Sul modulo dette forme contenenti una varieta di Segre (Rend. Accad.
Naz. Lincei, 2e sem. 1921, pp. 95-100).
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linéaire SR & R dimensions. Nous obtenons ainsi les équations
paramétriques d’une variété V a

r=rl+n+ ... +r,

dimensions, qui est la variété de Segre généralisée.

2. __ Une hypersurface d’ordre n! de I'espace S(l) est repré-
sentée par une équation, qui contient

(» +m) = R,+ 1

termes. Si nous rapportons projectivement ces hypersurfaces
aux hyperplans d’un espace 2(l) a Rj dimensions, nous obtenons
la variété de Veronese généralisée, QI( qui représente les points
de S(I) comptés n! fois..

Ua variété  est d’ordre w/i .

Posons

(*<+r) =R, + 1 *=1,2,...,™)

En opérant sur les espaces S<2), S<3), ..., S(A) comme sur S(1)
nous obtenons des variétés de Veronese généralisées £22, d or"
dre n2", située dans un espace linéaire E(2) a R2 dimensions,
Q3, d’ordre n33 située dans un espace linéaire 2(3) & R3 dimen-
sions, ..., Dk d’ordre »/*, située dans un espace linéaire S'*1,
a Rft dimensions.

Une liaison ponctuelle 2 devient une forme ~-linéaire par
rapport aux coordonnées d’un point de Ql( d’un point de Ci2,
.... d’un point de Qk Il en résulte que la variété de Segre géné-
ralisée V représente les groupes de k points formés d un point
de QI d’un point de Q2, ..., d’un point de £2*.

3. — Considérons la variété de Segre W représentant les grou-
pes de k points pris un dans chacun des espaces 2(1), £Q2), ...,
S(A). Cette variété appartient a un espace a

(Rl + 1)(R2+ 1) ... (R*+1) —1=R
dimensions. Elle a la dimension

Ry + R2+ - + Re = K
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et est d’ordre

N= hi
Rx! R*! ... R*!

La variété V est évidemment tracée sur la variété W.

Pour déterminer I'ordre de la variété V, considérons ! inter-
section de cette variété avec r hyperplans de SR, nombre égal
a l'ordre cherché. Ce nombre ne change pas si les hyperplans
considérés correspondent & des baisons dégenérées, c est-a-dire
a des liaisons ponctuelles dont chacune est représentée eu égalant
a zéro le produit de k formes linéaires par rapport aux coordon-
nées des points de E(l), S(2), .'., 24

Les facteurs intervenant dans I’équation d’une liaison ponc-
tuelle dégénérée représentent, égalés a zéro, k hyperplans situés
respectivement dans les espaces S(l), £(2), ... Un point
d’un de ces hyperplans, joint a k — 1 points pris un dans cha-
cun des autres espaces, donne un point de \V situé dans 1 hyper-
plan de SR représentant la liaison. Cela étant, partageons les
r liaisons choisies en k groupes comprenant respectivement
rv r2, ..., rhliaisons. Dans 2(1), les hyperplans correspondent
aux r, premieres liaisons coupent suivant n{i points; dans
S(2), les hyperplans correspondant aux r2 liaisons suivantes
coupent Q2 en n2it points; ... ; dans les hyperplans corres-
pondant aux rk derniéres liaisons coupent Qk en nkrk points.
On obtient ainsi

ft/i njz ... w*

groupes de k points de =()j s(2), ..., ou mieux de Qx, U2
..., Clht représentés par des points de V situés dans les hyper-
plans représentés par les r liaisons considérées.

La répartition des r liaisons ponctuelles choisies en k groupes
de I'espéce indiquée peut se faire de

r!
L!r2\ ... rk

maniéres. On en conclut que I'ordre de V est
|
n= S R «lrins ... nth,
rilor2l ook

nombre obtenu par M. Bompiani par une autre méthode.
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4. — L, variété V contient des systemes de variétés de Segre
généralisées que l'on obtient en considérant les variétés de
Segre tracées sur W. (!)

Représentons par

la variété V.
Si I'on fixe h points des variétés QI Q2, ..., Qé par exemple,
on obtient cer,+r2+...rh variétés de Segre généralisées

formant un systéme tel qu’un point de V appartient a une seule
variété.
On obtient un systétme complémentaire analogue

et deux variétés de chacun de ces systémes sont unisécantes.

Les homographies de SK qui conservent la variété V provien-
nent évidemment d’homographies des espaces 2(1), S(2), .. .,
£<*> conservant respectivement £21( Q2 et par consé-
qguent d’homographies de S(l), S<), Sw.

5. — Arrétons-nous sur le cas particulier ou I'on a k = 2,
rt =r2 =2, nl —n2 = 2. Dans ces hypothéses, Oj et O2 sont
des surfaces de Veronese appartenant a des espaces linéaires
2(, £(2) a cing dimensions, ha variété de Segre W appartient
a un espace S3 a 35 dimensions; elle a la dimension 10 et I'or-
dre 252; nous la désignerons par Wfo2

ha variété de Segre généralisée V a la dimension 4 et I'ordre
96; nous la désignerons par Vf6,

Les cordes de la surface de Veronese (ou Q2) engendrent
une hypersurface M(1) !(ou M(2) de £(1) (ou 2(2) du troisieme
ordre. Désignons par M la variété, tracée sur Wfg2, qui repré-
sente les couples de points deM(l), M(2). Pour déterminer I'ordre

fl) Voir par exemple le tome | de notre Géométrie algébrique (Liege
Sciences et Lettres, 1948), pp. 208, 209.
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de M, cherchons le nombre de ses intersections avec huit hyper-
plans de S36 correspondant a huit liaisons ponctuelles dégénérées.
On obtient ainsi, dans S*1* S(2), huit hyperplans que I’'on doit
partager en deux groupes de quatre. On en déduit que la variété
M est d’ordre (f) . 9 = 630; nous la désignerons par Mg3o0.

Les points de Mg3 qui représentent les couples de points
formés d’un point de Qx et d’un point de M(2) forment une va-
riété L(, a six dimensions, contenant V@6. De méme les couples
de points formés d’'un point de M(> et d'un point de £i2 sont
représentés par les points d’une variété L(2), a six dimensions.
Il est facile de voir, en considérant les intersections d’une des
variétés L(1), L(2) avec six hyperplans représentant des liaisons
ponctuelles dégénérées, que ces variétés sont d’ordre 12 (6) =180
De plus, ces variétés sont doubles pour la variété Mg30.

On sait que la surface Qx est double pour M(l) et que G2 est
double pour M(2); on en conclut aisément que la variété V{6 est
quadruple pour la variété Mg30.

Soient sx une corde de Qx et s2 une corde de Q2. Les couples
de points de sx, s2, sont représentés dans S3 par les points d’une
quadrique Q appartenant a Mg30, rencontrant Vfé en quatre
points et chacune des variétés L(>, L<) suivant deux droites.

Si en particulier sx est tangente & Ox et s2 a IL, la quadrique
Q est tangente a V@6 et touche chacune des variétés L(1), L()
suivant une droite.

Soient yx une conique de Qx et y2 une conigue de Q2. Les cou-
ples de points de yi( y2 sont représentés par les points d’une
surface du huitieme ordre, F8, appartenant a Vf6. Les couples
de points des plans de yi( y2 sont représentés par les points
d’une variété V| appartenant a Mg30, coupant Vf6 suivant la
surface F8 et chacune des variétés L(I\ L<) suivant des variétés
a trois dimensions, d’ordre six.

Et ainsi de suite.

Liége, le 31 décembre 1948.
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