Remarque sur les tétraédres de Moebius

par LuciEN GODEAUX

Soient A;A,A A, et B,B,BsB, deux tétraédres de Moebius,
inscrits et circonscrits 'un 4 Vautre. La face B,B;B, du second
contient le point A, et la face A,A,A, du premier passe par le
point By, et ainsi de suite.

J. Neuberg (%) a remarqué que si 'on prend 1'un de ces tétra-
édres, par exemple le premier, comme tétraédre de référence,
les équations des faces du second ont pour coefficients les termes
d'un déterminant hémisymétrique. Les équations des faces
du second tétraédre peuvent donc s’écrire

b= Ayp¥y + Ayg¥s + dy¥y = 0,
Po= — a5, + Aag¥y + Agufy = 0,
By == — a13%; — Aga%y +oagx, =0,
Pa 5= — @4%; — Age¥y — A34%3 =0.

Considérons ’homographie H, d’équations
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Les formules inverses sont
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pxy = T AggX g - BouX g — dgg¥ 4,
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PXy == AgaX 4 —— Gy g T+ g%y,
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Py = Ag4X 1 -+ 14X T Ay g

/ ’ ’
Py == QpgX g —— Aya¥ o + d1a¥ 3

() Sur les tétraédrves de Mabius (Mémoires de la Soc. roy. des Sciences
de Liége, 1884, 2¢ série, tome XI). Au sujet des tétracdres de Moebius
on peut consulter nos Legons de Géométrie projective, pp. 223-224 (Liege,
Thone et Paris, Hermann, 1933).




— 15 —

Représentons par Py, B’y B’ P’y les seconds membres des
équations précédentes, de maniére que les équations de H™?
puissent s’écrire
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Les coefficients de B';, B’,, B3, B, sonr les termes d’un déter-
minant hémisymétrique et par conséquent ce sont les faces
d'un tétraédre B';B’,B’;B’, inscrit et circonscrit au tétraédre
AAAA,.

Les sommets du tétraédre B,B,B;B, ont respectivement pour
coordonnées B,(0, ag,, — gy, as3), Bylag, 0, — aqy a43),
Ba(agy, — 14 0, ay5), By(dgs, — ay3, a4, 0) et les sommets du
tétraédre B',B/,B'3B’,, B'((0, a1y, a3, a14), B'o(— 19, 0, ays, ay4),
B's(— ay3, — a5, 0, @gy), B'y(— g, — a5y — a5, 0).

On en conclut que les tétraédres B,B,B,B, et B, B',B';B’,
sont polaires réciproques par rapport a la quadrique

%% 4 %, a2 2,2 =0,

par rappoit a laquelle le tétraédre A A A A, est autopolaire.

St Ty, T, sont deux tétraédres de Moebius, l'inverse de I’ homo-
graphie qui fait corvespondre Ty d T,, fait corvespondre a T, un
tétraédre 1, qui, avec Ty, forme un couple de tétraédre de Moebius.
Les tétraédres T,, T', sont polaires par rapport d une qua-
drique pour laquelle T, est autopolaire.

On peut encore observer que dans le plan x; = 0 par exemple,
la droite x; = 0, B, = 0 est la polaire trilinéaire du point B’;
par rapport au triangle A,A;A, et x, = 0, B', = 0, la polaire
trilinéaire du point B,. .

Les tétraédres B,B,B,B, et B,B’,B’;B’, coincident si l'on a

9 213 14 41

— 34 27 — Qg3

Liége, le 18 janvier 1951.




