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(Seconde note).

Une involution cyclique 1,, d'ordre premierp = 2v + 1, n'ayant
gu un nombre fini de points unis, étant donnée sur une surface
algébrique F, nous fixons l'attention sur un point uni dans le
domaine duquel I’'homographie déterminée par l'involution est
engendrée par

Al = A e0-1p,

ou e est une racine primitive d’ordre p de l'unité. Dans la pre-
miere note (*), nous avons étudié la singularité d’une surface
image O de l'involution au point de diramation correspondant
dans le cas ou le cone tangent a cette surface en ce point se scinde
en deux parties. Dans le cas général, nous avons construit un
systeme linéaire |C, |, appartenant a l'involution, ayant un
point multiple d'ordre Ax + /xI au point uni considéré, les tan-
gentes étant fixes et confondues avec deux droites fixes. On a
Ai -f cqq = p. Si P est un entier positif compris entre 1 et p,
tel que a/l — 1 soit divisible par p, nous avons pj + = kp.
Le cas étudié dans notre premiere note correspond & k = 1. Nous
supposons actuellement k > 1. Dans ces conditions, le cone
tangent a la surface O au point de diramation considéré se scinde
en plus de deux parties.

Projetons O du point de diramation sur un hyperplan de I'es-
pace ambiant et soit OX la surface obtenue. Le domaine du point

(h Bulletin de I’Académie, 1949, pp. 15-30.
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de diramation sur O équivaut a un ensemble de courbes ration-
nelles

Uj, £X) €2, rh, px, p2, ++> Pt- °a,

chacune de ces courbes rencontrant la précédente et la suivante
en un point, mais ne rencontrant pas les autres. Les courbes
plt p2) .... Ptsont de degré virtuel — 2 et représentent les domaines
du second, troisiéme, ... ordre du point de diramation. Nous nous
placons dans le cas ou ces courbes manquent, c’est-a-dire dans

le cas ou les courbes n, aa ont en commun un point simple pour
la surface OV Nous montrons que dans ce cas, on a h= 1. Le

cbne tangent a O au point de diramation se scinde alors en trois
cones. . o '

Dans la note suivante, nous étudierons le cas ou les courbes
Pi, p2 Pt existent effectivement, c'est-a-dire le cas ou le point
commun a r», oa est double pour la surface O! et nous montre-
rons que l'on a encore h = 1. ) _

Nous terminons cette seconde note en traitant rapidement
guelques exemples.

12. Reprenons la surface F contenant une involution lv, cy-
clique d'ordre premier p = 2v + 1 et soit A un point uni isolé
dans le voisinage duquel la transformation birationnelle T de
F en soi, génératrice de l'involution, détermine I'hnomographie

A:pt=A: ealp, (]

e étant une racine primitive d’'ordre p de l'unité.
Désignons par j3 I'entier positif inferieur a p tel que

33 =1, (mod. p),

de telle sorte que I'homographie (1) puisse également se repré-
senter par
A p =e>lA.p,
ol =«
Soit Aj, px la solution en nombres entiers positifs de la con-
gruence

A+ ap=0, (mod. p)
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telle que X! + 7 soit minimum. Les courbes C0 ont en A la mul-
tiplicité Ax -f- /i1, Aj tangentes étant confondues avec la droite
al et ™ avec la droite aa.

Les courbes C' et Ca ont en commun une suite de a— 1 points
fixes, Aal, Aa2, infiniment voisins successifs de A,
dont le premier est sur aa, unis pour l'involution, le dernier
Aa,a-j étant uni parfait. Ces points sont tous multiples d'ordre
Mi pour les courbes CO0.

Supposons que nous ayons

Mi + = kp, k > 1

Les courbes Q et Cx ont en commun une suite de points fixes

1 A12, ..., Aj.p-j, infiniment voisins successifs de A, unis par
I'involution, le dernier étant uni parfait. Un certain nombre
de ces points ont pour les courbes C' une multiplicité inférieure
a Ax, sans quoi les courbes Cx rencontreraient les courbes CY
en plus de p points confondus en A. Sur une courbe C', le point
A est l'origine d’'un certain nombre de branches superlinéaires
passant par un certain nombre de points fixes, infiniment voi-
sins successifs de certains points de la suite An, AL2, ..., Aj,0 2;
ces suites de points fixes, qui sont unis pour I'involution, se ter-
minent par des points unis parfaits. Désignons par Px, P2, ..., PA
ces points et par ig, v2, ..., vh leurs multiplicités pour les courbes
C,. Soiten outre Ax la multiplicité du point pour les mémes
courbes.

Rapportons projectivement les courbes C' aux hyperplans
d'un espace linéaire a r0 — 1 dimensions. Il correspond a la sur-
face h une surface image de l'involution ‘v, dont nous dési-
gnerons les sections hyperplanes par T". Aux domaines des
points unis parfaits Alp~1, Aa., il correspond sur <&l des courbes
rationnelles au aa, respectivement d'ordres Ax, ™

Aux domaines des points unis parfaits Px, P2, ..., Pft sur F
correspondent sur O! des courbes rationnelles ri( r2, ..., rh, res-
pectivement d ordres ig, v2, ..., vh. On peut d’ailleurs,en rempla-
cant éventuellement |C | par un de ses multiples convena-
blement choisi, supposer que les courbes alt oa, ru r2, ..., rh sont
normales.
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13. Appelons r"0 les courbes qui correspondent sur Ol aux
courbes Cj. Elles sont découpées sur la surface par les hyper-
plans passant par un point Ai.

Les courbes C, ont en A la multiplicité A2 + > A + jq.
Si le point A{ n'appartenait pas a la courbe aa, les courbes Cl
auraient en Aa,a™ la multiplicité /q et par conséquent en Aa,a-2
A a3 Aal une multiplicité au moins égale a /q. Mais alors,
les courbes Ca rencontreraient les courbes C en plus de p points
confondus en A, ce qui est impossible. Par conséquent, le point
Ai appartient a la courbe oa

Supposons maintenant que le point Al n appartienne a aucunt
des courbes ol, tx, t2, ..., rh. Alors, les courbes C0 ont la méme
multiplicité que les courbes C0 aux points Ax,p-x, Px, P2, s> P»)
par conséquent, les courbes C0 ont aux points Au, Al2, ..., Ax0_2
des multiplicités au moins égales a celles des courbes C0. Mais
alors, les courbes Cx rencontreraient les courbes Cb en plus de
p points confondus en A, ce qui est impossible. Par conséquent,
le point A( appartient & I'une des courbes cx, ri €2, ..., rh

Le point Ai est au plus double pour la surface 0. En effet,
si nous désignons par O I'image de I'involution I,, dont les sec-
tions hyperplanes F0 correspondent aux courbes C) et par A
le point de diramation de O homologue du point A, la surface O
est projectivement identique a la projection de 0, a partir de
A', sur un hyperplan de l'espace ambiant. Il en resuite que le
cone tangent a O en A', qui peut, par une homographie, étre
amené a coincider avec un cbne projetant d un point extérieur
les courbes <q, ri( r2, ..., rh, 0a a une génératrice double passant
par A(.

Si le point Ai est double pour OU il est équivalent & une suite
de courbes rationnelles.

PL, P> s> Pt

de degré — 2, chacune de ces courbes rencontrant la précédente
et la suivante en un point, mais ne rencontrant pas les autres.
De plus, la courbe pt rencontre aa en un point et la courbe px
rencontre en un point celle des courbes ox. rl: t2, ...,rh qui passe
par le point Ai.
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14.Nous allons supposer que le point A{ appartient a la
courbe av

Comme nous l'avons déja remarqué dans nos travaux anté-
rieurs, on peut supposer que le systéeme |C0| contient des
courbes particuliéres ne passant pas par Pj, P2, PA et ayant
la multiplicité Aj aux points An, Al2 A ces courbes
correspondent sur  des courbes P0 particulieres, rencontrant
(Ti en Ax points, mais ne rencontrant plus les courbes t{( 2, ..., rh.
S'il en était autrement, il suffirait de remplacer le systéme | C |
par le systtme | + PI)C|. Le systeme |C0| serait alors
remplacé par le systéme | (A (- — 1)C0 - C(, | et contiendrait
les courbes AjQ -f j~Ca qui satisfont aux conditions requises.

On obtient les courbes Pa particuliéres envisagées en obli-
geant les courbes r'0 générales a contenir un certain nombre
de fois la courbe al (voir notre mémoire des Annales de I'Ecole
Normale Supérieure, 1948, p. 202 et suiv.).

Cela étant, supposons que la courbe cq passe par le point A(.
Cela signifie que cette courbe rencontre en un point la courbe oa
si A( est simple pour ou la courbe PI, si A( est double
pour OV

Les courbes P( particuliéres envisagées doivent étre découpées
sur par des hyperplans contenant la courbe cq; mais alors,
ces hyperplans passent par le point A{ et les courbes en question
seraient des courbes PO, ce qui est absurde. On en conclut que
le point Aj appartient a I'une des courbes ri( r2, ..., rh

La singularité du point A" pour la surface <P est donc équiva-
lente & un ensemble de courbes rationnelles

TI> €25 eee> Ti~I> °1) Ti, T/}, plt ..., pt, (Ta,

dont chacune rencontre la précédente et la suivante en un point,
mais ne rencontre pas les autres. On a * < h. Le cas ou A( est
simple pour la surface <Pl s’obtient en supposant t = 0.

15. Nous allons supposer en premier lieu t > 1, c’est-a-dire
gue le point Aj est double pour la surface
Nous avons

ro ="0+Tl + -—-+TF-1-|<T1-|-T4-f-..+TA+pl + ...-Fpt+ Oa.
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Supposons en outre i > 1. Les courbes r'0 particuliéres, ren-
contrant la courbe  en Ax points, seront obtenues en faisant
passer les hyperplans par les courbes r2, ..., ri-1 alt rit ..., ta_x;
elles seront donc de la forme

ro—mr — ... — mer, mji — ... Mh-1Th-1

Ecrivons, pour déterminer les entiers m, que les courbes ri(
.... Thne rencontrent pas cette courbe. Observons que les courbes

T1; F2, ..., t*1 ¢ Ti,..., Thont pour degrés virtuels respectivement
— (w+ 1), — 2+ 2), ..., — (rf ! + 2), — (Al + 2),— (< + 2),

(vu + 2). Nous avons

vk—m2 — 0,
V2 + w22 + 2) —m3 = 0,
@
V- —wq_2 + 0TM(vitl + 2) — m = 0.
Vi—m + WIK + 2) — mi+l =0,
@ el mE ) 4+ mh-l(h-l + 2) =0,
=0.

Les valeurs de m fournies par les équations (1) et (2) devront
étre égales.

D’autre part, en exprimant que les courbes r'0 particuliéres
envisagées coupent la courbe ct, en Ax points, on a

Al—mi-I m(A(+ 2) —mj = Ax

Envisageons maintenant les courbes E"0: elles satisfont a
I'’équation fonctionnelle

ro =r0 +« + ... + TJ_J +ol +TF + .+ rh +
2(pi +p2+  + Pt) + aar

Les courbes T" qui rencontrent ol en A? points seront données
par

rf—muarl — ... —m't-jTi-l—m'ol — mir, — ... — r—wm—rft
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Pour déterminer les entiers m*, on opérera comme précédem-
ment. On aura

v—mx — 0,

+ w2(v2 + 2) —m'3 = 0,

Vi-l — m'i-2 + mA(vi-1 + 2) —m' = 0.

vt —m' + mivi +2) — m'i+l = 0,

Vhei — m'h-2 + +2)—1=0,
vh— 1 —Mh-i +Vh + 2 = 0.

Les equations (1) sont les mémes que les équations (1) et
donneront pour m' la méme valeur que celle obtenue pour m.
Au contraire, les équations (2') donneront, pour m', une valeur
distincte de celle obtenue pour m par les équations (2). Or, les
deux valeurs de m' devraient évidemment étre les mémes. L'ab-
surdité a laquelle nous sommes conduit provient du fait que nous
avons supposée i > 1. Nous avons donc i — 1 et, lorsque le point

est double pour <P1} le point A' de O est équivalente a I'en-
semble de courbes

al> TI> 2> eo> Tht Pit see> Pti aa-

Le degré virtuel de ax est — (X[ + 1) et celui de ri; — (vs + 2).

16. Supposons maintenant que A" est simple pour la surface
0j. Si nous projetons de Aj sur un hyperplan de I'espace
ambiant, nous obtenons une surface <2 dont les sections hyper-
planes sont les courbes r"0. Au point A2 correspond sur <P2 une
droite exceptionnelle a et aux courbes rh, aa correspondent des
courbes rh d'ordre vh— 1 et a'a, d'ordre itx — 1. Les courbes
tk, 0'a rencontrent chacune en un point la droite a.

Les courbes F0 particuliéres, rencontrant og en At points,
s'obtiendront comme dans le cas précédent. Quant aux courbes
r'y particuliéres rencontrant Gx en A2 points, elles seront données
par
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r"—rarl— ... —m'i-1Ti-1 — m'al — — ... — mh-=ITh-1,

mais on aura cette fois m'h-1 = vh—1. Un calcul analogue a
celui qui a été fait plus haut montre que les valeurs de m' tirées
des équations analogues aux équations (1) et (2') ne peuvent
étre égales et dans le cas actuel, on doit également avoir i — 1.
On arrive donc aux mémes conclusions que dans le cas précé-
dent.

Il convient d'observer que les courbes ri particuliéres envi-
sagées, rencontrent la droite a en un point. Parmi les courbes
ri il existe également des courbes particuliéres rencontrant
aa en fj2 points. Ces courbes sont données par

ri
0 J—
elles ne rencontrent plus la droite s et on a fij = 2p.x + 1. On
en conclut A2 = 2At —a.

17. Nous allons poursuivre I'étude de I'involution Ij, dans le
cas ou le point Aj est simple pour la surface <PV Nous venons
de voir que l'on a alors

N =2A—a nm= +1

Les courbes C) ont en A ”? tangentes confondues avec aa,
par conséquent sur chacune de ces courbes, le point A sera ! ori-
gine d’'une branche superlinéaire passant par un certain nombre
de points Aai, Aa2, ..., puis, par un certain nombre de points fixes,
unis pour P'involution, infiniment voisins successifs du dernier
des points de la suite Aai, Aa2, ... appartenant & la branche
considérée. Le dernier de ces points est uni parfait pour ! involu-
tion, il est simple pour les courbes C, et a son domaine corres-
pond, sur la surface O2, la droite exceptionnelle a.

On a A < aetAs <A, ce qui se justifie par le fait que le
point P,, a la multiplicité vh — 1 pour les courbes C0 et la mul-
tiplicité vh pour les courbes CO.

Les courbes ro satisfont a la relation fonctionnelle

N=K+°1+TIL+T2+ +rh+ 0a
et on
ri= —a
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On doit d’ailleurs avoir
- N> et — 1.

Envisageons les courbes C"0 et les courbes r™0 qui leur cor-
respondent sur les surfaces (P! ou <P2. Sur cette derniére surface,
les courbes F"f sont découpées par les hyperplans passant par
un point A2. Comme les courbes C'0 ont en A une multiplicité
supérieure a celles des courbes Cé et qu'elles doivent, comme
celles-ci, étre rencontrées en p points confondus en A par les
courbes Cx, ces courbes C, ne peuvent avoir, en tous les points
An, A12, ... le méme comportement que les courbes Cj. Il faut
donc que le point A? appartienne a la courbe rf.

Le point A2 ne peut appartenir a la courbe aa D’autre part,
pour la méme raison que ci-dessus, les courbes C") ne peuvent
avoir le méme comportement que les courbes C0 en tous les
points Aal, Aa2, ... ; il faut donc que les courbes C'l cessent
de passer par le point de F représenté par la droite exception-
nelle a. En d'autres termes, les courbes F"0 ne peuvent rencon-
trer a en un point variable et le point A2 appartient a a.

De tout ceci, il résulte que sur la surface <Plt les courbes T7,
sont découpées par les hyperplans tangents en A[ a la courbe
Th-

Parmi les courbes r,, , il en est qui rencontrent la courbe
aa en p.a points. Elles sont données par r'ff — 2cra et par con-
séquent, on a

P3 = 3lai + 2.

On en déduit

A3 = 3A] — 2a.

On peut répéter le raisonnement précédent. Parmi les systemes
[Cq], |Cq ] ..., on trouvera des systemes dont les courbes
correspondantes sur <Pl seront découpées par les hyperplans
ayant un contact d’ordre i — 1 avec la courbe rh au point Ax
Ces courbes correspondent aux valeurs

A=+ DAl—ta, fi=(t+ fil +1i. )]

On aura dailleurs i < vh, valeur qui correspond aux sections
de <Pl par les hyperplans ayant un contact d’ordre vh — 1 avec
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rh et qui, par conséquent, ne rencontrent plus cette courbe en
des points variables.

Appelons les courbes qui correspondent aux valeurs (1)
de A p et rl*) les courbes qui leur correspondent sur <PL Ces
derniéres courbes rencontrent ol, tl, ..., rh-1, rh respectivement
en A{ vit ...,vh-1,vh — f points et oa en ™~ — 1 points. Les courbes

ont en A la multiplicité

(i+ DA +W) i@ 2

certainement positive, puisque Aj + pj > ax
Observons que la suite des systémes obtenus pour i — 1, 2, ...,
vh ne donne pas nécessairement la suite | C0 |, | CO |, .... En effet,

A=A+a fl=ck 1
est une solution de la congruence
A+ afi =0, (mod. p)

et il peut se faire que les courbes correspondantes sur F aient en A
une multiplicité inférieure a celle des courbes O*K Cela se
produit si I'on a

*A +Pi) > ¢+ D@

Il se peut aussi que le systeme correspondant a la solution
A = 2AY fi = 2fil se place avant le systéme donné par la solu-
tion (1), si I'on a

i — 2)(AX + fij) > i(a— 1).

11 se place cependant toujours apres le systeme correspondant
a A=A +a fi=fix—1L

Nous verrons plus loin des exemples ou ces particularités se
présentent.

18.Retournons au systéme | r'g| et envisageons les multi-
plicités des points An, AL2, ..., pour ces courbes. Les x!
premiers points sont multiples d’ordre ylt les x2 suivante multiples
d’ordre y2,..., les xt suivants multiples d’ordre y{, les x0derniers
multiples d'ordre Aj. On a
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% +*2+ +xt+x0=8—1,
*&i + Fyy« + eee + + *0Al = P — [K + mi).
Ai>yl >ya > .. >y > Al
Pour les courbes r'0, ou tout au moins pour les courbes qui
correspondent aux valeurs A =2Al —alt p = 2pi + 1 si Al
+ Mi > 2(a — 1), les multiplicités yi( y2, .... y,- diminuent au
moins en partie. Si y[, y2, ..., y) sont ces multiplicités, on a
*Vi + xy? Xty'i  *0A{ = p—2(AX + mi) + (@ —1).
Si nous posons
Si=yi—yi, 2 =yl—y2 e, =y-—Vi
nous avons
%8! + *28) + ... + =A+M—(@—1). @)

On vérifie aisément que lorsque lI'on passe du systeme qui
correspond aux valeurs A = (j + 1)A, —ja, m = (j + DA + |,
au systéme qui correspond aux valeurs A = (/ + 2)At — (j -\- I)a,
M= + 2mi + ) + 1 les multiplicités de ces systémes aux
x! + x2 + ... + xt points considérés, diminuent de 8" S2, ..., 8
unités. En particulier, les courbes du systeme qui correspond a

A=K + 1)Al—vha, m = K + )Mi + vh,
ont les multiplicités

Yi—VA< y>—vh%2, mm, Vi—Vh™, Ai

respectivement aux x! points, aux x2 points,..., aux xt points,

aux X0 points que l'on rencontre successivement dans la suite
An, A2, ...

Les courbes EI* qui correspondent aux valeurs
A=K+ 2Aj—(h+ Da,m= (vh + 2)mi + +1

sont découpées sur O par les hyperplans qui contiennent la courbe

rh ; elles rencontrent cette courbe en 2(vh + 1) points et ne ren-

contrent plus la courbe rh-x qu’en rA j— 1 points variables.
Considérons les courbes qui correspondent aux valeurs

A=K +2+)A— W+ 1 +j)a m=C*+2+/)mi+Vvf + 1 + |
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et les courbes qui correspondent aux valeurs
A —ivh + 3 + ?)AL— (vh + 2 -f i)a, n=(Vh-\-3-\-j)ii.l-\-vh + 2 + 7,

Les premieres rencontrent la courbe rh xenvh-1—j— 1 points
variables et les secondes rencontrent la méme courbe en vh-1 —
Jj— 2 points variables.

Si I'on répéte le raisonnement précédent, on voit que les secondes
courbes ont aux x! -j- x2 ~h m + Xx( points considérés, des mul-
tiplicités diminuées de S(, §2, +. K unités par rapport aux
multiplicités des premiéres, et que l'on a

U+ e+ = A+ Pi— (a—1). )

Mais alors, les courbes Fi* ont, aux mémes points, les multi-
plicités
yi + (vh ~t~ 2)8! — 81( ..., y* -f- (vh -j- 2)8* — 8.

Cela provient en effet de la variation des multiplicités des
points Pft, PA ! pour les courbes correspondantes sur F.

On doit avoir, puisque les courbes Cx coupent les courbes C,,
homologues des courbes FI* en p points confondus en A,

Vi+ (vn+ 28*—8 <y (i=1 2 .. i),

ce qui est impossible en vertu des relations (1) et (2).

On en conclut que les x0 derniers des points An, Al2, ..., Alp~1
ne peuvent plus avoir pour les courbes Fi* la multiplicité A),
mais ont une multiplicité inférieure. Cela signifie que les courbes
Pq rencontrent la courbe  en moins de A[ points, ou encore
que rh rencontre la courbe av On a par conséquent h = 1.

Dans les conditions ot nous nous sommes placé, le cone tangent
a la surface ¢ au point de diramation A' se décompose donc en
trois cones.

D’apres ce qui précede, nous avons donc, sur la surface &It

ro=-%0"-°i +Ti+ °a-

Les courbes r'0 particuliéres, rencontrent c¢q en At points
sont données par r0—qcg. On a donc

Al = A+ ri(AL + 1).
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19. Nous allons maintenant montrer, par quelques exemples,
les divers cas qui peuvent se présenter (n° 17).

Considérons en premier lieu une involution cyclique d’ordre
p = 61 et supposons a =9, d'ou /? = 34. On a

A=7 fiq=6, /q+ A =4 x 61

Les courbes C3 ont la multiplicité 13 en A, deux points An,
AL2 multiples d'ordre 7, un point A3 multiple d'ordre 4, 30
points AL}, Alj5, ..., A1)33 simples et huit points Aai, Aa2, ....
Aa,a—i multiples d’ordre 6. Au point Al)3 est infiniment voisin
un point A13)L triple pour les courbes C# (c’'est le point Px
considéré plus haut).

Sur la surface &lt la singularité de O en A' est équivalente a
trois courbes : o-1; d’ordre un, g, d’ordre trois et cra, d’ordre six.
Nous désignerons par A( le point commun a rl( aa et par B'le
point commun a la droite cq et & g. Nous avons A( = 1.

Les courbes C3 sont données par A2 = 5, /22 = 13. Les courbes
C'6 passent 18 fois par A, 5 fois par Au, Al2, 3 fois par Al)3) une
fois par Al)4, ..., AD33, 2 fois par Al(3,i, 8 fois par Aal, 5 fois par
Aa2, ..., Aa,3 trois fois par un point Aa,l(l infiniment voisin de
Acj, 2 fois par un point Aa,l)2 infiniment voisin de Aaxx, une
fois par deux points Aa,i,2)l, Aa)L,2>lll, infiniment voisins suc-
cessifs de Aa)l,2

Sur Olt les courbes r'0 sont découpées par les hyperplans
passant par A).

On a A3 = 16, /x3 = 5. Les courbes C3 ont les multiplicités
21 en A, 5en An, 3 en Al2 2 en Al3 1en AP4, ..., Al)33 1en
Ai3)1 5en Aal, Aa,8 Elles passent en outre 2 fois par cing
points Ax.j.x, Al(l2 ..., AlL5 infiniment voisins successifs de
Aj.x, une fois par deux points A>1)6, Ax,x,6x infiniment voisins
successifs de Axx,5.

Les courbes sont découpées sur Of par les hyperplans
touchant rl en A(

On a ensuite A = 3, p4 = 20. Les courbes C(4) passent 23
fois par A, 3 fois par An, Ax2, 2 fois par Ax3, une fois par Ax4,
oy AD3 Ax3x 10 fois par Aax, 4 fois par Aa,, ..., Aagb 6
fois par Aaxyx, 4 fois par Aax,2, deux fois par Aa,i,2,i, A0x,2,ix
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Lucien Godeaux. — Sur les points de

Les courbes F” sont découpées sur O, par les hyperplans
touchant la surface en A).

Les courbes )5 sont données par A5 = 14, p5 = 12 ; elles pas-
sent 26 fois par A, 3 fois par An, une fois par A12,  Al)33, deux
fois par ALY, Al1)1)5, une fois par Alil)% AL, 7 fois par
Aa)l, 4 fois par Aa,) Aa,8, 3 fois par Aa)l)l, 2 fois par Aljl)2
et une fois par AN, ANNA. Les courbes /26) sont découpées
sur O, par les hyperplans touchant la surface en A( et osculant
t! en ce point.

Les courbes C%) sont données par A6 = 1, p6 = 27. Elles pas-
sent 28 fois par A, une fois par An, ..., Al)33, 5 fois par Aal, 4
fois par A0>2, ..., Aa$8, une fois par une suite de 22 points
Aal)2 ..., Aal) ..., Aa,1)22 infiniment voisins successifs de Aa,,.
Les courbes 7/8) sont découpées par les hyperplans tangents a Ot
en Al, osculant rl en ce point ; elles sont en plus tangentes a aa
en A{

Enfin, les courbes CVl) sont données par A, = 25, fil — 4. Elles
passent 29 fois par A, 14 fois par Au, 12 fois par Al2, 6 fois par
AL} et par AL3)L, deux fois par Alll(1, ..., Aj,™, une fois par
Al))6 et par Aj.j.ej, enfin 4 fois par A0 Aas. Les courbes
rtfi sont découpées sur L>! par les hyperplans contenant la courbe
tj. Ce sont les courbes F* considérées plus haut.

20. Le second exemple que nous considérerons est celui d'une
involution d’ordre p = 61, ou I'on a a = 8 et par suite = 23.

Nous avons =5, fux = 7. Sur la surface Ol le point de dira-
mation A' de O est équivalent & I'ensemble d’'une conique a,
(Ai = 2), d'une droite ri{vl = 1) et d'une courbe oa d’ordre
sept.

Les courbes 1" sont découpées sur Or par les hyperplans pas-
sant par le point A{ commun & rl et & cra(A? = 2, p? = 15).

Les courbes r,, (A3 = 13, /x3 = 1) sont découpées par les hy-
perplans passant par la droite Tj; elles rencontrent celle-ci en
quatre points variables et ne rencontrent plus at qu’en un point.

Les courbes rN (A, = 10, — 14) sont découpées sur O,
par les hyperplans contenant la droite Tj et touchant la courbe
aa en A{.

Envisageons maintenant un troisieme exemple ; celui d'une
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diramation isolés des surfaces multiples

involution d'ordre p = 41, ou I'on a a = 11 et par conséquent
O= 15.

On a Al = 8, jig = 3. Sur la surface Olt le point de diramation
A' de O est équivalent & I'ensemble d’une conique arl, d’'une co-
nique Tj et d’'une cubique gauche aa

Les courbe; To6 (A2 = 5, /z22 = T7) sont découpées sur Ol par les
hypeiplans passant par le point A( commun a rl( aa

Les courbes r,, (As = 2, /xi = 11) sont découpées sur O par
les hyperplans touchant la conique r, en A).

Les courbes JM)(A4 = 19, [z4 = 2) sont découpées sur Ol par
les hyperplans contenant la conique tv Elles rencontrent celle-ci
en six points variables.

Liége, le 21 mars 1949.
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