SUR UNE SURFACE CANONIQUE D’IRREGULARITE 1;

Par M. Lucien GODEAUX
(Liége).

Dans différentes Notes, nous avons cherché a construire des
surfaces irréguliéres représentant des involutions appartenant aux
surfaces qui représentent les couples de points non ordonnés de
courbes algébriques (4). L’étude suivante rentre dans cet ordre
de recherches et concerne un cas particulier qui nous semble
digne d’intérét. Nous construisons :

Une surface d'ordre 24, de I'espace ordinaire, de genres
Pg=4, Pa= 3, p«>=25

dont les sections planes forment le systeme canonique. La sur-
face est d’irrégularité q =pg—pa— ! et contient un faisceau
elliptique de courbes d'ordre 6 et de genre 4-

1. Considérons, dans S4, I'hnomographie H de période 3,

XO_x'i _ x\ _ x\ _x\
Xf, £#1 i2Wk

ou £ est une racine cubique primitive de I'unité.

Une hyperquadrique Q de S* est transformée par H et par H3
en des hyperquadriques Q’, Q"; les trois hyperquadriques Q, Q',
Q" ont en général en commun une courbe L d'ordre 8 et de
genre 5.

Posons

o1 s (XqXg -4- CIVAXiX-¥- ai/ . X\ x? XXz H- XX,
¢2=~ xaa,(xh Xi) -4 (32(@a73, Xi),
¢5= aioPila;», #*)-+-<Xj@?, *2),

(m) Bulletin de I'Académie de Belgique, 1935 p. 674-680; 1943, p. 408-422 ;
815-822; 1944, P- n-18; 1945, p. 9-16; 1946, p. 443-456.
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ou a,, a2 (34, )2 sont des formes algébriques binaires dont le
degré est indiqué par I'indice.
Ces hyperquadriques Q, Q', Q" ont pour équations

?3 =0,
Cj -4-ecp2 -h £2¢p3 = o,

pi-f- £2%2**%ep3 — o
et par conséquent on peut prendre, pour équations de la courbe L,
?1=0, ?2=0, ?3=0.
Nous supposerons, pour simplifier,
«2O1, Xi) = «ifEiz!, ros, X) = bix™x",

Les axes ponctuels de I’homographie H sont le point
O0( 1, o, 0, 0, 0) et les droites

O, o2(;ro= X,=— XU~ o), o30too= Xt = Xi— 0).

La courbe L ne passe pas par le point O0, mais s’appuie en deux
points, sur chacune des droites O, 02, O304. En donnant a «a, |3
les formes particuliéres indiquées plus haut, nous fixons les points
d’appui de L sur les droites O( O2 en O(, O2 et sur la droite O3 O!
en O3, O,,.

L’homographie H détermine sur la courbe L une involution
d’ordre 3, yj, présentant quatre points unis O,, 02, 03, Of et
par conséquent, en appliquant la formule de Zeuthen, on voit que
cette involution est elliptique. Nous désignerons par L' la courbe
image de cette involution.

2. Appelons F la surface qui représente les couples de points
non ordonnés de la courbe L. Nous prendrons, comme modéle
projectif de la surface L, celui quia été construit par M. Severi(a).
Considérons la variété de Grassman Wjj de S9 qui représente les
droites de I'espace S4. Aux cordes de L correspondent sur W® les
points du modele projectif de la surface F construit parM. Severi.
C’est une surface d’ordre > dont les sections hyperplanes sont
les courbes canoniques C. Cette surface a les genres

Pg=10 Pa=s5  »um=r7s.

(J) Atti della Accad. di Torino, t. 38, 1902-1903, p. 119.
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Soit P un point de F, représentant deux points P,, Pa de L.
Soient P'|S P', les points que H fait correspondre a P(, P2 et P' le
point de F qui représente le couple P', Pl. Le point P' dépend
rationnellement de P et réciproquement. Il existe donc une trans-
formation birationnelle T de F en soi, faisant passer de P a P'.
Celte transformation est, par construction de période 3 et engendre
sur F une involution I:t, d’ordre 3.

Le systeme canonique |C| de F est transformé en lui-méme
par T, donc cette transformation est déterminée sur F par une
homographie de période 3 de I'espace S9, homographie que nous
désignerons également par T.

Les points unis de I'involution 13 sont :

i° Les six points A)2j A,3, ..., All, qui représentent les couples
de points 0,04, O,0., .. 030t c'est-a-dire qui représentent
les cordes Ot 02, O, O-, .. ., O304, de la courbe L.

2° Les quatre points A,,, A22, A33, A*., qui représentent les
couples de points formés des points Oi, 02, O3, 04 comptés
chacun deux fois, c'est-a-dire qui représentent les tangentes a la
courbe L aux points Ot, 02, O3, O4.

On sait (3) que les points unis d’une involution d’ordre 3
peuvent étre de deux sortes :

i° Les points unis parfaits. Dans le domaine du premier ordre
d’un tel point, la transformation T donne la transformation iden-
tique, c’est-a-dire transforme en soi chaque tangente a la surface F
au point considéré.

2U Les points unis non parfaits. Dans le domaine du premier
ordre d’un tel point, la transformation T engendre une involution
du troisiéme ordre possédant deux points unis, c’est-a-dire déter-
mine une involution du troisieme ordre dans le faisceau des tan-
gentes en ce point a la surface F.

Nous allons déterminer la nature des dix point» unis de I'invo-
lution 13

3. Commencons par le point uni Al2, qui représente la corde

(3) Voir notre exposé sur Les involutions cycliques appartenant a une sur
face algébrique (Actual. Scient, et Ind., n° 275, Paris, Hermann, jg35).
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O,, 02, axe de I’'hnomographie H. Rappelons qu’une courbe cano-
nique C de F représente les cordes de L appartenant a un complexe
linéaire de droites de S4.

Appelons R, 12 les tangentes a L aux points CR, O2. Ces droites
sont unies pour I’homographie H. Observons que d’apreés I'inter-
prétation de la formule de Zeuthen due a M. Castelnuovo, I’hyper-
plan uni O,020304 doit toucher la courbe L aux points O(, O2,
03, O4. Par conséquent, les droites R, R appartiennent a cet
espace et s’appuient, en des points distincts de O3, O,, sur la
droite O304

Soient P un point de CRO? et rs le plan PCR,CR. Les droites
de S! s’appuyant sur et forment un complexe linéaire, transformé
en lui-méme par Il. Par conséquent, la réglée des cordes de L
s'appuyant sur ro est transformée en elle-méme par Il ; elle contient
la droite OiO2, unie pour H et par conséquent, la droite de la
réglée infiniment voisine de CR CR est nécessairement unie pour H.
La courbe C qui correspond a cette réglée passe par le point uni
AJ? et le point de cette courbe, infiniment voisin de Al2, est uni
pour 13.

Faisons varier le point P sur la droite CR CR. La corde de L
située sur la réglée correspondante est unie pour H etvarie avec P.
On voit donc qu’il y a une infinité de cordes de L, infiniment
voisines de CR CR, unies pour H. Ce sont d’ailleurs les droites
infiniment voisines de O, O? s’appuyant sur les tangentes t,, t2.
Il en résulte que les points de I' infiniment voisins de Al2 sont
unis pour R. En d’autres termes, le point A(2 est uni parfait pour
I'involution 13,

Il en est de méme du point A34.

4. Considérons maintenant le point A)3, qui représente la
droite O, O3. Soit P un point de cette droite distinct de CR, O3.
AP, H et H? font correspondre des points P’, Pff situés sur la
méme droite et les trois points P, P', P" sont distincts. Au plan
ra = P0204, H fait correspondre le plan nr'=P'CRCR et H? le
plan rs" = P"CR O4. Par conséquent, a la réglée R des cordes de L
s'appuyant sur nr, H fait correspondre la réglée H' des cordes de L
s'appuyant sur nf et H2 la réglée H" des cordes de L s’appuyant
sur ti". Ces trois réglées contiennent la droite OtO2
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Si la droite de R, infiniment voisine de CR O3 était unie pour H,
elle devrait également appartenir a R' et a R". En d’autres termes,
la droite infiniment voisine de CR CR s’appuyant sur ns, devrait
également s’appuyer sur les plans ns', ns", ce qui est impossible
puisque ces plans sont distincts.

TI existe donc des points de F, infiniment voisins de Al3, qui
ne sont pas unis pour I3 et ce point est donc uni non parfait pour
cette involution.

Observons que les cordes de L, infiniment voisines de CR CR,
s’appuyant soit sur le plan uni CRCRCR, soit sur le plan uni
O3CRCR, sont unies pour H; elles donnent sur F les deux points
unis de 13 infiniment voisins de ALl

Le fait que le point Al3 est uni non parfait pour I3 peut d’ailleurs
encore s’établir de la maniére suivante :

Les cordes de L infiniment voisines de CR O3 s’appuyent sur les
tangentes tl, 3 a L en CR, O3; elles appartiennent donc a I'espace
CRCRCRCR, puisque R s’appuie sur CRCR.

Dans cet espace, prenons comme tétraédre de référence celui
qui a pour sommets les points Ot, O3, le point O', ou 83 rencontre
CRCR et le point 0'f ou f, rencontre CL (R. Si pu sont les coor-
données radiales des droites de cet espace, on a

P\T _ Pia __Pii _ps plil p'as
P12 Pis P P2 Psi Sps4

Interprétons les pu comme coordonnées des points de I’espace
a 5 dimensions. A la congruence lieu des droites s’appuyant sur
ti— CRO' et 12 = Ci O',, correspond la quadrique

Pi%= o, Nl.= o, pnpn-h pnpu= o.

Le plan tangent a cette quadrique en O13 estp/,i— o et dans ce
plan tangent, H détermine I’'hnomographie

P\1 P\.  Pui_
Z-pw Pii zZpu

Le point O',j est donc uni non parfait.
De méme que Al3, les points Ai,, A23, A2t sont unis non
parfaits pour I'involution 13,

5. 1l ngms reste a examiner les points A)t, A22, A33, A**,
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Considérons la tangente ™ a L en Oi, droite qui est représentée
par le point A£l. Rappelons que cette droite s’appuie en un point
O14 sur la droite O304. Soient P un point de tiy distinct de CR,
O' et P', P" les points que H et H? lui font correspondre, cj, nr,
e~ les plans PO;04, P'CCO,, P'020,,. Comme dans le cas
précédent, on voit que si la corde de L infiniment voisine de R et
s'appuyant sur e est unie pour H, cette corde doit également
S'appuyer sur e et sur e, ce qui est impossible. Il en résulte que
le point Au est uni non parfait pour I'involution 13

Observons que les droites infiniment voisines de  s’appuyant
soit sur le plan uni Oi0,,04, soit sur le plan uni OoCROa, sont
unies, pour H. 11 leur correspond, sur F, les deux points unis
de Li infiniment voisins de Au.

De méme, les points A22, A33, Al4 sont unis non parfaits pour
I'involution 13,

6. L’involution 13 possede donc deux points unis parfaits et
huit points unis non parfaits. Soit F' une surface image de I’invo-
lution 13. Entre les genres arithmétiques p,, de F et celuip'a de F’,
nous avons la relation (4).

12(pa-hi)=36(/>a-t-i) —4«—8(3

oit of est le nombre des points unis parfaits et (3 celui des points
unis non parfaits de 13. Actuellement, on a pa= 5, « =2, 3 = 8,

Entre les genres linéairesplll de F etp*{’] de F', on a la relation
>()—1=3(>'C)—1) -t a,
d’ou
//0U1 = 25.

7. Le systéme canonique jC| de F, transformé en lui-méme
par T, contient trois systémes linéaires partiels |CO|, |Cj |, | C2
appartenant a l'iuvolution 13, La détermination de ces systémes
revient a celle des axes ponctuels de I’homographie T de S8.

Dans S.s, les droites unies pour H appartiennent a irois caté-
gories :(*)

(*) Les involutions cycliques (loc cit.).
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i° droites s’appuyant sur les droites Oi 02, O30, ;
2° droites passant par OO0, s’appuyant sur OtO? et droite O304;
3° droites passant parO0, s’appuyant sur O304 et droite CR O2.

Aux droites de la premiére catégorie correspondent des points
d’un axe ponctuel 0 de T, de dimension r0™3, contenant les
huit points unis non parfaits de 13.

Aux droites de la seconde catégorie, correspondent des points
d’un axe ponctuel 7t de T, de dimension r1-™2, contenant le
point A3/l, uni parfait.

Enfin, aux droites de la troisieme catégorie, correspondent des
points du troisieme axe ponctuel de T, , de dimension r2°2,
contenant le point uni parfait Ai3.

D’aprés la théorie des homographies, on a

loH-ri-4- r2-H 3 = 10,
d’ou
i =3, rn=nr -2

Les hyperplans qui passent par <l, c¢2 découpent sur F le
systeme |CO|, ceux qui passent par 02, 0, le systtme | Ci| et
enfin ceux qui passent par <0, le systeme |C> |

Nous avons établi que le systétme canonique de F' avait pour
transformé sur F un systétme ayant pour points-base les points
unis parfaits de I, (5). Par conséquent, le systeme canonique | C'|
de F' a pour transformé le systeme jC( |, de dimension 3. Le
genre géométrique de F' est donc p'g — 4-

Rapportons projectivement les courbes Cn aux plans d’un espace
linéaire S3 a trois dimensions. A la surface F correspond le
modele projectif de la surface F' dont les sections planes sont les
courbes canoniques C'. Cette surface est d’ordre 24.

Aux points Al2, A;u, qui sont les points-base simples de | C« |
correspondent sur F' des droites de degré — 3.

Aux huit points unis non parfaits de I) correspondent sur F'
des points doubles biplanaires ordinaires.

8La surface F' ayant Il'irrégularitt g=pg—pa”=1 doit
contenir un faisceau elliptique de courbes. Nous allons construire
ce faisceau.

(5) Les involutions cycliques (loc. cil.).
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Considérons, sur la courbe elliptique L', une série g\ et la
série g\. qui lui correspond sur L. Aux couples de points d’un
groupe de cette derniére série correspondent sur F quinze points
qui se partagent en deux catégories. La premiére comprend les
six points images des couples de points de, L appartenant & un
méme groupe de yj. La seconde catégorie comprend les points
images des couples de points de L appartenant a deux groupes
distincts de y'3. Lorsque le groupe varie dans la série gJ, les points
de la premiére catégorie varient sur une courbe K, les points de
la seconde catégorie varient sur une courbe T, sur laquelle ils
engendrent une série g\.

Voyons quels sont les points multiples de cette série. lls sont
de deux sortes : ceux qui proviennent des points unis de la
série y' et ceux qui proviennent des points unis de la série g\
de L'. Les points unis de y,’ sont au nombre de quatre; on a en
correspondance quatre groupes de la série g\ formés de trois points
simples et de trois points doubles. Si tl est le genre de T, on a donc

2(9 + E—i) = 24 -M2 = 36.

On en déduit n = 10.

La courbe T est donc de genre 10. Aux 00/ séries gJ de U cor-
respondent oo’ courbes T et ces courbes forment un faisceau. En
effet, a un point P de F correspondent deux points Pj, P, de L
qui déterminent deux groupes de yj. A ces groupes correspondent
deux points de L', qui déterminent une et une seule g\. Par P
passe donc une seule courbe T. D’autre part, les oot sériesg[ del’
tonnent une variété elliptique, birationnellement identique a L',
donc les courbes T forment sur F un faisceau elliptique j T j,

Par construction, les courbes T appartiennent a I'involution I3
et il leur correspond sur F' des courbes F formant un faisceau
elliptique j F }.

A un groupe de la série g'6 considérée tant6t sur L correspondent
sur F' trois poinls de la courbe F homologue et ces points
engendrent sur cette courbe F une série g\. On déduit facilement
de ce qui a été obtenu plus haut que cette série posséde quatre
points triples et quatre points doubles. Si n' est le genre de la

courbe F', on a
2(3-4- t"— 1) =8 + 4 = 12}
dou 7t'=4-



Voyons maintenant quel est, sur la surface F', l'ordre des
courbes T', c’est-a-dire le nombre de leurs points de rencontre
avec les courbes C'. Recherchons en premier lieu le nombre des
points de rencontre d’une courbe T avec une courbe C sur la sur-
face F. A la courbe G correspond sur L une série gl canonique et
a la courbe T une série gf.. Ces deux séries ont en commun,
d’apres la formule de Schubert, 30 couples de points. Mais il faut
en défalquer les 11 couples de points communs aux sériesy’ et gl,
qui donnent des points d’intersection des courbes C et K; on en
conclut que les courbes F rencontrent les courbes C en 18 points.
Si en particulier la courbe C est une courbe GO0, ces 18 points
forment nécessairement six groupes de I3 et les courbes T' ren-
contrent donc les courbes C' en six points.

Les courbes T' sont d’ordre 6 et de genre 4; elles forment sur F
un faisceau elliptique { T'j.

9. Nous terminerons par une remarque. Soit ** la surface qui
représente les couples de points non ordonnés de la courbe ellip-
tique L'. On sait que D est birationnellemenl identique a une
réglée elliptique, les génératrices rectilignes correspondant aux
00* séries gl appartenant a la courbe L'

A un point de <* correspondent deux points de L'; a ces deux
points correspondent sur L deux groupes de la série yj. Aux
couples de points formés d’un point de chacun de ces deux
groupes, correspondent neuf points de la surface F. Ces neuf
points engendrent une involution J9 d’ordre g et tout groupe de
cette involution est formé de trois groupes de I'involution It
A TI'involution J9 correspond sur F' une involution J, d’ordre 3,
dont < est la surface image.

L’involulion J9 n’est pas cyclique et posséde une courbe unie :
la courbe qui représente les couples de points appartenant a un
méme groupe de yj, courbe que nous avons désignée par K.
Désignons par K., la courbe de F qui représente les couples de
points confondus de L. 11 existe oo! groupes de J9 formés de trois
points de K0 et de trois points, unis pour J9, de la courbe K.
Chacun de ces groupes de trois points appartient d’ailleurs a
I'involulion 13.

Soient K' et KO les courbes qui correspondent, sur F', aux
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courbes K et KO. L’involution Jl a K' comme courbe unie et il
existe ool groupes de cette involution formée d’un point de K'0 et
d’un point, uni, de K'. A I'ensemble des courbes K, K'0 corres-
pond sur la courbe elliptique image des couples de points
confondus de L' Il en résulte que les courbes K/, K't sont ellip-
tiques et les courbes K, K0 de genre 5. Sur la surface F',
d’ordre 24, de S, les courbes K', K'0 sont respectivement d’ordres
4 et 8.

Les courbes T de F appartiennent a I'involution J9 et les
courbes F de F' a I'involution J;,; elles correspondent aux droites
de la surface réglée <*

(Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques,
g* série, t. LXXI, janvier-février 197.)



