SUR UNE SUITE DE QUADRIQUES ASSOCIEE A UNE
CONGRUENCE w*

par Lucien Godeaux.

Dans une note récente, M. Chenkuo Pa ! a cherché a donner une nouvelle
définition de la suite de quadriques que nous avons attachée a tout point non
parabolique d’une surface;? il a ensuite indiqué que I'on pouvait de méme
attacher une suite de quadriques a toute droite d’une congruence W. C'est
ce que nous avons fait voici déja quelques années 3 et nous voudrions indiquer
brievement les résultats auxquels nous sommes parvenus.

1. Soit (x) une surface rapportée a ses asymptotiques u, v. Désignons
par Q ! hyperquadrique de Klein, appartenant a un espace linéaire S-0, a cing
dimensions, qui représente les droites de I'espace, par U, V les points de Q
qui représentent respectivement les tangentes en un point x de (x) a la
ligne u (sur laquelle u varie) et a la ligne v passant par ce point, Tzitzeica 4
et M. Bompiani ° ont montré que les points U, V sont les transformés de
Laplace I'un de l'autre. Us appartiennent donc a une suite de Laplace

O UL, UL UV R e Ve

chaque point étant le transformé du précédent dans le sens des u. Cette
suite este autopolaire par rapport a Q ; le point TJ,, par exemple, est le pdle de
L hyperplan 1 b-2F,_jF,i ,*1T U en résulte que les plans T7nf7n+,C7,+2 et
VnV,,+1Vi+2 sont conjugués par rapport a Q; ils coupent cette hyperquadrique
suivant deux coniques qui représentent les deux séries réglées d’une quadrique

Pour ii=10,1,2,+ + -, on obtient la suite de quadriques que nous avons
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attachée au point x de la surface, la premiére quadrique étant la quadrique
de Lie. Deux quadriques consécutives de la suite se touchent en quatre
points qui sont caractéristiques pour les deux quadriques.

La section de Q par I'hyperplan * n-2.Vn-\VnVn+iVn+2 représente un
complexe linéaire et les coordonnées du pdle Un de I'hyperplan par rapport
a Q sont les coefficients de I'équation de ce complexe en coordonnées de droites.
On obtient donc une suite de complexes linéaires qui se succédent dans une
suite de Laplace. On peut facilement, au moyen de cette suite de complexes,
definir la suite de quadriques <, Sq, 452,+ + =, sans passer par I’espace Sb.

2. Soient j une droite engendrant une congruence W :(j) et (x), (X)
les surfaces focales de cette congruence. Les asymptotiques u, v se corre-
spondent sur les surfaces (x), (x) et nous attacherons a la surface (a;) la
suite le Laplace (1), a la surface (x) la suite de Laplace analogue
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Les droites UV, UY se coupent en un point J, représentant sur Q la
droite j de (j) et on sait (Darhoux) que le point J décrit un réseau conjugué
aux congruences de droites UV, UY. Le point J appartient donc a une
suite de Laplace
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inscrite dans les suites (1) et (2). D'une maniére précise, le point J,,, par
exemple, est le point d'intersection des droites Un-iUn et Un-iUn.

Les droites UtT, VY se coupent en un point P qui est le pdle par
rapport a Q de I'hyperplan JUi-U-iJ-i- Le point P appartient a une suite
de Laplace
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polaire de la suite (3) par rapport a Q. La suite (4) est circonscrite aux
suites (1) et (2). Dans les suites (3) et (4), chaque point est le trans-
formé du précédent dans le sens des u et le point P,, est le pole de I'hyperplan
J-n+2) J—n+|, J-n, J-n-1, J-n-2

Les plans J-n-iJ-,iJ-nti et P«-iPnD,+l sont conjugués par rapport a Q et
coupent cette hyperquadrique suivant deux coniques qui représentent les
génératrices des deux modes d'une quadrique ih,. Lorsque n prend toutes les
valeurs entieres, positives, nulle ou négatives, on obtient une suite de qua-
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driques associées a la génératrice j de la congruence (j). Pour n—20, la
quadrique 'E, dégénére en deux plans qui sont les plans focaux de droite j.
Deux quadriques consécutives de la suite
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se touchent en quatre points qui sont des points caractéristiques de ces
quadriques.

En remarquant que les coordonnées du point Pn sont les coefficients de
I’équation d’un complexe linéaire, on obtient une suite de complexes linéaires
se succédant dans une suite de Laplace; cette suite comprend le complexe
linéaire osculateur a la congruence (j) le long de la droite j. On pourra
en déduire la définition de la suite de quadriques (5) sans passer par
I’espace Sb.

Nous renvoyons a nos notes citées plus haut pour d’autres propriétés.s
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