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cycliques appartenant a une surface algébrique,

par Lucien GODEAUX,
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(Premiére communication)

Considérons une involution cyclique lIp, d’ordre pre-
mier p, n ayant qu’un nombre fini de points unis, appar-
tenant a une surface algébrique F. Soit A un point
uni non parfait {p > 2) de cette involution, c’est-a-dire
un point uni qui ne posséde, dans son domaine du premier
ordre, que deux points unis pour I'involution. Le point A
est l'origine d’'une sorte d’arbre formé de points unis
infiniment voisins successifs, chaque branche de I'arbre
étant terminée par un point uni parfait p). Une courbe
tracée sur F, appartenant a l'involution I*, et passant
par A, posséde en général un point multiple en A. Sur
cette courbe, ce point est l'origine d’'un certain nombre
de branches qui épousent, dans le voisinage de A, cer-
taines branches de I'arbre dont il vient d’étre question.
La détermination des éléments précédents, c’est-a-dire
de la structure du point uni, est un probleme dont nous
nous sommes occupé a diverses reprises (2). Ce travail
est une nouvelle contribution a ce probléme. Nous y
avons repris, en lui donnant plus de généralité, une
meéthode que nous avions esquissee dans une note anté-

fl) Les involutions cycliques appartenant a une surface algébrique (Actualtites
scient, et indust., N° 270 ; Paris, Hermann, 1935). Sur la structure des points
unis des involutions cycliques appartenant a une surface algébrique (Memoires
in-8° de 1I'Acad. roy. de Belgique, 1938).

(@) Sur les points de diramation des surfaces multiples (Buli, de 1a Soc. des
Sciences de Liege, 1940, pp. 54-79, 128-137). Voir également les notes précé-
demment citées et certaines notes qui seront citées plus loin.
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rieure (*) et utilisée dans quelques cas particuliers.

A la fin de cette note, nous appliquerons notre mé-
thode a certains cas simples, c’est-a-dire aux premieres
valeurs de p.

1. Soit F une surface algébrique contenant une invo-
lution cyclique I*, d’ordre premier p > 2, ne possédant
qu’un nombre fini de points unis. Nous pouvons construi-
re, sur la surface F, un systeme linéaire complet |C|,
simple, de dimension R aussi grande qu’on le veut,
comprenant p systémes linéaires partiels appartenant
a linvolution IP, 'un de ces systémes partiels étant
dépourvu de points base. En rapportant projectivement
les courbes C aux hyperplans d’un espace SR a R dimen-
sions, nous transformons F en une surface normale que
nous désignerons dorénavant par F. Sur cette surface F,
I'involution cyclique Iv est engendrée par une homo-
graphie H, de période p (2).

L’homographie H étant périodique est générale.
Soient S(0), S(1),..., S(p~1) les axes ponctuels de cette
homographie, r0, rv-x leurs dimensions. Nous
désignerons par Z,, Z1(..., 2v-\ les gerbes d’hyperplans
unis, les hyperplans de Zl- passant par les axes S(0),
S(1),..., S(<1), S(<tl),..., S(>-1). Les hyperplans de Z-
découpent, sur F, les courbes d’un systeme linéaire IC||
appartenant a I'involution I*. Des p systémes linéaires
|CO[, 1QI,..., 1Q-J appartenant & l'involution lv ainsi
obtenus, I'un, |COI, est dépourvu de points-base. Il en
résulte que les axes S'1’, S(2),..., S”-1 de H ne rencon-
trent pas la surface F. Seul I’espace S(0) peut rencontrer
cette surface ; il contient donc les points unis de revolu-
tion |1,,.

(") Remarque sur I'étude des points unis des involutions cycliques appartenant
a une surface algébrique (Bulletin de la Soc. des Sciences de Liege, 1941,
pp. 290-295).

(@) Les involutions cycliques... (loc. cit.).
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La dimension r) de |CO| peut étre supposée aussi
grande qu'on le veut; nous la supposerons au moins
égale a trois. En rapportant projectivement les courbes
C,, aux hyperplans d’'un espace linéaire a ri dimensions,
F se transforme en une surface O, image de l'involution
l,. Nous désignerons par n l'ordre de la surface O et
par 77 le genre de ses sections hyperplanes. Les courbes
C0 et par suite les courbes C sont de degré pn et de genre
p(jr— 1) + 1. La surface F est d’ordre pn.

2. Considérons un point A uni non parfait de I'involu-
tion 1,. Il appartient a I'axe S(0) de I'hnomographie H
et le plan tangent a a F en ce point n'a que le point A
commun avec S(0). Le plan a est d’autre part uni pour
I’'hnomographie H et doit donc s’appuyer en une droite
sur un des axes S(1) S(2),..., ou en un point sur
deux de ces axes. Comme le point A doit étre uni non
parfait, c’est le second cas qui doit se présenter. Nous
supposerons que le plan a s’appuie en un point Ax sur
I'espace S() et en un point Ak sur I'espace Sik), (1 < k
<P- ..

Observons que d’aprés la théorie des homographies,
on a

M+ +m+rvl+p=R+1

Dans l'espace SR, nous pouvons donc choisir la figure
de référence de telle sorte que les axes de H appartien-
nent a des hyperplans de cette figure. Dans ces condi-
tions, I’homographie H aura pour équations

Xi=e% *=01.,R; J=01..,p—1
e =e» étant une racine primitive d’'ordre p de l'unité.
Choisissons une valeur j et égalons a zéro les coordonnées
correspondant a toutes les autres valeurs de j; nous
obtenons ainsi les équations d’'un axe ponctuel de H.
Il en résulte qu’a chacun de ces axes est attachée une
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racine primitive d’ordre p de I'unité. On peut toujours
supposer que la racine ep = 1 est attachée a S(0) et
la racine e a S(1) Nous désignerons alors par €2, €3,...,
e B<el"! les racines attachées respectivement aux
axes <2, S(3),...,

Dans le plan tangent a & F en A, H détermine une
homographie non homologique dont les points unis sont
A (1,0, 0), Aj (0,1, 0) et Ar (0, 0, 1). Les équations de
cette homographie sont

Xi. % . — Xj . eXv . €kX$.

3. Désignons par C0 les courbes Cu assujetties a passer
par le point A. Elles ont en ce point une certaine multi-
plicité plt les tangentes en ce point étant confondues
avec les droites AAL AA*

Appelons Cé les courbes Cé assujetties a toucher en A
une droite de a distincte des droites AAIt AA*. Les
courbes Cé ont en A une certaine multiplicité p2 > pu
les tangentes en ce point a ces courbes étant confondues
avec les droites AAL( AA*, ou bien les courbes Cé ont
en A un point multiple d’ordre p a tangentes variables.
Dans le premier cas, nous considérerons les courbes C&
assujetties a toucher en A une droite de a distincte de
AAL( AA*, et ainsi de suite. Comme il existe dans |C,,|
un systéeme partiel formeé de courbes ayant en A un
point multiple d’ordre p a tangentes variables p), nous
obtiendrons, dans le cas général v systemes linéaires

C8], |C8),..., |C<I>)|

de courbes ayant respectivement en A les multiplicités
Pi<pl< ..<pvwi<p,;lesv—1premiers systemes
ont en A les tangentes fixes AAIlt AAk Les courbes
CN du dernier systeme ont en A la multiplicité p,
les tangentes étant variables.

fl) Les involutions cycliques... (loc. cit.).
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Les sytémes [Cé|, |CO|...., |[CJ’| appartiennent évidem-
ment a ]J'involution 1,,, de sorte que le nombre des points
d intersection de deux courbes de deux quelconques de
ces systemes, distincts ou non, absorbés en A, est un
multiple de p.

4. Les hyperplans de la gerbe 27, contiennent les axes
S(0), S?), SV), S **, par conséquent, ils cou-
pent le plan a suivant la droite AA*. Il en résulte que
les courbes C, ont en A un point simple et y touchent
la droite AA*.

Puisque le systemes |CO|, |CJ],..., |C(® et le systeme
|CX| appartiennent a l'involution 1, le nombre des
points d’intersection de avec chacune des courbes
Ca Ca ..., CY absorbés en A est multiple de p. Si
nous désignons par XxlIt Xx2,..., xv ces nombres, nous
avons

Pi < %l < xt o <XV

Or, nous avons xv = p, puisque les courbes C{ et
C! n'ont en général aucune tangente commune en A. Il
en résulte que l'on a

%1 — %v P

Les courbes Ci rencontrent chacune des courbes CO,
Co, ..., en p points confondus en A.

Les hyperplans de la gerbe Zk coupent le plan a
suivant la droite AAt, par conséquent les courbes C*
ont un point simple en A et y touchent la droite AA"
On démontre, comme dans le cas des courbes Q, qu’une
courbe C* rencontre chacune des courbes C(i>, C(®,...,
C(® en p points confondus en A.

Observons qu’une courbe C, et une courbe C* n'ont
qu’un point d’intersection absorbé en A, mais ces courbes
passent par les autres points unis de IP et la somme
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des intersections de ces deux courbes absorbées aux
différents points unis de 1, est multiple de p.

5. Considérons maintenant le systeme |2 C|, c'est-a-
dire le systéeme découpé sur F par les hyperquadriques
de SR ne contenant pas cette surface. Ce systéme est
transformé en lui-méme par H et contient p systémes
linéaires partiels appartenant a linvolution Ip.

L'un de ces systéemes, que nous désignerons par |(2 C)0|
contient les couples de courbes C0 ; il est dépourvu de
points-base.

Nous désignerons les autres systemes par |(2 C)x|,
|2 C)2|,__, |(2 C)p_! et nous supposerons que le systeme
[(2C)«| contient les courbes C0 + C,. Dans ces condi-
tions, aux p systemes |2 C)0|, [(2 C)=><|(2 C)p-X
sont respectivement attachés les nombres 1, c,..., e»-1

Observons que le systeme [(2 C),| comprend les courbes
Cx + C,-1, Cl + C,-,... ; le systeme |(2 C)x les courbes
Cl + C,-l, C + C,-0,..., et ainsi de suite.

Les courbes (2 C)x, (2C)2,..., (2C),-X se comportent,
d’apres ce qui précéde, de la méme maniere au point A
que les courbes Cx, C2,..., C,-x

Désignons par (2 C)o les courbes 2 C0 assujetties a
passer par le point A. Le systéme linéaire |(2 C)o| com-
prend les courbes C0 + Co et les courbes (2 C)d se com-
portent en A de la méme maniére que les courbes Co.
On définira de méme les courbes (2 C)3, (2 C),,

(2 C)® ; ces courbes se comportent au point A de la

méme maniére que les courbes CO, C-, ..., C(0"
Nous pouvons également considérer, sur la surface F,
les systemes linéaires complets |3C|, |4 C|,..., |EC|.

Chacun d’eux contient p systéemes linéaires partiels
appartenant a l'involution lv. Nous désignerons par
I(AC),|, [(AC)Xj,—, |(AC), X les systémes linéaires par-
tiels appartenant au systéeme |AC|, le systeme |(AC),|
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étant celui qui contient les courbes C, + (A— 1) Cl et
auquel est attaché le nombre e*

Nous définirons de méme les systémes linéaires
I(AC)o], |(AC)o), |(AC)»| par la condition qu'ils con-
tiennent respectivement les courbes Ci + (A— I)C,,
Q+ (A—1) co,..,, C? + (A—1) C,.

Les systéemes |AC|, (A = 2, 3,..., p) ont le méme com-
portement en A que le systeme |C|.

6. Notre but est d'obtenir des renseignements sur le
comportement au point A des courbes C2, C3,..., C*-
Cft+l,..., Cj-!I-

Envisageons en premier lieu le systéme |C*+1|. Le
courbes C*tl se comportent au point A de la méme
maniére que les courbes (2 C)*+1. Or, le systeme |(2C)*+]|
comprend les courbes Q + Ck ; par conséquent, il existe
dans le systéeme |C*+1 des courbes ayant un point
double en A, les tangentes étant les droites AAX AA*.
Ces courbes sont-elles les plus générales parmi les courbes
C*+1 7

Supposant en premier lieu que l'on ait kK —p — 1
Alors, le systéme |C*+1| coincide avec le systéme |CO
et les courbes qui viennent d’étre rencontrées coincident
avec les courbes Q. On a dans ces conditions p! = 2.

Supposons maintenant k < p— 1. Les courbes C*+l
sont découpées sur F par les hyperplans de la gerbe
Zk+1, qui contiennent les axes S(0), S(1), de I’'homo-
graphie H et par conséquent le plan tangent a a F en A.
Les courbes C*+1 ont donc un point au moins double en
A et par conséquent exactement un point double d’apres
ce qu’on vient de vaoir.

Envisageons maintenant le systeme |C*+2|. Les courbes
C*+2 se comportent au point A de la méme maniére
que les courbes (2 C)*+2. Le systeme formé par ces
courbes comprend les courbes Q + C*+l et par consé-
quent les courbes C*+2 ont un point triple en A; deux
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des tangentes coincident avec AA* et une avec AAX.
Si k = p— 2, ces courbes sont des courbes C, ou des
courbes Cé Si ce sont des courbes ("0, on a nécessaire-
ment pl = 2, car les hyperplans de E0 découpant les
courbes Q passent par A et contiennent le plan a.
Les courbes C6 ont un point au moins double en A.
Mais alors, les courbes C0 + C0— Cx doivent coincider
avec les courbes C* et on aurait kK = p — 1, ce qui est
absurde. Si k = p — 2, les courbes (', ont donc un point
triple en A, deux tangentes étant confondues avec AA*
et une avec AAX On a pi = 3.

Supposons en second lieu k < p— 2. Les courbes
C*+2 ont en A une multiplicité au plus égale a trois, les
tangentes étant confondues avec AA! et AA*. Les
hyperplans de Ek+2 contenant le plan a, la multiplicité
en A des courbes C*+2 est au moins égale a deux. Si
elle était égale a deux, les courbes C0 + C*+2 Ci
coincideraient avec les courbes C*, ce qui est impossible,
donc les courbes C*+2 ont bien en A la multiplicité
trois, deux tangentes étant confondues avec AA* et
une avec AAX

Désignons par h le reste de la division de 2 k + 1
par p. Le systtme |(2C)*| comprend les courbes C*+l +
C*, qui ont un point triple en A, deux tangentes coinci-
dent avec AAt et une avec AA*. Nous aurons encore
deux cas a envisager.

Si2k+1=p, douh =0, les courbes C* coincident
avec les courbes C0 et on a = 3.

Si h n'est pas nul, on obtient le comportement des
courbes C* au point A.

7. L’application répétée du raisonnement précédent
conduit a la détermination du comportement en A des
courbes C2, C*-1, C*+1,..., C,-l. Cependant, il
ne peut étre utilisé sans précautions. Dans les cas que
nous venons d’examiner, nous avons trouve, pour les
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multiplicités des courbes considérées, des valeurs assez
petites, 2 ou 3. Soit h un nombre positif, entier, inférieur
a p. Considérons les entiers A p, positifs, satisfaisant a
la congruence

A £ nk =h, (mod. p)

et tels que Afp<P-

Les courbes AQ -f- p.C* appartiennent au systéme
linéaire |(A + p—1) C, + CA. Il en résulte que les
courbes CA ont en A une multiplicité égale a la plus
faible des multiplicités en A des courbes AQ -f- pCk.

Envisageons un cas particulier. Posons p = 2rj + 1
et supposons k =y —2, h=n—4 Nous devons
chercher les entiers positifs A p tels que

A+p([Ml—2) =1 —4, (mod. p)
A+p <np.

Nous avons les solutions A —2f — 1, p—1; A=
51— 2, fi=2t-f 1 out est un entier positif au plus

égal A Tj 2 +3); A=1 5t—i4, fi = 2t, ou t est
un entier positif au plus égal a - (f—5) ; A =0 et

une valeur de p, que nous examinerons plus loin.

Les courbes (2t — 1) C, -(- Ck ont la multiplicité
p—1 en A

Les courbes (51— 2) Ci + (21 + 1) Ck ont la multi-
plicit¢ It— 1 en A. La valeur minimum est donnée
part = 1 et on trouve alors les courbes 3 Cx + 3 Q, qui
ont un point sextuple en A.

Les courbes (7 + 5t—4) Ci + 2tCk ont en A la
multiplicité 7 + It — 4. La valeur minimum est atteinte
pour t = 0. Les courbes (7 — 4)C! ont alors la multipli-
cit¢t T—4 en A.

Considérons maintenant les courbes pCk p (77— 2)
divisé par p donnant pour reste 7 — 4. Voyons dans
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quelles conditions la multiplicité de A pour ces courbes
sera au plus égale a 6 ; on aura alors /z < 6. En tenant
compte du fait que 77 doit étre supérieur a 4 et que de
plus, si rt — 5, les courbes Ch coincident avec les courbes
Cl; on trouve une seule solution: I = 10, /i = 6.
Supposons maintenant 7 > 6. Parmi les courbes qui
viennent d’étre considérées, celles qui ont la multiplicité
minimum en A sont les courbes 3 C* + 3 C*. Les courbes
C* ont donc en A un point sextuple, trois tangentes
étant confondues avec AAt et les trois autres avec AA*.
Le cas 77 = 10 doit étre éliminé ; car nous avons
p = 21 contrairement & I’hypothése que p est premier.
Si 1t/ < 10, ce sont les courbes (T — 4) Ct qui ont la
multiplicité minimum en A et les 7T —4 tangentes
coincident avec AA*. Observons que I'on doit avoir
dans ce cas 71 = 6, 8 ou 9 pour que p soit premier.

8. Supposons que I'on ait trouvé la multiplicité de A
pour les courbes C* C2,..., CP-l et le nombre des tan-
gentes a ces courbes en ce point confondues avec AAj et
avec AA*. Les courbes C* + C,-!, C2 + C,,-2,..., C, +
C,t1 appartiennent au systéeme |[(2 C)0. Celles de ces
courbes qui ont la multiplicité minimum en A coincident
avec les courbes C, + Q,; on aura ainsi la multiplicité
des courbes C, en A et le nombre des tangentes a ces
courbes en ce point qui coincident soit avec AAX soit
avec AA*

Il convient cependant de faire une observation. Le
procédé que nous utilisons ici nous donne la multiplicité
des courbes CI( C0,..., C*I, C0 en A et le nombre des
tangentes a ces courbes en ce point qui coincident avec
AAj, AA*, mais rien de plus. Le procédé ne fournit
aucun renseignement précis sur le comportement des
courbes considérées aux points infiniment voisins de A
unis pour I'homographie H. Nous allons considérer
deux exemples, que nous avons déja eu l'occasion de
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traiter par d’autres méthodes, et nous insisterons, a
propos de ces exemples, sur la remarque qui vient d'étre
faite.

9. Supposons en premier lieu k = p — 1. En poursui-
vant le raisonnement que nous avons fait, il est facile de
voir que les courbes C2, C3,..., Cv se comportent en A
comme les courbes 2 Cu 3Cl1;..., 7)Clt les courbes C,+1,
C,+2,..., Cp-2 se comportant en A comme les courbes
vCp-It (j — 1) Cj,-1,..., 2 Cj,-. Les courbes C, ont donc
en A la multiplicité i et i tangentes confondues avec
AA*-1 en ce point, pour i =1, 2,77 ; elles ont en A
le multiplicitt p—i et p—i tangentes confondues
avec AAl pour i =1+ 1, 7T+ 2,.., 21j.

Cela étant, les courbes Cx + C,,-2, C? -}- C,,-2, ..., Cv -f-
Cv+l font respectivement partie des systéemes |[(2 C)é|,
12 g;]...... [(2C)<!>|.

Les courbes C'0 ont donc un point double en A, les tan-
gentes étant Aj et AA,. Comme les courbes Q, Cfl!
doivent rencontrer les courbes Q en p points confondus
en A, on en conclut que les courbes C, ont en commun
p — 2 points simples infiniment voisins successifs de A,
le premier se trouvant sur AA! et p — 2 points simples,
infiniment voisins successifs de A, le premier se trouvant
sur AA,-L

Les courbes Q ont en A la multiplicité quatre, deux
tangentes étant confondues avec AAL et deux avec
AA,-l. Mais on ne peut plus rien conclure concernant
le comportement des courbes C6 aux points infiniment
voisins de A, car les courbes Ci, C, ! rencontrent les
courbes Cb en p points confondus en A.

De méme, les courbes Off ont un point multiple
d’ordre 2i en A, i tangentes étant confondues avec AA
et i avec AA,-! [i = 2, 3, ..., rj). Mais ces courbes étant
rencontrées en p points confondus en A par les courbes
Ci, C,,-!, on ne peut rien conclure touchant le comporte-
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ment des courbes considérés aux points infiniment voisins
de A.
D’autres méthodes nous ont permis de résoudre ces

guestions dans le cas particulier (k = p — 1) envisagé
ici H.

10. Envisageons maintenant le cas k = 2. Actuelle-
ment, on voit aisément que les courbes C2, se comportent
en A comme les courbes IC2 et les courbes C2;-n comme
les courbes Q -j- iC2. Les premiéres ont donc en A un
point multiple d’ordre i, les i tangentes étant confondues
avec AAj ; les secondes ont en A la multiplicité i -fi i,
i tangentes étant confondues avec AAX et une avec AA2

Considérons les courbes Q + C,,_,, qui appartiennent
au systeme |(2C)0|. Si j est pair: j = 21, les courbes
considérées ont en A la multiplicité ry + 1, r/ tangentes
étant confondues avec AA! et une avec AA2 On arrive
a la méme conclusion si j est impair. 1l en résulte que les
courbes Ci ont la multiplicité 7 + 1 en k, avec 1/ tan-
gentes confondues avec AAi et une avec AA2

On peut conclure de ce qui précede que les courbes
Ci ont en commun, en A, une suite de 1] points simples
fixes, infiniment voisins successifs, le premier se trouvant
sur AA2 Cela résulte du fait que les courbes Ci sont
rencontrées en p points confondues en A par les courbes
Cx (tangentes en A a la droite AA2).

La propriété des courbes C2 de rencontrer les courbes
C, en p points confondus en A ne nous permet pas de
déterminer quels sont les points infiniment voisins du
point du domaine du premier ordre de A situé sur AAL((*)

(*) Recherches sur les involutions cycliques appartenant a une surface algébrique,
(2e note). Bull, de I’Acad. roy. de Belgique, 1931, pp. 1131-1150) ; Sur la
structure des points unis des involutions... (loc. cil.) ; Sur les surfaces multiples
ayant un nombre fini de points de diramation (Annales de I'Ecole Normale
Supérieure, 1938, pp. 193-222) ; Sur les points unis symétriques des involutions
cycliques appartenant a une surface algébrique (Revista de I'Universidad de
Tucuman, 1940, pp. 283-291).
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communs aux courbes Q. Nous allons y parvenir de la
maniere suivante

Les courbes 3Q -~ (v — 1) CI appartiennent au
systeme \({r) + 2}C)0. Elles ont en A la multiplicité
I + 2. D’autre part, les courbes C, assujetties a toucher
en A une droite distincte de AAX, AA2 c’est-a-dire les
courbes Co, ont en A une multiplicité supérieure av + 1.
On en conclut que les courbes 3 Cx + (i1 — 1)C2 appar-
tiennent au systtme | ({17 -f 2}C)0[ Les courbes CJ
ont donc en A la multiplicité 77 -f 2, trois tangentes
coincidant avec AA? et T— 1 avec AAL

Les courbes 5 Cx -)- (T — 2)Cl appartiennent au systeé-
me j{r; -- 3} C)o| et on voit, en répétant le raisonnement
précédent, que les courbes Cé ont en A la multiplicité
I + 3, cing tangentes coincidant avec AA? et T—2
avec AA]

D’une maniére générale, les courbes (2i -j- 1) Cx +
(M — i)C2 appartiennent au systeme |({77 + * + 1} C)0! et
on en déduit que les courbes Q<) ont en A la multiplicité
n+i+ 1 217+ 1 tangentes coincidant avec AAl et
T—1 avec AA]

Pour i — 77— 1, on obtient les courbes C{> qui ont
en A la multiplicité 27 et 27— 1 tangentes coin-
cidant avec AA2 une seule avec AAX Les courbes Q
doivent rencontrer les courbes C(2 en p points confondus
en A ; on en conclut que les courbes C» ont en com-
mun un seul point fixe, Aj infiniment voisin de A sur
AA)j. Ce point est nécessairement uni parfait pour I'invo-
lution I,,. Il en résulte que les courbes Q, Co,..., Q+)
ont en Ai respectivement les multiplicités 7, T — 1,...,
m—

Nous retrouvons ainsi des résultats obtenus autre-
fois par une autre méthode il).

(*) Recherches sur les involutions cycliques appartenant a une surface algébrique,
premiére note (Bulletin de I’Académie roy. de Belgique, 1930, pp. 450-467).
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11. Commencgons par supposer p — 5. Nous aurons a
considérer trois cas, suivant que k est égal a 2, 3 ou 4.
Observons cependant que le second cas se ramene au
premier en posant a» = es ; on a alors en effet ad = e.

Considérons le premier cas: k — 2. Les courbes Q
passent simplement par le point A en y touchant AA*
et les courbes C! passent également simplement par le
point A en y touchant AAX

Les courbes C3 ont un point double en A, les tangentes
étant AAj et AA2 Les courbes Ci ont un point double
en A, les deux tangentes étant confondues avec AAX

Les courbes C0 ont un point triple en A, deux tangentes
étant confondues avec AAIX et une avec AA2. Les courbes
Ci ont un point quadruple en A, trois tangentes étant
confondues avec AA? et une avec AAX

On en conclut (cf. n° 10) que le point Ai infiniment
voisin de A sur AAX est uni parfait pour 13 1l y a d’autre
part deux points Ai, AJ, infiniment voisins successifs
de A, le premier étant sur AA2, unis pour 15 Le point
Ai' est uni parfait pour cette involution.

Les courbes Cx doivent rencontrer les courbes Cii
en cing points confondus en A, donc le point Ai est
simple pour les courbes Ci. Comme dans la suite A, Ai,
Ai, le point Ai précéde le point uni parfait Ai, il ne
peut étre lui-méme uni parfait. D’ailleurs, dans ce cas,
deux courbes Ci auraient en commun en A, 18 points
d’intersection confondus, ce qui est impossible, puisque
ce nombre doit étre multiple de cing. Il en résulte que
les courbes Ci ont en commun des points unis Bl B2,...
infiniment voisins successifs de Ai, le dernier étant uni
parfait. Les courbes Ci' ont en A un point quintuple a
tangentes variables et deux de ces courbes ont 25 points
d’intersection absorbés en A. Il en résulte que deux
courbes Ci ont un nombre de points d’intersection
absorbés en A inférieur a 25, supérieur a 18 et multiple
de 5, c’est-a-dire 20. Par conséquent, le point B2 est uni

parfait.
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Nous avons vu que les courbes C3 ont un point double
en A, les tangentes étant AA! et AA2 Les courbes C3
passent donc par les points Ai, A3 Le nombre de points
d’intersection d’une courbe C3 et d’une courbe C6 ou
Cd absorbés en A doit étre multiple de 5. Si I'on observe
gue le point Ai est double pour les courbes Cb, un calcul
simple montre que les courbes C3 doivent passer par A'i.

Les courbes C4 devant rencontrer les courbes Cd, Co
en un nombre de points multiple de cing absorbés en A,
on voit que ces courbes ont un point double en A et un
point double infiniment voisin en Ai.

12. Passons a I'examen du cas k — 4. Les courbes C,
ont un point simple en A et y touchent la droite AA4.
Les courbes Ci ont un point simple en A et y touchent la
droite AAX Les courbes C2 ont un point double en A et
les deux tangentes sont confondues avec AA4 Les
courbes C3 ont un point double en A et les deux tan-
gentes coincident avec AA4

Les courbes Co ont un point double en A, les tan-
gentes étant AAj et AA4. Les courbes Co ont un point
guadruple en A, deux tangentes étant confondues avec
AA], les deux autres avec AA4 Les courbes C6 ont un
point quintuple a tangentes variables en A.

Les courbes C4, C{ devant rencontrer les courbes Co
en cing points confondus en A, on en conclut que ces
courbes C0 ont en commun trois points simples infini-
ment voisins successifs Al, Ai", A" dont le premier est
sur AAI et trois points simples infiniment voisins succes-
sifs Ai, Al, A"i dont le premier est sur AA4. Deux courbes
Cd ont en commun dix points absorbés en A.

Les courbes Cx, C4 doivent rencontrer les courbes
Cd en cing points confondus en A, donc les courbes Co
passent simplement par les points Ai, Ab. Elles doivent
de plus passer par un point uni au moins infiniment
voisin de Ai et par un point uni au moins infiniment
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voisin de A4, car les points Ai, Ai ne peuvent étre unis
parfaits. Deux courbes C'i ont en A un nombre de points
d’intersection multiple de 5, donc ces courbes passent
par un point uni parfait B{ infiniment voisin de Ai et
par un point uni parfait B4 infiniment voisin de Ai.

Les courbes C? doivent rencontrer les courbes Ci, Ci
en un nombre de points multiple de cing confondus
en A, dont les courbes C2 ont un point double en A et
passent simplement par les points Ai, B4

De méme, les courbes C} passent doublement par A
et simplement par les points Ai, B4

13. Supposons maintenant p = 7. Nous avons a
envisager les hypotheses k — 2, 3, 4, 5, 6. L’hypothése
k = 4 se raméne par un changement de notation a
k — 2 et I'hypothése k =5 a k = 3.

Supposons en premier lieu k = 2. Les courbes Q
ont un point simple en A et y touchent la droite AA2
Les courbes C2 ont un point simple en A et y touchent la
droite AAX Les courbes C3 ont un point double en A,
les tangentes étant AAl et AA2 Les courbes Ci ont
un point double en A, les deux tangentes étant confon-
dues avec AA4. Les courbes C5 ont un point triple en A,
une tangente étant AA? et les deux autres sont confon-
dues avec AAj. Enfin, les courbes Cb ont un point triple
en A, les trois tangentes étant confondues avec AA4

Les courbes Ci ont un point quadruple en A, trois
tangentes étant confondues avec AA! et la derniére
étant AA2 Les courbes Ci ont un point quintuple en A,
deux tangentes étant confondues avec AAl et trois
avec AA2 Les courbes Ci' ont un point sextuple en A,
une tangente étant confondue avec AA! et les cing autres
avec AA2 Enfin, les courbes Cfij ont un point multiple
d'ordre 7, a tangentes variables, en A.

En reprenant le raisonnement fait plus haut (n° 10),
on voit que les courbes Ci ont en commun un point Ai,
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multiple d’ordre trois, infiniment voisin de A sur AAX
et trois points simples A6, Ad, A? infiniment voisins
successifs de A, le point A? appartenant a AA2
Considérons les courbes Cd- Une courbe C? les ren-
contre en sept points confondus en A, donc A(, qui est
un point uni parfait, est double pour les courbes Cé- Une
courbe C! doit rencontrer les courbes C6 en sept points
confondus en A, les cas suivants peuvent se présenter :

a) Les courbes Cd passent simplement par A2, A" et
ont encore en commun quatre points Bx, B2 B3, Bl
infiniment voisins successifs de Ad. (On voit que les
points Bj sont au nombre de quatre en comptant les
intersections de deux courbes C6 absorbées en A, nombre
qui doit étre multiple de sept).

b) Les courbes Cb ont un point double en Ad et passent
simplement par deux points B(, B6 infiniment voisins
successifs de Ad.

Les courbes C3 doivent rencontrer les courbes C%,
Co, C&' en des nombres de points confondus en A, mul-
tiples de 7. On en conclut que ces courbes, qui ont un
point double en A, passent simplement par les points
AL Ao A= A

Les courbes Ci possedent la méme propriété et ont
par suite un point double en A et un point double A(
infiniment voisin du premier.

Considérons maintenant les courbes C&', qui ont un
point sextuple en A. Les courbes C4, C? doivent rencon-
trer les courbes C0' en sept points confondus en A, donc
les courbes CO' passent simplement par les points A(, Ad.
Le point A6 n’étant pas uni parfait, les courbes C{
ont encore en commun un certain nombre de points
simples, infiniment voisins successifs de A9, unis pour 17.
En exprimant que deux courbes C§' ont en commun
des points confondus en A en nombre multiple de 7,
on voit que ces points sont au nombre de quatre.
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Supposons que les courbes C6 passent simplement
par les points A2, Al (alternative a). Alors une courbe
Q et une courbe C&' ont en commun 33 points confondus
en A, ce qui est impossible, puisque ce nombre doit
étre multiple de sept. C’est donc l'alternative b qui doit
se présenter pour les courbes Cé- Mais alors, les courbes
Co' passent par le point B(, infiniment voisin de Al
et par trois points B6, Bo, BO, unis, infiniment voisins
successifs de Bd (BJ étant distinct de B0).

En exprimant que les intersections d’une courbe Cb
avec les courbes C, Cb, Cd confondues en A sont en
nombre multiple de 7, on trouve aisément que les courbes
C5 qui ont un point triple en A, passent deux fois par
Al et une fois par Al, Ab, A*.

De méme, les courbes C6 ont deux points triples infini-
ment voisins A, A(.

14. Nous allons maintenant supposer k = 3.

Les courbes Q passent simplement par le point A
en y touchant AA3. Les courbes C3 passent simplement
par A en y touchant AAX Les courbes C4 ont un point
double en A, les tangentes étant AAL, AA3 Les courbes
C2 ont un point double en A, les deux tangentes étant
confondues avec AA3 Les courbes C, ont un point
double en A, les deux tangentes étant confondues avec
AAi. Enfin, les courbes C5 ont un point triple en A, une
tangente étant AAX et les deux autres étant confondues
en AA3

Les courbes CJ ont par conséquent un point triple en
A, deux tangentes étant confondues avec AA! et une
avec AA3. Les courbes Co ont un point quintuple en A,
quatre tangentes étant confondues avec AA3 et une
avec AAa Les courbes C6 ont un point multiple d’ordre
six, quatre tangentes étant confondues avec AAj et
deux avec AA3. Les courbes CM ont en A un point
multiple d’ordre sept a tangentes variables.
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Désignons par Ai, A'i,..., les points infiniment voisins
successifs de A situés sur les courbes C3 et par Ai, Al, ...
les points infiniment voisins successifs de A situés sur
les courbes Q. Le point AJ appartient donc a AA! et le
point Ai a AA3

Si I'on tient compte des intersections des courbes Cn
C3 avec les courbes Ci absorbées en A, nombres qui
doivent étre égaux a 7, on voit que quatre cas peuvent
se présenter :

a) Les courbes Ci ont deux points doubles Ai, Ai et
quatre points simples Ai, Ai, Ai", Aty, les points Ai' et
Ali* étant unis parfaits.

b) Les courbes Ci ont un point double Ai, deux points
simples Ai, A" et quatre points simples Ai,..., All"

¢) Les courbes Ci ont quatre points simples Ai,...,
A(> et quatre points simples Ai,..., A

d) Les courbes Ci ont un point double Ai un point
simple Ai, un point simple B infiniment voisin de Ai,
et quatre points simples Ai,..., Alj).

Mais dans les trois derniers cas, deux courbes Ci ont
respectivement 19, 17 et 19 points d’intersection réunis
en A ; ce nombre devant étre multiple de sept, seul le
premier cas peut se présenter. Dans ce cas, deux courbes
Ci ont 21 points d’intersection réunis en A.

Envisageons maintenant les courbes Ci. Trois cas
peuvent se présenter :

a) Les courbes Ci passent cing fois par A, une fois par
Ai, Ai, deux fois par Ai et deux fois par un point B3
infiniment voisin de Ai.

b) Les courbes Ci passent cing fois par A, une fois
par Ai, Ai, une fois par Ai, Ai et une fois par six points
B3, Bi,..., B> infiniment voisins successifs de Al.

c) Les courbes Ci passent cing fois par A, une fois
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par Ai, A", deux fois par A} et une fois par quatre
points B3, B3, B3 B3 infiniment voisins successifs de A3

Les courbes C0', qui ont un point sextuple en A,
passent simplement par les points Ai, A3 et ne peuvent
passer par A", A3 Elles passent donc par un point
au moins infiniment voisin de Ai et par un point au
moins infiniment voisin de Ai, car deux courbes Q
doivent avoir 42 points d'intersection réunis en A.

Si les courbes CO présentent le cas b, une courbe Cb
et une courbe C, auraient 32 points d’intersection réunis
en A. Ce nombre devant étre multiple de 7, le cas b ne
peut se présenter.

Si C'est le cas ¢ qui se présente, pour que une courbe
Q et une courbe C# aient 35 points d’intersection
réunis en A, il faut que les courbes Cd' passent par les
points B3, Bi, B6. Mais alors, ce point n’étant pas uni
parfait, les courbes Q doivent passer par un point au
moins infiniment voisin de B0, distinct de B3. Comme
elles passent par un point au moins infiniment voisin
de A{, deux courbes C, auraient au moins 43 points
d’intersection confondus en A, alors que ce nombre
doit étre multiple de 7 et inférieur a 49. Le cas ¢ est
donc a exclure.

Reste le cas a. Les courbes Cd' passent une fois par
Ai B3, une fois par Ai et une fois par trois points Bj, Bi,
Bi' infiniment voisins successifs de Ai.

Il nous reste a déterminer les comportements des
courbes C2, C4, C6, Cb au point A. En utilisant le fait
que chacune de ces courbes doit rencontrer chacune des
courbes Ci Co, C&' en un nombre de points multiple de
sept absorbés en A, on arrive facilement aux résultats
suivants

Les courbes CI passent doublement par les points
A, Ai, a;, a:, A.
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Les courbes Ci4 passent doublement par A et simple-
ment par les points AJ, K, AJ, K, K, A].

Les courbes Cb passent trois fois par A, une fois par
Ai, AJ, deux fois par Ai AJ, A* | AD.

Les courbes C§ passent deux fois par A, Ai, Al.

15. Nous considérons enfin I’hypothése k = 6, qui
va nous donner ce que nous avons appelé un point uni
symeétrique.

Les courbes Ci et C6 passent simplement par A, les
premieres en y touchant la droite Ax A', les secondes
en y touchant la droite AA4

Les courbes C2 ont un point double en A, les deux
tangentes étant confondues avec AAe

Les courbes C, ont un point triple en A, les trois
tangentes étant confondues avec la droite AA,,.

Les courbes Ci ont un point triple en A, les trois
tangentes étant confondues avec la droite AAU

Les courbes Cf ont un point double en A, les deux
tangentes étant confondues avec la droite AA4

Les courbes CJ ont un point double en A, les tangentes
étant AA4, Ax\6

Les courbes CJ ont un point quadruple en A, deux
tangentes étant confondues avec AA! et les deux autres
avec AAG

Les courbes C, ont un point sextuple en A, trois
tangentes étant confondues avec AA! et les trois autres
avec AAe

Les courbes C® ont la multiplicité sept en A, les
tangentes étant variables.

Les courbes CJ ont en commun une suite de cing points
simples AJ, AJ,..., Alf, infiniment voisins successifs,
le premier étant sur AA4, et une suite de cing points
AJ, AJ,..., Ay dont le premier est sur AAG.

Pour les courbes CJ, deux cas peuvent se présenter :

a) Les courbes CJ ont un point quadruple en A, des
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points doubles en AJ, Ai, des points simples en Al, Al,
un point simple B! infiniment voisin de Ai et un point
simple B0 infiniment voisin de ATl ;

h) Les courbes ont un point quadruple en A, passant
simplement par les points Ai, A, ATl', par les points
Ai, Al, A" et ont encore en commun un certain nombre
de points simples infiniment voisins successifs de A, un
certain nombre de points simples infiniment voisins
successifs de Al, le nombre total de ces points étant six.

Les courbes C, ont un point sextuple en A et passent
par conséquent simplement par les points Ai, Ai, Si
le cas h se présentait pour les courbes Ci, une de ces
courbes et une courbe Ci' auraient en commun 26
points confondus en A, ce qui est impossible, puisque
ce nombre doit étre multiple de 7. C’est donc le cas a
qui doit se présenter. Les courbes Ci et Ci' ont alors 28
points d’intersection absorbés en A.

Les courbes Ci' doivent en outre avoir un certain
nombre de points simples infiniment voisins successifs
de Ai et un certain nombre de points simples infiniment
voisins successifs de Ai, le nombre total de ces points
étant 4.

Les courbes C3, qui ont un point triple en A, les trois
tangentes étant confondues avec AA,,, doivent rencontrer
les courbes CJ, CJ en un nombre multiple de 7 de points
confondus en A, par conséquent, elles passent simple-
ment par le point Ai et ont encore en commun un cer-
tain nombre de points simples infiniment voisin de Ai.
De méme, les courbes Ci ont un point triple en A, un
point simple en Ai et passent par un certain nombre de
points simples infiniment voisins successifs de Ai. En
exprimant que les courbes C3, C4 rencontrent les courbes
Ci" en un nombre multiple de 7 de points confondus en
A, on voit qu’il existe deux points Bi, Bf infiniment
voisins successifs de Ai, simples pour les courbes CT',
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Cl et deux points Bé, Bé, infiniment voisins successifs
de A,, simples pour les courbes C et C2

Les courbes CI? devant rencontrer les courbes Q,
Cl Co en un nombre multiple de 7 de points confondus
en A, ont des points doubles en A, Aé et des points
simples en A, Be

De méme, les courbes C3 ont des points doubles en
A, Ai et passent simplement par les points Ai, Bt

Liége, le 5 mars 1948.
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