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Sur la structure des points unis isoles
des involutions cycliques appartenant & une surface algébrique,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société

Dans un travail récent (*), nous avons apporté une nouvelle
contribution a la détermination de la structure des points unis
isolés des involutions cycliques appartenant a une surface algé-
brique. Cette note fait suite a ces recherches; nous y étudierons
un cas particulier en utilisant, en méme temps que la méthode
introduite dans le travail cité, une autre méthode que nous avons
utilisée autrefois (2). Rappelons brievement en quoi consiste cette
méthode.

Soient F une surface algébrique contenant une involution
cyclique Ip d’ordre premier impair p, n'ayant qu’'un nombre fini
de points unis; |C| un systeme linéaire privé de points-base,
appartenant a I'involution, et A un point uni non parfait de
celle-ci. Les courbes C passant par A acquiérent en ce point une
certaine multiplicité p et ont p, tangentes confondues avec une
des directions unies issues de A, p? = p — p, tangentes confondues
avec l'autre direction unie. Appelons C' les courbes G passant par
A. Transformons birationnellement F en une surface F', de telle
sorte qu'au point A corresponde une courbe exceptionnelle a.
Soient A,, Az les points de a qui correspondent aux directions
unies issues de A sur F. Si A, par exemple, est uni parfait pour
I'involution Ip qui, sur F', correspond a Ip, ce point est multiple
d’'ordre p4, a tangentes variables, pour les transformées des cour-
bes G'. Si au contraire A, est uni non parfait pour IP, il y a deux
directions unies issues de A, : l'une est la tangente a a en A,,
l'autre passe par un point infiniment voisin de A,, que nous dési-
gnerons par A{. Les transformées des courbes G' ont en A, une
certaine multiplicité pj < p, et rencontrent la courbe a en p,
points confondus en A,. Si le point A* est multiple d’ordre p, pour
les courbes envisagées, le point Al de a, infiniment voisin de A,
est au plus multiple d’ordre p, — pi pour les courbes envisagées.

fl) Recherches sur les points unis isolés des involutions cycliques
appartenant a une surface algébrique (Bull. Acad. roy. de Belgique,
1948, pp. 206-228, 299-311).

(2) Sur des points de diramation des surfaces multiples (Bull. Soc.
roy. Sc. Liége, 1940, pp. 54-79, 128-137).
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Si ia multiplicité de ce point est inférieure a pi — pi, il existe un
point uni de I'p, infiniment voisin de A0, mais non situé sur a,
appartenant aux transformées des courbes G'.

1. Nous avons montré que l'on peut toujours prendre comme
modele projectif d’'une surface algébrique contenant une invo-
lution cyclique d’ordre p, n’ayant qu'un nombre fini de points
unis, une surface normale F, d'ordre pn, d'un espace linéaire
Sr, sur laquelle I'involution est engendrée par une homographie
H, cyclique de période p. De plus, on peut supposer que H pos-
sede p axes ponctuels Sl), Sl ..., $”-1', de dimensions r,, rt, ...,

dont le premier seul rencontre F (aux points unis de I'in-
volution). On peut dailleurs supposer r0 aussi grand qu’on le
veut.

En rapportant projectivement les hyperplans de Sr passant
par Sl S®,..., Sp_i| aux hyperplans d’'un espace Sro, on trans-
forme F en une surface > normale, d’ordre n, image de I'invo-
lution Ip.

Nous supposerons p premier et nous poserons p = 2v + 1.
Soit A un point uni de I'involution Ip, appartenant donc a S$°
Le plan tangent a a F en A est uni pour I'homographie H et
nous supposerons qu’il s’appuie en un point sur S(il et en un-
point sur S Nous désignerons par Al le point qui correspond
a A sur et notre but est détudier la structure du point uni
A et celle du point de diramation A0. Rappelons qu'a chacun
des espaces S(), S(l),..., S(p_1), nous avons attaché une racine de
I'unité; si e est une racine primitive d’'ordre p de l'unité, ces
racines seront respectivement 1, s, e2,..., e*-1.

Nous désignerons par C les sections hyperplanes de F, par
C< les sections faites par les hyperplans passant par les axes
de H, sauf par S(". Nous avons, dans le systeme [Gl, p systéemes
linéaires partiels JGO|, (G4|,..., 1 1 appartenant a I'involution
Ip Le premier est dépourvu de points-base, les autres ont pour
points-base les points unis de Ip. A ces p systemes correspondent
sur ‘h des systemes linéaires complets |FO|, |[\l,..., ou

I\ est I'nomologue de |C»| Le systétme ([0 est formé parles
sections hyperplanes de la surface d>.

Nous désignerons par at, ftv les tangentes a F en A qui s'ap-
puient sur S() et S«l. Désignons encore par C, les courbes G
passant par A. Ges courbes ont en A un point multiple, les
tangentes étant confondues avec af et Les courbes Co, assu-
jetties a toucher en A une droite de a distincte de at, av, acquié-
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rent en ce point une multiplicité supérieure, les tangentes étant
toujours confondues avec at, av; nous les désignerons par G0.
Et ainsi de suite, jusqu'a ce que l'on parvienne a des courbes
C0 ayant en A la multiplicité p et p tangentes variables. Nous
préciserons plus loin ces notations.

2, Les courbes Ct sont découpées sur F par des hyperplans
rencontrant le plan a suivant la droite av et par conséquent ces
courbes ont un point simple en A et y touchent av. De méme,
les courbes Cv passent simplement par A en y touchant la
droite at

Nous avons établi que les courbes Ci, Ci,.. se comportaient
en A comme les courbes XCi + p. Cv, ou X, p. sont des entiers
tels que

O<A + p<j9, X -fpv=0, (mod. p).

En dehors des solutions X =p, p=0et X =0, p—p, On a
les solutions

X=1i, p=2i; X=v+j+1 p=2j+1,
i et J étant des entiers tels que
I<3é<2v + 1, 0< <v—1

p étant premier; v est de la forme 3v' ou 3v' + 2.

Dans le premier cas, v=3v, p—6v' 1 on a
l<i<2w 0<J<vVv-1.

Dans le second, v=3v' +2, p=6v' +5, on a
1<*<2Vv -1, o<j<V.

Nous rangerons ces systémes jXC! + pCv| dans I'ordre des
multiplicités croissantes du point A pour leurs courbes. On sait
que les courbes C}* ont en A le méme comportement que le sys-
teme de rang k ainsi obtenu. Dans les deux cas, il y av de ces
systemes et nous aurons a considérer les systemes |Cij, |Gq|,
ICJV)|. Le systéeme [Civ+l) est formé de courbes ayant en A la mul-
tiplicité p et des tangentes variables. Les courbes Cj sont en A
un point triple, deux tangentes coincidant avec at et une avec «v.

Les systéemes jCj|, |CJ],..., JC, [Civtl’] ont respectivement les
dimensions r0 — 1, r0 — 2,..., r0 — v, r0 — v — i. En rapportant
projectivement les courbes CV aux hyperplans d'un espace
linéaire a r0 — i dimensions, on obtient une surface que nous
désignerons par 4. Il est clair que la surface <I* est projective-
ment identique a la projection, a partir d’'un de ses points, de la
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surface En particulier, la surface ffh est projectivement
identique a la projection de <I>, a partir du point A0, sur un hyper-
plan de Sro ne passant pas par A0

La surface <> est d’ordre n; la surface <v+l est d’ordre Nn—p.
Dans les différentes projections qui permettent de passer de $ a
‘hv+i, U y a doncjn unités perdues, ce qui donne une indication sur
la multiplicité des centres de projection pour les surfaces corres-
pondantes.

3. Nous supposerons”™ > 0, donc v > 1, les involutions d’ordre
trois étant bien connues.

Les courbes G0 ont en A un point triple, avec deux tangentes
confondues avec at et une avec «v- Les courbes Cv doivent
rencontrer les courbes en p points confondus en A; donc les
courbes G, ont en commun une suite de 2v— 2 points simples
infiniment voisins successifs, AV, AN,..., AVN_2, dont le premier
est infiniment voisin de A sur ay. Ces points sont unis par I, et
le dernier est uni parfait pour cette involution.

Les courbes Ci ont également en commun une suite de points
infiniment voisins successifs de A dont le premier est sur at
Trois cas peuvent se présenter :

1° Cette suite se compose de x? points doubles, suivis de X,
points simples, appartenant aux courbes C,. On a donc

3+"NM-2x)=2Vv+-1, ou xt-j-2x2=2v—2.

2° La suite se compose de x? points doubles situés sur les
courbes Cv, le dernier étant suivi de x{ points simples situés sur
les courbes Cv et, dans une autre direction, de x'i points simples
infiniment voisins successifs.

3° La suite se compose de x? points doubles situés sur les
courbes Cv.

Au domaine du point AVV_2 correspond sur la surface ffl, une
droite y4. Au domaine du dernier point de la seconde suite, dans
le premier cas, correspond une droite y2. H en résulte que Al est
double biplanaire pour fi*. L’'ordre de fi», est donc n — 2 et le
point A absorbe 2p points d’intersection des courbes G6- On doit
donc avoir

Xt + 4>x2 — 2v—5,
ce qui est incompatible avec la relation précédente.

Dans le second cas, le point Al est triple triplanaire pour

et le point A absorbe 3p points d’intersection de deux courbes G,

Nous avons
Xt-j-Xt+4x2—4v—4
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Désignons par it le genre des courbes JPO; les courbes Il sont
actuellement de genre t — 2. Les courbes C0 sont de genre
p (u—1)— xt—2. Entre une courbe T6 et la courbe G6 corres-
pondante, nous aurons une correspondance (1. p) présentant
trois points de diramation. La formule de Zeuthen donne a?2=v—1,
d'oua?! = x[ = 0, et nous arrivons a une contradiction.

Reste la troisieme hypothése. On aalors x*, = v —1, c’est-a-dire
que les courbes Gb ont en commun une suite de v — 1 points dou-
bles A{l, ALZ,..., Aiv®, infiniment voisins successifs de A, le pre-
mier étant sur «* Ges points sont unis pour |, et le dernier est
uni parfait. A son domaine correspond sur fi»l une conique y? et le
point A, est triple pour «h, le céne tangent étant formé du plan
projetant la droite yt de Al et du cdne quadratique projetant y? du
méme point. La surface fi*l est d’'ordre n— 3 et le point A absorbe
3 p points d’intersection de deux courbes Cf- Les courbes I'6 sont
de genre it—2 et les courbes Gb de genre p {tt —2) —v— 1.

Les courbes I'0 sont découpées sur (' par les hyperplans passant
par un point Aj, appartenant a la droite y, et a la conique y2
C'est le seul point commun a vy, et y2

On a . ]
N=ro+yi+y,;

on en conclut que yi est de degré — 2 et y2 de degré — 3.

4. Les courbes Co ont en A la multiplicité six, quatre tangentes
étant confondues avec «t et deux avec av.

La surface d? est d’'ordre n — 5. En effet, le point A0 corres-
pond au point infiniment voisin de Al situé sur la droite commune
au plan et au cone quadratique tangent a d> en AQ; donc ce point
est au plus double pour ¢> et par conséquent Ad est au plus dou-
ble pour «bkl. D’autre part, lorsqu’on passe de d> a d>v+1, I'ordre
des surfaces d* s'abaisse de 2v—2 unités; il faut donc que les
ordres des premiéres surfaces d>i( d>2, d>3,... different de deux uni-
tés au moins. On en conclut que A6 est double pour d\ et que d>
est donc d’'ordre n—5. Le point A absorbe donc 5 p unités dans
l'intersection de deux courbes Go.

Les courbes Co passent deux fois par les x premiers des points
AV|, AVt,..., AVNV_2. Le (x + I)-iéme point de cette suite est simple
pour les courbes et celles-ci passent en outre simplement par un
point infiniment voisin de ce dernier point. Gomme, d’autre part,
les courbes Gj doivent rencontrer les courbes Gi en p points con-
fondus en A, on a X =v—3. Les courbes G§ passent donc dou-
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blement par les points AVi, AVj  , Aw_3, simplement par le point
Aw-2 et par un point Alt distinct de Aw_,, infiniment voisin de
Aw_2. Ce point AV) est uni parfait pour I'involution Ip; a son
domaine du premier ordre correspond, sur <>2, une droite y4
Observons que, dans la projection de sur <P a partir de Aj, a
la droite yj correspond un point double conique de <b», situé
sur yj.

Aux courbes Cd correspondent sur <I* les sections de cette sur-
face par les hyperplans passant par Ag; il en résulte que les cour-
bes r¢ rencontrent en un point variable la conique y? et que par
suite les courbes C6 ont un point simple a tangente variable en
Alv_j. Les courbes G ont des points quadruples en Atl, AL, ...,
Alx et deux cas peuvent alors se présenter: Le point Ala>H est
triple pour les courbes Co; celles-ci passent simplement par
Ale+2' ..., Av-1, et simplement par un point A,, infiniment voisin
de Alar+l et simplement par un point Aj, infiniment voisin de Aj,
Ou bien les courbes Cd passent deux fois par Algtl et une fois
par deux points simples A,,, Aj? infiniment voisins successifs de
Aia.+). Comme les courbes Cv coupent les courbes Cf en p points
confondus en A, on a, dans le premier cas,

6-j-4a? +3 +Vv—X—2 =2V + 1,

donc 3a? = v—=6. On a nécessairementv = 3vf et x — v' = 2.

Dans le second cas, on a

6 +4,r-f2-fv—x—2=2v-f1,
d'ol 3x =v—5. On a nécessairement v=-3v' +2etx=Vv — 1,

Dans les deux cas, on trouve bien que deux courbes C6 ont 5p
points d’intersection absorbés en A. Au domaine du point Aj2 cor-
respond sur fl>2 une droite yj s’appuyant en un point sur la droite
V2, projection de y? a partir de Ad et rencontrant en un point Ad la
droite y6. Le point A0 est donc double biplanaire pour la sur-
face <b!

Dans les deux cas, les courbes T sont de genre z— 3 et les
courbes Cb de genre p (it— 1) + 1 —3v— 3. Entre une courbe T
et la courbe Cd homologue, on a une correspondance (1,p) présen-
tant trois points de diramation. La formule de Zeuthen, appliquée
a cette correspondance, conduit a une identité.

On vérifie gu’une courbe C§ et une courbe Co ont 3p points
d’intersection absorbés en A5

5. Supposons que l'on ait v > 7; alors, les courbes C'6' ont en
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A la multiplicité 9, avec six tangentes confondues avec al et trois
avec av (3).

Les courbes C'd' passent trois fois par les X premiers points
AVl AVZ,... et soit deux fois par le point AVa.+i, soit une fois par ce
point. Dans le premier cas, elles ont encore deux points simples
infiniment voisins successifs de Avae+l en commun; dans le second
cas, elles en ont également deux. Les courbes Gt rencontrant les
courbes C'0' en p points confondus en A, les cas suivants peuvent
se présenter

a)v=3Vv +2 X =2V — 2 Le point Avl, j est double pour
les courbes G0" et celles-ci ont encore en commun deux points
simples A”, Av2, le dernier étant uni parfait pour I'involution

Ly,

by v=3Vv, x =2Vv — 3. Le point AVY, ? est simple pour les
courbes Gq' et celles-ci passent encore simplement par deux
points Avi, A"2 infiniment voisins successifs de AVV,_2( le dernier
étant uni parfait pour I,,.

Les courbes C0" passent six fois par les X premiers points Au,
Al2,... et h fois par le point suivant (h < 6). Observons que sur la
surface <»3, que l'on obtient en projetant <b2 du point Aj, a la
droite y2 correspond une droite, donc les courbes Cj" passent sim-
plement par le point Alv_! et par conséquent simplement par les
v— X —2 derniers des points Ai(, A)2,..., AV 4, Les courbes Gv
rencontrant les courbes Cj" en p points confondus en A, on a

9+ 6ar + /t-|-v—ae—2=2v+1,;
d’ou
OX-{-h=v—86.

Observons que, p étant premier, on ne peut avoir v=>5v" -j- 2.
Gela étant, les cas suivants peuvent se présenter :

a) h=05 v=>5v"+12a=v"— 2. Au point quintupJe Alv,_t,
font suite quatre points infiniment voisins successifs, All, Aj2, Ajj,
Ajj, simples pour les courbes Cj", dont le dernier est uni parfait
pour I'involution I,,.

fi)y h=4, v=5v", x =Vv"— 2. Au point quadruple A,” sont
infiniment voisins successifs, soit quatre points simples, soit un

point double suivi de deux points simples, le dernier point étant
dans chaque cas uni parfait pour Ip.

(3) Si I'on avait v <7, les courbes C"0 auraient en A la multiplicité
v+2, avec v+l tangentes confondues avec a,, et une avec ax.
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y) h=3, v=5Vv"f 4 x=v"— 1. Au point triple ALV, sont
infiniment voisins successifs, soit une suite de quatre points sim-
ples, soit un point double suivi de deux points simples.

S) h=2, v=5v"-f3, x=v"— 1 Au point double Al\» sont
infiniment voisins successifs quatre points simples, dont le der-
nier est uni parfait pour I,,.

Exprimons maintenant que le nombre des points d'intersection
de deux courbes G'a' absorbés en A est multiple de p. Cela con-
duit a exclure, dans le cas fi, I'nypothése de quatre points simples
infiniment voisins successifs de et, dans le casy, celle d'une
suite de quatre points simples infiniment voisins successifs de
Alv-/,

Dans les autres hypothéses, on trouve que le nombre de points
absorbés est 7 p, donc la surface <b3 est d'ordre n — 7. Le point
Ad est donc double pour la surface <>, et précisément double
biplanaire. En effet, aux domaines des points-unis de Ip pour les-
quels se terminent les suites de points communs aux courbes Ci",
distincts de Aj”, correspondent des droites sur la surface $3.

Les courbes Ci" sont de genre p (ir — 1) + 1 — 5v — 4; les
courbes I'i" sont de genre it—4. Si I'on applique la formule de
Zeuthen a la correspondance (1,p) existant entre une courbe I'i"
et la courbe Ci" homologue, correspondance qui possede trois
points de diramation, on obtient une identité.6

6. Nous allons maintenant nous occuper des systéemes de cour-
bes [Clv-1)|, |CS'|. Nous supposerons en premier lieu v = 3 V'. Les
courbes G{» ont dans cette hypothese la multiplicité 2v en A,
4 v' tangentes étant confondues avec a, et 2 v' avec av.

Comme les courbes C,, Cv doivent rencontrer les courbes (V) en
p = 2v -f-1 points confondus en A, ces derniéres courbes ont des
points simples en A,,, AVL Il en résulte qu’elles passent encore par
4 vl—1 points simples Bl B12,..., B4V, 4 infiniment voisins succes-
sifs de AV). Les derniers points de ces suites sont unis parfaits
pour l'involution Ip.

Le point A absorbe 2 vp points d’intersection de deux courbes
Covl et la surface est donc d’ordre N—2v. On passe donc de
cette surface a la surface <bv+l. d'ordre n —p, en la projetant d’un
de ses points simples.

Les sections hyperplanes de la surface ff>v sont de genre it—v.

Aux domaines des points B,~”, Bv2vr i correspondent sur d>v
des droites que nous désignerons par fit, [3V.
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Les courbes Civ-11 ont en A la multiplicité 2v— 1. 2v' — 1 tan-
gentes étant confondues avec atet v + v' = 4 v' avec av- Les points
Ait et AVl sont au plus doubles et nécessairement doubles pour les
courbes CJ-1'. Elles ont des points doubles en
un point simple en Bjv,” et enfin un point simple, uni parfait
pour Ip, BJ, infiniment voisin de Biv,_t Elles ont en outre des
points doubles en BVI, BW,..., v8v, j.

Le point A absorbe 4v2—1 points d’intersection de deux cour-
bes CS-11, donc la surface 4\ 4 est d’'ordre n — 2 v -f-1. Au domaine
du point Bi correspond sur 4>_4 une droite BJ et au domaine du
point Bvsv," correspond une conique (3* Aux courbes C[j! corres-
pondent sur 4>v 4 les sections de cette surface par les hyperplans
passant par un point Abv-1), appartenant a la droite et a la coni-
que p2, simple pour la surface. On obtient 4>v en projetant 4\_4de
AJ7-1’; au domaine de ce point correspond sur 4\ la droite p4.

Les sections hyperplanes de la surface 4>v_{ sont de genre n—v,
comme on le voit én utilisant la formule de Zeuthen.

Supposons maintenant v =3 V' -j- 2. Les courbes C[V) ont encore
la multiplicité 2v en A, mais elles ont cette fois2v' 1 tangentes
confondues avec af et v + v' + 1 avec av

Les courbes ClV) passent simplement par le point AH et par une
suite de 2 V' points Bu, BL,..., BlY, infiniment voisins successifs,
le dernier étant uni parfait pour I, Elles passent en outre sim-
plement par AVl et par une suite de 4 V' points Bvl, Bv»,..., BW/
points infiniment voisins successifs, dont le dernier est uni par-
fait pour Ip.

La surface 4> est encore d’ordre n —2v et aux domaines des
points B2, BV, correspondent sur cette surface des droites
Pl, Pv

Les courbes CJ+11 ont en A la multiplicité 2v—1, 4v' + 2 tan-
gentes coincidant avec al et 2 v' -f- 1 avec av- Les courbes CJ7-11 ont
des points doubles en Alt, BIf, Bi2,..., BIYV,, de méme des points
doubles en Avl, BV, BV2,..., B,,”, un point simple en Bw, et un
point simple B(, infiniment voisin. La surface 4>v_{ est d’ordre
n—2v + 1; au domaine du point Bi2v, correspond sur cette sur-
face une conique pj et au domaine du point By correspond une
droite BJ, rencontrant la conique PJ en un point AJ7-1’, simple pour
la surface. La droite p! est la projection de la conique Pi a partir
de Ajv—tandis qu’au domaine de ce point correspond la droite p2

Que v soit égal a 3vl ou a 3 V' + 2, les surfaces 4v_i, 4>v présen-
tent donc les mémes particularités; ce sont les structures du point
A pour les courbes CS-11, C)7 qui différent.
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7.Nous avons vu qu’au domaine du point Aiv_j correspond sur
<I\ une conique y2 Les courbes CJ, passent simplement par
Alv-i et par conséquent les courbes 17, Fi" qui leur correspondent
sur  rencontrent en un point laconique y». Par contre, les cour-
bes C{v-"), Gi» ne passent que par Alv_j et les courbes FJ" qui
leur correspondent sur <> ne rencontrent pas y?.

Pour qu’'une courbe G** passe par AlV_ 4 et que la courbe F™*| qui
lui correspond sur <i\ rencontre y2, il faut que la multiplicité de
A pour ces courbes CJ* soit au plus égale a v + 2. En effet, pour
que la courbe Cj* passe par AlV_,, il faut quelle passe par les
points Au, Al2,..., Alv_2 et comme les courbes Gv doivent les ren-
contrer en p points confondus en A, la multiplicité de ce point
doit étre au plus égale kp— (v—1).

Si les courbes Cj/l' ont en A la multiplicité Si, avec 2i tangentes
confondues avec ai et i avec av, on doit donc avoir Si <, v + 2. Si
v = 3V, on doit donc avoiri < v'etsiv = 3V + 2, on doit avoir
i<v'-F1l

Si les courbes GJ* ont en A la multiplicité v -f Sj -f- 2, on doit
avoir Sj < 0, c'est-a-dire,/ = 0.

Nous avons numéroté les systémes |Gé|, |CO|, ... d’aprés les mul-
tiplicités décroissantes de leurs courbes en A. Siv ™ 3 V', le sys-
teme |CJ")] a en A la multiplicité 3vf, avec 2 v' tangentes confon-
dues avec Ui et v' avec av. Le systeme |Glv;+ll| a en A la multiplicité
v -f- 2, avec une tangente confondue avec a, etv -f- 1 confondues
avec rv. Le systéme |CM0+2| a en A la multiplicité 3v' + 3, avec
2 v' -f 2 tangentes confondues avec at et v' + 1 avec av.

Siv=3v + 2, le systtme !C{;;+,|| a en A la multiplicité 3v'+ 3,
avec 2v' -f- 2 tangentes confondues avec af et v' -(- 1 avec «v. On a
3V +3—v+ 1 Les courbes C[§+2) ont en A la multiplicité v + 2,
avec une tangente confondue avec ai et v + 1 confondues avec a,,.
Les courbes Cy;+)) ont en A la multiplicité 3v' + 6 = v + 4, avec
2v' + 4 tangentes confondues avec et V' -f- 2 confondues avec av.

Dans le cas v = 3Vv', les courbes C[\(+]) devant rencontrer les
courbes Cv en p points confondus en A, doivent passer simplement
par All, Al,..., Ajv™. Les courbes ryiti) qui leur correspondent sur

doivent donc rencontrer la conique y2 en un point. Il en résulte
que les courbes C{4), Ci%,..., Cpv) passent simplement par AlV_{ et
que les courbes 1{5),..., rj"'l qui leur correspondent sur 4> ren-
contrent en un point la conique y2. Par conséquent, sur chacune
des surfaces <4, <bb, ..., <PV+l, il correspond une droite au domaine
du point Alv_t, la droite d'une surface étant la projection de la
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droite de la surface précédente. Par contre, les courbes Cy;+2) ne
peuvent passer par AlV_, et il ne peut correspondre au domaine
de ce point, sur la surface <bv-+2, autre chose qu’un point, 11 en
résulte que <w)+8 est la projection de <>+ a partir d'un point
A'V! de cette surface appartennt a la droite correspondant
ayz :
On arrive a des conclusions analogues lorsque v =-. 3-/ -f 2, sauf
que c'est la surface <bv,+2 qui est la derniére a posséder une
droite représentant le domaine du point AlV_!.

8. Considérons les courbes CM, ol i < V'siv=3Vv eti < v'+lI
siv=23V--2

Ces courbes doivent passer 2 i fois par les x premiers points de
la suite AB, Al,..., AlV_,, k fois par le suivant et une fois parles
autres. On a

Qi—1)x+k=v—3(i—1).

On a évidemment k <2i. Les courbes (f* ont en outre en com-
mun un certain nombre de points infiniment voisins successifs du
point Ale+l, multiple d’'ordre k. Le nombre et la multiplicité de
ces points dépendent de la valeur k; ces éléments seront déter-
minés comme dans le cas i = 2,3.

Les courbes C«( passent i fois par les y premiers points de la
suite AV, Av2, ..., AVN_2, h' fois par le suivant et ne passent plus par
les autres. En tenant compte du fait que les courbes C, rencon-
trent les courbes C{" en p points confondus en A, on doit avoir

iy ki=2v—3&-(-1

k' est inférieur a i. Au dernier point de la suite, multiple d ordre
k', sont infiniment voisins successifs un certain nombre de points
communs aux courbes Cf*, dont le nombre et la multiplicité
dépendent de la valeur de k'.

Nous allons maintenant supposer v = 3v' pour plus de simpli-
cité et nous occuper des courbes Cly;+!’. Dans le cas v = 3v' -f- 2,
les raisonnements, qui concernent alors les courbes Cli+l, sont
analogues. )

Nous avons vu que les courbes C\+U passent simplement par
les points Au, ..., AlV_,. Elles ont la multiplicité v + 2 en A, ontv
tangentes confondues avec et doivent rencontrer les courbes
C, en p points confondus en A. Soient u?2, x3,.. les multipli-
cités des points AV, Av2, A”,... pour les courbes ClVi+l», nous devons
avoir

Xi+ 4+ X3H-——- - v—1
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et par conséquent xt < v — 1. Il en résulte que les courbes pas-
sent certainement par le point Bu infiniment voisin de AV(, car
elles ont v -+ 1 tangentes confondues avec On aura donca;2<n,!
et la multiplicité du point BVl sera au plus égale a aqg — x2. Si cette
multiplicité est inférieure a ce nombre, le point BV n’appartiendra
pas aux courbes GV}tl) et I'on aura, si x' est la multiplicité de
BV, Xi + X' = v -f 1. Une analyse minutieuse conduit aa?2l=v'+ 2,
XN —Vv + 1, x3=Vv —4, x4 —0. Les courbes Cyitl) passent simple-
ment par les 2v' — 1 points BVl, BV, ..., Bv2v,_t. Elles ont en outre
en commun un point quintuple, infiniment voisin de AVs et a ce
point quintuple fait suite une série de points infiniment voisins
successifs se terminant par un point simple, uni parfait pour
I'involution 17,
Liége, le 22 mars 1948.

Imprimerie M. HAYEZ, rue de Louvain, 112, Bruxelles.
Domicile légal : rue de la Chancellerie, 4.



