La Geéométrie différentielle des surfaces
considérées dans l’espace réglé

AVANT-PROPOS

Des conversations que nous avons eues avec Fubini et Tzitzeica
lors du Congrés des mathématiciens & Toronto en 1924 et de
fréquentes conversations avec Demoulin nous ont conduit a
des recherches sur la Géométrie projective différentielle des
surfaces. Deux propriétés nous avaient particulierement intéressé.
D’une part un théoréeme établi vers la méme époque et d’'une
maniére indépendante par Tzitzeica (¥) et M. Bompiani (2),
suivant lequel les tangentes aux asymptotiques d’une surface
se correspondent dans une transformation de Laplace. D’autre
part une proposition beaucoup plus ancienne, due a Darboux (3) :
Les droites d'une congruence W forment un réseau conjugué.

Dans le mémoire qui vient d'étre cité, M. Bompiani utilise
systématiquement la représentation des droites de I'espace par
les points d’'une hyperquadrique d’un espace linéaire a cinq di-
mensions, suivant Klein. C'est dailleurs aussi a cette représenta-
tion qu’'a recours Tzitzeica. Plus tard, M. Bompiani (4) a consacré
un nouveau travail a cette représentation, appliquée a la théorie
des surfaces. Ce fut le point de départ de nos recherches.

Une surface de I'espace ordinaire étant donnée, les tangentes
aux asymptotiques des deux modes sont représentées sur I’hyper-
quadrique de Klein par deux surfaces et les points de celles-ci
correspondant a deux tangentes en un méme point de la surface

(*) Tzitzeica, Sur un théoréme de M. Darboux (C. R., 1910, t. XClI, pp. 971-
974).

(2) Bompiani, Suit' equazione di Laplace (Rendiconti del Circolo Matema-
tico di Palermo, 1912, t. 34, pp. 383-407).

(8) Darboux, Legons sur la théorie générale des surfaces, tome 11, Paris, Gau-
thier-Villars, 1889).

(4 Bompiani, La Geometria delle superficie considerate nello spazio rigato
(Rendiconti della R. Accademia dei Lincei, 1° sem. 1926, pp. 395-400 ;
2° sem. 1926, pp. 262-267).
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sont transformés de Laplace I'un de I'autre. Cela conduit a atta-
cher a la surface une suite de Laplace L déterminée par ces deux
points, suite qui est autopolaire par rapport a I’hyperquadrique
de Klein. L'utilisation de cette propriété et de celles de la trans-
formation de Laplace permet d’obtenir de nombreux théoremes
sur les surfaces. C'est ainsi que les couples de surfaces ayant
mémes quadriques de Lie, dont I'existence avait été signalée
par Demoulin, peuvent s’étudier, comme nous l'avons montré,
trés simplement par la considération de la suite L, qui a alors la
période six.

Aux surfaces dont les asymptotiques appartiennent a des
complexes linéaires correspondent des suites de Laplace termi-
nées.

Apres avoir exposé la théorie générale, nous considérons les
surfaces liées a des suites de Laplace périodiques ou terminées.
Nous étudions ensuite les congruences W en partant du théoréme
de Darboux rappelé plus haut. Nous donnons d’ailleurs une
démonstration géométrique de ce théoréme.

Nous avons publié autrefois une monographie sur des questions
traitées dans ce travail, mais sans donner toutes les démonstra-
tions (1) ; nous y renvoyons pour la bibliographie antérieure a
1934.

Nous indiquons ici les ouvrages qui ont été consacrés a la
Géométrie projective différentielle des surfaces (2).

Liége, le 18 mars 1964.

(") Godeaux, La théorie des surfaces et I'espace réglé. Actualités scientifiques,
N° 138 (Paris, Hermann, 1934).

() Tzitzeica, Géométrie différentielle projective des réseaux. Paris, Gauthier-
Villars. 1924.

Fubini et Cech, Geometria proiettive differentiate. 2 volumes, Bologne Zani-
chelli, 1927.

— Introduction a la Géométrie projective différentielle. Paris, Gauthier-Villars,
1931.

Vranceanu, Lecons de Géométrie différentielle. 2 volumes, Bucarest, Académie-
1947-1951.

Bol, Projektive Differentialgeometrie. 2 volumes, Goettingue, Vandenhoeck et
Ruprecht, 1950-1954.

Finikow, Théorie der Kongruenzen (trad, par G. Bor). Berlin, Akademie-
Verlag, 1959.

Minhailescu, Geometrie diferentiale proiectiva. Bucarest, Académie, 2 volumes,
1962, 1963.



I. Suite de Laplace associée a une surface.

1. Equations de Wilczynski. — Soit (x) une surface de I'espace
ordinaire rapportée a ses asymptotiques u, v. Les coordonnées
projectives homogénes du point x satisfont a un systeme de deux
équations aux dérivées partielles, complétement intégrable,
que I'on obtient en écrivant que les plans osculateurs aux courbes
u, v coincident avec les plans tangents a la surface.

Le plan tangent a la surface (x) en un point ordinaire (non
parabolique) x est déterminé par les points x, xu, xv. Le plan
osculateur a la courbe u (sur laquelle u varie) est déterminé par
les points x, xu, xuu. Ces deux plans devant coincider, le point x
doit satisfaire a I'équation

Xuu + a'xu + bxv + cxx = 0. )

En exprimant que la courbe v est une asymptotique, on a de
méme I'équation

Xm + axu + b'xv + ¢2x = 0. 2

Dans ces équations, nous supposerons que les coefficients
sont des fonctions de u, v dérivables autant de fois qu'il nous
sera nécessaire.

Le systéme des équations (1) et (2) étant complétement inté-
grable, nous devons avoir

d2xuu _ d2xw
dv2 du?

En exprimant que dans ces expressions, les coefficients de xuv
sont égaux, on obtient la condition

« = k 3

Remplacons dans les équations (1) et (2) les coordonnées du
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point x par celles du point Xx. Dans les équations obtenues,
les coefficients de xu et de xv sont respectivement

2AU + a'A, 2A, + b'X.

En vertu de la relation (3), on peut choisir A de maniere que ces
deux quantités soient nulles. Nous pouvons donc, une telle valeur
de A étant choisie, écrire, en changeant de notations, les équa-
tions (1) et (2) sous la forme

+ 2bxv + ¢'x = 0, + 2axu + c"x = 0. 0]

Les coordonnées du point x obtenues par le choix du facteur
de proportionnalité A tel qu'il vient d'étre fait sont appelées
coordonnées normales de Wilczynski.

La surface (x) est le lieu du point x dont les coordonnées
satisfont aux équations ().

Les conditions d'intégrabilité du systeme (I) sont

auw + cu + 2bav -j- 4abv — 0,
bw + cv + 2a6u -j- 4bau = 0, (1
cw + 2ac'u + 4a,c' = cuu -)- 2bcv -f- 4bvc",
2. Le tétraédre de E. Cartan. — A chaque point x de la sur-
face (x) nous attachons un tétraédre qui a déja été utilisé par

Elie Cartan et que pour cette raison nous appelons tétraédre de
Cartan. Les sommets de ce tétraédre sont les points

X, m =x (log a)Jy — 2xu, n = x (log b)v — 2xu,
y = [8ab — (log a)u (log b)v]x + 2xu (log b)v + 2xv (log a)u — 4*u).
Un point de I'espace est représenté par
zH + z2m + z3n -f 7*y

et nous dirons que z1, z2, z3, z* sont les coordonnées locales de ce
point.

En posant
= — (log bjuv + 4a6, = — (log a)uv + 4ab,
a =2 (loga)u + (log a)l -f 4{bv + ¢,
p = 2 (log bw + (log b)l + 4(au + c"),
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on a
2%ii = * (loga)Ju — m, 2xv = x (log b)v — n,
2mu = ax — ni (log a)u — 4bm,
2», = — 2kx -f m (log b)v -fy,
2nu = — 2hx -f n (log aju -fy, (1)
2nv = fix — 4aw — « (log &),
2N« — — 4bfix - 2/ijm —an —y (log a)u,
2yv = — 4«co: — iBm -f- 2kin —y (log b)v.
De ces relations, on déduit
24 = — 21 (loga)u — az2 + 2hlz3 + hbpz\
24 =71 + 22 (logd)u — 2hlzi,
24 = 4fe2 — *3 (loga)u -f az4,

24 = — 723 + z4 (loga),,,
it
24 = — 71 (log by + 2£122 — 02* + 4«a24,
24 = - 722 (log 6), + 4«z3 + pz\
24 = 21 + z3 (log b)v — 2kIZ\
24 = — 22 + 2» (log fb),

3. Le théoréme de Bompiani-Tzitzeica. — Aux droites de I'es-
pace, nous faisons correspondre les points de I'hyperquadrique
de Klein, située dans un espace S5 a cinq dimensions. Rappelons
que la condition pour que deux points p, g de Sé soient conjugués
par rapport a I'nyperquadriqgue Q de Klein s'écrit

Q(p.g) =0

de sorte que I'équation de cette hyperquadrique est Q(p, p) = O.
Les tangentes aux asymptotiques u, v en un point * de (x)
sont représentées sur Q par les points

U=WX1x,,\ V=\Wxv
On a, en utilisant les équations (1),
uc = I* * | = — 26]* xv\
w=I1* xm = - 2a\x xu\
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c’est-a-dire
Uu+ 26V =0, V* + 2aU = 0. 1)

Les points U, V sont donc transformés de Laplace I'un de I'au-
tre. Ce théoréme a été obtenu a la méme époque par Bompiani et
par Tzitzeica.

4. Suite de Laplace associée a la surface (x).  Désignons
par Ut U2 .... U», ... les transformés successifs de Laplace de U
dans 1é sens des v et par VI, V2, .... V", ... ceux de V dans le

sens des u. Nous avons
TIi=U, —U(ogbh),, Vi=Vu-V(loga)u

Plus généralement, nous avons

U"=U"1 —u"1l(loS e V' =
VIl — vn I (log aky ...
ou I'on pose
hn = — (log bht ... hn™w + K-j,
kn — — (log aki ... kn-luv “h *n-I-

Le point Un satisfait a I'équation de Laplace
u:,, — u: (log bh, ... ny — KU" =0
et le point V" a I'équation
Vw — y: (log ak, ... knu — KM» = 0.

Les invariants de I’équation de Laplace satisfaite par U" sont
hn, hn+l et ceux de I'équation vérifiée par Vn, kn et kn+1

En particulier les invariants de I'équation de Laplace
Uue — U,, (log b)v — 4asU = 0.
vérifiée par U sont 4ab et h, et ceux de I'équation de Laplace
VB -V, (log a)Ju — 4abV =0

vérifiee par V sont kl et 4ab.

5. Propriété de la suite de Laplace. — Nous avons

U) -0, 0(V,V) =0
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et, les points de la droite UV représentant les tangentes a la
surface (x) au point *, cette droite appartient a Q et I'on a

0(U, V) = 0.

Ces relations étant bilinéaires par rapport a leurs arguments,
en les dérivant par rapport a u, v et en tenant compte des expres-
sions des transformés de Laplace de U, V, on trouve

AU, U) =0, UU\V) =0, £U, V1) =0, f3(V, VI) =0,
QU, V2) =0, Q{V, U2 =0, E(U\ V] =0.

On en conclut que I'hyperplan tangent en U a I'’hyperquadrique
Q passe par les points UL, U, V, VI, V2 et que I'hyperplan tangent
en V a Q passe par les points V', V, U, Ul U2

On obtient de méme, en dérivant deux fois la derniére relation
écrite par rapport a u,

UM\ V) =0, £(UX V3) =0,
de sorte que I'hyperplan polaire de Ui par rapport a Q est

UVV1V2V3 De méme, I'hyperplan polaire de V1 par rapport a O
est VULhIMJ3,

Supposons que I'hyperplan polaire de U”-1 par rapport a Q
passe par les points V"-3, V"-2, V"-* V" V"+\ cest-a-dire que
I'on ait
m0(Un_1, Vn~3) =0, £A(Un-\ V"-2) =0, ..., D(U"-1, V"+i) = 0.

En dérivant les quatre derniéres relations par rapport a v, on
obtient

AU, V"2 =0, 0(U", V"-1) =0, Q{U", V") = 0, Q(U”, V'+) =0
et en dérivant la derniére de ces relations par rapport a u,
12(U", Vn+2) = 0.

L’hyperplan polaire de Un est donc V"-2V"-iV"Vn+1Vn+2

On démontre de méme que I'hyperplan polaire de Vn est
Un-2U"-1U"Un+1Un+2.

La suite de Laplace L,

LUt L UL U VLV L v (L)

ol chaque point est le transformé de Laplace du précédent dans le
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sens des u, est autopolaire par rapport a I'’hyperquadnque Q de
Klein. Les hyperplans polaires des points U", Vn sont respective-
ment

yn-2vVn"ivnVn+iVn+ et U"~aUn~1U”Un+1Un+2

Dans cet énoncé, U° doit étre remplacé par U, U-1 et V° par
\Y

Les points U et V étant distincts, I'nyperplan polaire de U
par exemple ne peut passer par U2 ni celui de V par V2 La suite L
ne peut appartenir & un hyperplan.

6. Points représentant les arétes du tétraédre de Cartan. — On a
X m\+2U =0 Wn\+2V=0,
\x y\ + 2(IP + VI) =0,
\m n\ + 2(Ut — V) =0,
\m Y\ — 4V2 — 4V1 (log akt)u — 2aV = 0,
In y\ — 4U3 — 4Ut (log 6*,), — 2/3U = 0.

Les points Ul + V1 et Ul — VI appartiennent a I'hyperqua-
drique Q et sont les intersections de cette droite avec I'hyper-
quadrique Q. Cette droite IPV1 ne peut appartenir a Q, car U!
par exemple appartiendrait a cette hyperquadrique et son hyper-
plan polaire UVV1V2V3 serait tangent & Q en UL Mais alors le
point Ut coinciderait avec U, ce qui est impossible.

La droite UU1 touche Q en U et la droite VV1 touche Q en V,
mais ces droites ne peuvent appartenir a Q. Nous allons d'ailleurs
déterminer les valeurs de (U1, UJ) et de Q (V1, VI).

1
X Xu Xv Xuv Xmny

Le déterminant A ne peut étre nul, par hypothése le point x
n'étant pas parabolique.
En utilisant les équations (I), on trouve

Au=0 Av=20

et A est donc une constante.
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Des relations établies plus haut, on déduit
4U1 -f Xy\ + [m n\ = 0.
Nous avons
16”"(Uh Ul) + 8.Q(U\jx y\) + 8&(U\ (mn\)
+ 2Q(\xy |, [m n\) = 0,
Des expressions de \x y\, |m, n| établies plus haut, on déduit
0(U», \xy\) + 2Q(U\ U1) =0,
0(U», \mn\) + 2i3(UL, U}) =0

d'ou
8E(UI, UY) = £2(# v], |wn).
On a
U(M. \'mn) = \xy m n\ = \xmny\— - \6UA,
d'ou
mQ(U», U») = - 2A
De

4V1i — X y\ — |m n\
on tire également
Q(V», V») = 2A.

8. En dérivant la relation i?(U, Ul) = 0 par rapport a v, on
obtient

UL + U (log b)v, U] -f Q[U, U2 + U1 (log bhj)v] =0,

d'ou
«(U. U2 21
En dérivant la relation A£(Ul, Ul) = — 2A par rapport a v,
on a
mQ[U\ U2 + Ut (log M,),] = 0,
d'ou

mD(Ul, U2) = 2A (log bhl)v.
Le méme procédé donne
Q(V, V) = — 2/1, Q(V\ V) == — 2A(log akl)a
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Pour calculer U2, U2), partons de la relation donnant \n y\.
Nous avons successivement
£2(\wy], \ny\) = 4f2(U2, \ny\)  4£?(U\ \ny\) (log bhl)v +
2j8fi(U, \ny\),
Q{\I\ \ny\)) — 4£(U2, U2 — 8/1 (log bhx)2 — 8/3/1 = 0,
fI(U\ \ny\) — 8A (log bhx)v + 8/1 (log bhl)v = 0,
Q(U, \ny\) —8/1=0.
On en déduit
fi(U2, U2 = - 2[13 + (log bK)I]A.
On obtient de méme
Q(V\V2) = 2[a + (log ak)\]A.
Entre U3, U2 Ul U, V, V1 V2 il existe une relation linéaire
U3 + 1);.112 + ihU.l + rj0u + |0V + A1+ 12V2 = 0.

Pour calculer les coefficients, observons que I'on a en dérivant

par rapport a v

(U2, U2), UL, W), £(U, U2), UV, U2, on a

(U3, U2 + AE(U2, U) (log bhehdy = -[£.+

2 (log bh)v (log bhx)w\A,

A(U2, U) + «(UL, U2 (log bzhlh2)v + G(UI, U3) = 2A (log bhx)m,
UL UY) + fI(U, U)  (log b%h2)v + O(U, U3) = 0,
- 2aQ{\J, U2 + Q(V, U3 =0,

ce qui permet de calculer ,Q(U2 U3), £2(UX, U3), £2(U, U3),
£2(V, U3). On a dailleurs Q(V\ U3) = 0, A(V2, U3) = 0.

En partant de I'expression donnée de U3 on calculera
fi(U2, u3), MU u3), G(u, ul), agv, ul), £(V\ u3), Q(V\ u3),
ce qui donnera six équations en rj0, rjx, rj2, £0, £x, £2. Tout calculs
faits, on trouve

2U3 + 2U2 (log b3h%)v + 2/SjUL + 13 (log &E)U
+ 4a[aV + VI (log ahu + V2] = 0, @
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en posant
& = 0 + (log bhi)m + (log bhl)v (log b%)v.
On aura de méme
2V3 + 2V2 (log a3k\k2)u + 2a1V1 + a (log a2a)uV
+ 46[/3U + UL (log bhx)v + U2] = 0, )]
en posant
“i = a + (log akjuu + (log akl)u (log a%)u.
En utilisant les conditions d’intégrabilité (Il), on trouve
aau d- 2aau = bfiv -\- 2fibv.
De plus, on a
av —  28& (log ak™)u, pu = — 2ht (log bhj,.
En utilisant ces relations, on passe de I'équation (1) a I'équa-

tion (2) en dérivant la premiére par rapport a u et inversement,
on passe de la seconde a la premiére en la dérivant par rapport a v.

9. Equations d’une droite représentée par un point de I'hyper-
quadrique Q. — Un point G de S5 peut étre représenté par

G =rkU2 + Vlin + VoU + £0V + V1 + 12V*

Pour que ce point appartienne a I'hyperquadrique Q, on doit
avoir
Pl ~ IVi ~ Vi (I°g bhiv]2 — 2772 — ag — (& — £2 (log ak™vI2
+ 2N = 0. ©)
On peut considérer les quantités r)0, rjl, t2. £« £ comme les
coordonnées locales du point G et I'équation précédente est celle
de I'hyperquadrique Q.
Le point G de Q représente une droite g commune aux quatre
plans
lhizl (log bhiv + fiz3) — Vizl - + 2£0%2 + 11%
— 0t (log aki),, + az7] = 0,
12[z3 (log bhl)v — zl] — 17pr3 + 2|,,z4 — 23
+ (;2[23 (log aku — azi] = 0, &
Vi[z2 (log bhj)v — £z4) — ~z2 + 2Voz* — ~z2
+ £2[> (logakl)u — zl] =0,
ri2[z2 + z4 (log bhjJ — Tjprs + &z4 — £2[z3 + 7* (log akj)u] = O.



16 LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

10. Représentation d’'une congruence de droites. — Soit (g)
une congruence de droites.

Désignons par G le point de Q qui représente la droite g. La
congruence (g) a pour image une surface (G) tracée sur Q. Nous
supposerons que la droite g et le point G dépendent des deux
parameétres u, V.

Le plan tangent en G a la surface (G) est déterminé par les
points G, Gu, G,. La droite G,G, rencontre Q en deux points
AG, + p.G,, A et fj. étant déterminés par I'équation

XiQ(Gu, G.) + 2AMD(G,,, G,) + fi2Q(Gv, G.) = 0.

Soient Px, P2 ces points et px, p2 les droites GP,, GP2. Ces
droites appartiennent a I'hyperquadrique Q.

Lorsque u, v varient, la droite pl reste tangente a une courbe ttl
tracée sur la surface (G). Les points de cette courbe représentent
les droites d’une surface 77, appartenant a la congruence (g). Les
tangentes a la courbe nl appartiennent a Q, donc la surface
77j est une développable dont nous désignerons I'aréte de rebrous-
sement par ttv La développable 77, contient la droite g homologue
de G et le point de contact de cette droite avec tt] est un foyer F,
de la droite g.

La droite pl représente un faisceau de rayons de sommet Fx,
dont le plan est le plan osculateur a la courbe en F,. Il en
résulte que le point F, sera déterminé par I'intersection de g
avec la droite ayant pour image P,.

De méme, le second foyer F2 de la droite g sera l'intersection
de cette droite avec celle qui est représentée par le point P2

De ce qui précede, on conclut que I'équation différentielle des
développables de la congruence (g) est

D(G,, Gu)du* + 20(GU, GV)dudv + Q(GVY, GV)dv* = 0.

Observons que les plans focaux d’'une droite g sont les plans
des faisceaux de rayons correspondant aux droites GP,, GP2
Le premier est le plan tangent a la nappe focale (F2), le second
est le plan tangent a la nappe focale (FX).

11. Courbes u, v sur les surfaces (U), (V). — Aux asympto-
tiques u, v de la surface (x) on peut associer quatre surfaces
réglées.

1° La développable S, lieu des tangentes a une courbe u.



DES SURFACES CONSIDEREES DANS L’ESPACE REGLE 17

Les droites de cette développable sont représentées par les
points d'une courbe u de la surface (U).

2° La développable S, lieu des tangentes a une courbe v.
Cette développable est représentée par une courbe v de la
surface (V).

3° La surface réglée R,, lieu des tangentes aux courbes v aux
points d’une courbe u.

Aux droites de cette surface correspondent les points d’une
courbe u tracée sur la surface (V).

4° La surface R, lieu des tangentes aux courbes u aux points
d’une courbe v.

Cette surface est représentée par une courbe v tracée sur la
surface (U).

12. La quadrique de Lie. — Les plans ULhU2 et VVXV2 sont
conjugués par rapport a I’hyperquadrique Q. Le premier coupe Q
suivant une conique y touchant UU! en U, le second coupe Q
suivant une conique y' touchant VV! en V. Les points de la
conique y représentent les génératrices rectilignes d’une demi-
quadrique et ceux de la conique y' les génératrices rectilignes
de la demi-quadrique complémentaire. La quadrique, support
commun de ces deux demi-quadriques est la quadrique de Lie O.

Le plan UUXU2 est osculateur a la courbe v tracée sur la sur-
face (U), c'est-a-dire que la demi-quadrique représentée par y
est osculatrice a la réglée R» le long de la tangente a la courbe u
homologue de U.

De méme, la demi-quadrique représentée par y' est osculatrice
a la réglée Ru le long de la tangente a la surface (x) homologue
de V. On retrouve ainsi la propriété de la quadrique O qui a
servi de définition a Lie.

On obtient I'équation locale de la quadrique O en appliquant
les formules du n° 9, en partant de

fat + IVi — Vz (log bh\)v? — “oVz = 0, £0 = Ei = £* = °-
ou de
ail + [& - £g (log aEjjd2 + 2£0£2 = 0, tjo = Vi = Vz = 0.
On trouve I'équation

zlz4 + 722z3 = 0.
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conique yn en C1. Donc, lorsque v varie, la droite ct engendre une
réglée se raccordant a la quadrique On” le long de cl

La droite DIDJ appartient au plan U”Un+iU"t2 et est tan-
gente en D1 a la conique y,,. Par suite, lorsque v varie, la droite d!
engendre une réglée se raccordant a la quadrique On le long de dL

La droite D”j, appartient au plan U"+tUnUn ! et touche la
conique yn au point D1 Par suite, lorsque u varie, la droite d!
engendre une réglée se raccordant a la quadrique On-1 le long de d1.

On en conclut que les tangentes aux courbes u, v au point cxdx
a la surface (c'a'l) engendrée par ce point se trouvent dans le
plan tangent aux deux quadriques On-lt On. Le point cldx fait
donc partie de I'enveloppe de ces deux quadriques.

A chaque point x d'une surface (x) est attachée une suite de
quadriques

0,0, 04, O, .. (1)

dont la premiére est la quadrique de Lie. Deux quadriques consécu-
tives de la suite ont en commun les arétes d’'un quadrilatére gauche
dont les sommets sont caractéristiques pour les deux quadriques.

Il importe de remarquer que les droites UUL VV! touchant Q
respectivement en U et V, la surface (x) fait partie de I'enveloppe
de la quadrique de Lie, qui ne possede donc en général que cing
points caractéristiques, le point x comptant pour quatre. En
général, une quadrigiie On posséde huit points caractéristiques.

16. Une propriété des plans tangents aux surfaces (Cl), (C2),
(DY), (D2). — Désignons par A le point de rencontre des droites
CiCJ) et C2CE, par B le point de rencontre des droites D], et
D2D* Le point A appartient au plan Vn_1V"Vn+1 et le point B au
plan Lfn~1UnUn+1, ils sont donc conjugués par rapport a Q.

L’hyperplan polaire de A contient les points Un_1, Un, Un+1 et
les points Cl, C2, donc les points V", V"+1. Celui de B contient
les points V"-1, Vn, Vn+l et D1, D2 donc les points U", Un+l
Par conséquent, la droite AB est la conjuguée de I'espace a
quatre dimensions UnUn+1V"V'1+1 par rapport a Q.

Soient maintenant A' le point de rencontre des droites D1DJ,
et DNJ, B' celui des droites C1C2 et C2C* Le point A" appartient
au plan U"Un+1Un+2 et le point B' au plan VnV"+1V”+2, ils sont
donc conjugués par rapport a Q. L’hyperplan polaire de A'
passe par les points V", VB+l, Vn+2, D1 D2 donc par les points
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U", Un+l. De méme, I'hyperplan polaire de B' passe par les
points U", U"+1, U"+2 V", Vn+l La conjuguée par rapport a Q
de I'espace U"Un+1 VAV741 est donc la droite A'B' qui coincide
donc avec la droite AB.

Les points A, B, A', B' sont donc en ligne droite et les plans
tangents aux surfaces (Cl), (C2), (D), (D2 se coupent suivant
cette droite.

Observons que les points de rencontre de la droite AB avec Q
représentent les diagonales du quadrilatere gauche formé par
les droites cl, c2, dl, d2. En effet, chacun de ces points est conjugué
des points Cl, C2, D1, D2 et les droites qu'ils représentent doivent
donc rencontrer les quatre droites cl, c2, d1, d2, ce qui n'est pos-
sible que si ce sont les diagonales du quadrilatére.

17. Conservation des asymptotiques u, v sur Venveloppe commune
aux quadriques Onl, <Pn. — Supposons que les asymptotiques
de la surface (chfl) soient les lignes u, v. Alors la droite C1D1 con-
tient deux points U, V images des tangentes aux courbes u, v
en un point chft a la surface (c'dl) et ces deux points sont trans-
formés de Laplace I'un de l'autre. Nous désignerons par V1 le
transformé de Laplace de V dans le sens des u.

La tangente OC* a la courbe u de la surface (Cl) est l'inter-
sections des plans V"Vn4lVn+2 et UVV! tangents aux dévelop-
pables engendrées par les droites VnVB+1 et UV lorsque u varie.

Supposons que les droites Vn4lVV"'42 et VVI1 ne se rencontrent
pas et soit X le point de rencontre de la droite (AC* avec y»+iV”42,
Y celui de la méme droite avec VV1 Latangente en X alacourbev
tracée sur la surface (X) se trouve dans le plan V"V"+1V'+2
et coupe VnVn+1 en un point X1 La tangente en Y a la courbe v
tracée sur la surface (Y) appartient au plan UVV! et coupe UV
en un point Y1 La droite C'C* engendre une développable d'aréte
de rebroussement (Cl) et les droites XX! et YY! se trouvent
dans le plan tangent OC”C*, a cette développable. Ce plan
contient Ct et XI, donc la droite VnVn+l, le point Y1 donc les
points U, V. Il contient en outre les points V42 et V1 Il en
résulte que les droites Vn4lV~42 et VVI sont dans un méme
plan et se coupent, contrairement & I'hypothése. Les points X et
Y coincident en un point X.

Cela étant, la tangente en X a la courbe v tracée sur la sur-
face (X) doit coincider avec la droite OC* et les points Cl et X
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On a vu (n° 17) que la condition était nécessaire. Pour démon-
trer gu’elle est suffisante, supposons que le point Ci par exemple
décrive un réseau conjugué (u, v).

Une courbe u tracée sur la surface (Cl) représente une surface
réglée engendrée par des droites cl et que nous représenterons
par (cl),..

Par hypothése, lorsque v varie, la droite C*C, engendre une
développable ayant pour plan tangent le long d'une de ses
droites le plan tangent a la surface (Cl).

Considérons la développable engendrée par la droite CiC*
lorsque u varie. Il lui correspond une surface (cl)u lieu des tan-
gentes a la surface focale (cldl) de la congruence (cl) aux points
cld! d’'une courbe u tracée sur cette surface. Lorsque v varie,
I'enveloppe de cette surface (cl), oscule la courbe v issue du
point cld! considéré. Or, le plan tangent a la surface (cl)u est le
plan tangent au point cldl a la surface (cldl). Le plan osculateur
a la courbe coincide donc avec le plan tangent a la surface (cldl)
et il en résulte que les courbes v sont des asymptotiques de la
surface (cld'). On démontre de méme que les courbes u sont des
asymptotiques de cette surface.

En vertu du résultat obtenu plus haut (n° 17), le théoréme est
démontré.

Observation. — Le théoreme de Darboux invoqué plus haut
(n° 17) dit que s'il y a conservation des asymptotiques u, v sur
les nappes d'une congruence (congruences appelées congruences
W), le point image de la droite génératrice de cette congruence
décrit un réseau u, v, et réciproquement. Le raisonnement précé-
dent constitue une démonstration géométrique de la réciproque.

20. La congruence (AB), — Plagons-nous dans le cas A' == A,
B' = B.

Comme nous l'avons vu, le plan osculateur a la courbe u du
transformé de Laplace Cit du point Ct dans le sens des v est le
plan tangent en Ct & la surface (Cl). Le point Au appartient a ce
plan. Pour la méme raison, il appartient au plan tangent en C2
a la surface (C2). Il appartient donc a deux plans se rencontrant
suivant la droite AB, dont il appartient a cette droite.

On démontre de méme que le point B, appartient a cette
droite, par suite les points A, B sont transformés de Laplace I'un
de l'autre.
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Observons que le point A est commun aux plans Vn-1V"Vn+1
et U"Un+1Un+2 Le point B est commun aux plans Un~1Ur'U=*+1
et V"V«tiyat2

Les points A et B sont consécutifs dans une suite de Laplace zA.
Désignons par Al A2 A", ... les transformés successifs de
Laplace de A dans le sens des v, par Bl, B2, ..., B" ; ... ceux de B
dans le sens des u.

Si Cu, Ca sont les transformés de Laplace de Cl C2 dans le
sens des v, le point Al est I'intersection des droites CUC**, C21C”
et appartient donc au plan Vn_2Vn_1Vn, puisque Cl1, C2l appar-
tiennent a la droite D'autre part, si D12, D2 sont les
transformés de Laplace de DI, D2, dans le sens des v, le point Al
appartient aux droites D12DJ2, D2D2, et par conséquent au plan
pin+lU«+2Un +3

On démontre de méme que le point B! appartient aux plans
Un~2Un-1Un et Vn+1Vn+2Vn+3

D’une maniére générale, on Vérifie aisément que :

Le point Am appartient aux plans V"-™-iV"-mVn+m+1 et
pjn+mpjn+m+ipjnf m+2 e je point Bm aux plans Un-m~1Un-"lUn-m+1
et VntmVw+w+1Vn+w+2

Il doit étre entendu que si m = n -f k, le plan V"~m+1V'[_m
yn-m+l (igvignt lg p]Jan UtU*_[Ufc 2 g je pian pj”-m-1Un~mU'l* m+1
le plan y*yk-iyk-i

Appelons polyédre de Laplace a faces planes associé a la suite L
I'ensemble des plans déterminés par trois points consécutifs de
la suite L.

La suite de Laplace zA est doublement inscrite dans le polyedre a
faces planes de Laplace associé a la suite L.

Le plan WW/2 contient les points An+l1, B'l+2, le plan UVV1 les
points A” et Bn+1 ; le plan VUUL! les points A”+1 et Bn, le plan
UIBU: les points A"+2 et B"-1

21. Enveloppe des quadriques de Lie. — Appliquons ce qui
précéde a I'étude de la partie de I'enveloppe des quadriques de
Lie commune a I'enveloppe des quadriques <iy

Actuellement les points Cl, C2 sont les points de rencontre de
la droite V1V2 avec Q et les points D1, D2 ceux de la droite LbU2
En posant

a+£2=0.j8+V2=0,
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on a
Ct=V2+ VI™ + (log akXl C2=V2+ W[-T + (log «feidJ,
D1 = U2 + Ul[r, + (log 6AJJ, D2 = U2 + U‘[-1j + (log Ih,)\.

D’apres ce qui précede, la condition nécessaire et suffisante
pour que les asymptotiques de I'enveloppe considérée soient les
courbes u, v, c’est-a-dire pour qu'il y ait conservation des asymp-
totiques sur I'enveloppe des quadriques de Lie, est que I'un
des points C\ C2, D1, D2 décrive un réseau conjugué (u, v). Il
en est alors de méme des autres points.

On a
Ci= (L + Kj (V1 +fV),

en utilisant la formule
av = — 2% (log akju, ttv = K (log «*!),,.

La droite CICJ coupe donc la droite V1V2 au point Vi -f £V
et pour notre objet, il suffira de voir dans quelle condition la
tangente en ce point a la ligne u passe par Cl. On a

(V1 + |V),, = V2 + V*[£ + (log aftj)] + $ (log «fl.V =
O + |V (logflf)..
La condition cherchée est donc
(log a$)u = 0,

car dans le cas général ol nous nous plagons, a et | ne sont pas
nuis.

La condition précédente peut étre remplacée par (log a2a),, = 0
et comme on a

aau -f- 2adu = bfiv -f- 21%6>,,

elle peut également étre remplacée par (log bfiy = o.

La condition nécessaire et suffisante four qu'il y ait conservation
des asymptotiques sur les nappes de I'enveloppe des quadriques de
Lie est que l'une ou l'autre des relations équivalentes

(log a2a)u = o, (log b2fi),, =0

soit vérifiée.



DES SURFACES CONSIDEREES DANS L’ESPACE REGLE 27

22. La Congruence (AB) dans le cas h = 1. — Nous nous occu-
perons de la congruence (AB) dans le cas n = 1 et sous I'hypo-

these qu'il y ait conservation des asymptotiques sur les nappes
de I'enveloppe des quadriques de Lie.
Les droites OC’, C2C“, c'est-a-dire les droites

fo — fli + f[f + (log ak)u]f2 = o,
fo+ ffi — f[- 1 + (log ak.Ui, =0
se coupent au point aV + V1 (log aklu -f- V2 et nous poserons
A = 2aJaV + V1 (log ak)u + V2].
On aura de méme
B = 26[/3U + U’ (log bhl)v + U2].
Un calcul simple montre que l'on a,
Au-f-aB =0, B,+ bA=0.

Les points A et B satisfont respectivement aux équations de
Laplace

Au, — A, (log a)v — abA =0,
Bu, — B,, (log b)u — abB = 0.
Observons que I'on a actuellement
U3 + U2 (log b3h\n2v + ftUL + 2afaV + V, (log ak,u + V7],
V3 + V2 (log a3k\k2)u + cqVi + ab[\SU + U1 (log bhi)v + UZ],
de sorte que I'on peut écrire
= — [U3 + U2 (log b*h\h2y + &U’],
= — [V3 + V2 (log a3klk2u + a2V3i].
On a
Aj= A, — A (log a)v = 2a]— 2aaU — k*V (log akl)u + V1],
Bx = Bu — B (log b)u = 2b[- 2bpV — JqU (log OAJ, + /qU1].

23. Remarque. — Les expressions

A = 2alaV + V1 (log a/q)u + V2],
B = 2b\3U + U1 (log Wa), + U2]
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ont été calculées qu’il y ait ou non conservation des asymptotiques
sur les nappes de I'enveloppe des quadriques de Lie.
D’une maniére analogue, en représentant par

EiVl + [2V2 + &V3

un point du plan V1V2V3, on trouve que le point B' a une expres-
sion

B' = [V2 + Vi (log J (log «£),, — V3 — V2 (log a*k\k2)u — a, V*

et, en remplacant V3 par son expression en fonction de V2,
V4 ..., U2 on a
4a(B' — B) = A (log «2a)u,

On obtient de méme
46(A' — A) = B (log 628),,.
On retrouve ainsi la condition
(log a2a)u = (log b2P)v =0
pour que A' coincide avec A et B' avec B.

24. Remarque sur les asymptotiques de I'enveloppe commune
aux quadriques <>, — Supposons que les asymptotiques
des surfaces (c'-dl), (cld2), (c2dl), (c2d2) ne soient pas les courbes u, v.
Soient C un des points C1, C2 et D un des points D!, D2, enfin c, d
les droites correspondantes. Désignons par ul, v' les asympto-
tiques de la surface (cd).

Sur la droite CD, il existe deux points U', V' représentant les
tangentes aux courbes u', v' de la surface (cd). La tangente a la
courbe u' tracée sur la surface (U') est la droite CD et la tangente
a la courbe v' tracée sur la surface (V') est également la droite CD,
les points U', V' étant transformés de Laplace I'un de I'autre.

Faisons varier u'. La droite CD engendre une développable
dont I'aréte de rebroussement est une courbe u' de (U"). Le plan
tangent a cette développable le long de CD est U'V'V'], V1
étant le transformé de Laplace de V' dans le sens des u'. Il en
résulte que les tangentes CC,' et DD,,' aux courbes u' en C et D
sont dans ce plan et se rencontrent en un point M.

De méme, si Ul est le transformé de Laplace de U' dans le
sens des V', les tangentes CC,,, DD,, aux courbes v' en C et D
sont dans le plan U'V'U'L et se coupent en un point N.
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Les droites CCU, CC,, appartiennent au plan tangent a la
surface (C) et ce plan passe par la droite a conjuguée de I'espace
LI1U2VLV2 par rapport aQ. Ces droites rencontrent donc le droite a.

De méme, les droites DD,,> DD,,, rencontrent la droite a. Il en
résulte que les points M, N appartiennent nécessairement a la
droite a. Ce sont les points de rencontre de la droite a avec les
plans U'V'V'l et V'U'U'L Ces plans sont conjugués par rapport
a Q, donc les points M, N partagent harmoniquement le couple de
points R1 R2 qui représentent les diagonales du quadrilatére
gauche formé par les droites cl, c2, di, d2

25. Conservation des asymptotiques sur les nappes focales d’une
congruence engendrée par une droite commune aux quadriques
>n I, <Pn.— Soit encore C un des points Cl, C2 Supposons
que les asymptotiques des nappes focales (cdl), (cd2) de la con-
gruence (cl) se correspondent. Soient u', v' ces asymptotiques.

Les droites CCU,, DXDX, se coupent en un point M de la droite a.
Les droites CCU,, et D2Djj, se coupent en un point de la droite a
qui ne peut étre que M. De méme, les droites CC,,,, DxDj,,, D2I)*,
se coupent en un point N de la droite a.

Lorsque u' varie, la droite LTiU2 engendre une réglée qui est
une développable car les tangentes aux courbes u' en DI, D2 se
coupent en un point M. Le plan tangent a cette développable le
long de CPU2 est IPIPM.

De méme, lorsque V' varie, la droite UXU2 engendre une dévelop-
pable dont le plan tangent est U'U2N.

Cela étant, lorsque u' et v' varient, la droite CPU2 engendre une
congruence ayant pour nappes focales les surfaces (Ul), (U2).
Les développables de cette congruence correspondent d’une part
aux variables u', v' et d’autre part aux variables u, v il en
résulte que I'on a nécessairement u' = u, v' =v.

Si les asymptotiques se correspondent sur les nappes focales de la
congruence engendrée par une des droites communes aux qua-
driques 0O,,_!. O,, ces asymptotiques sont les courbes u, v.

26. Equation de la quadrique d>l. — Pour rechercher I'équation
de la quadrique <k, on peut chercher I'équation locale de la
conique yi par exemple et utiliser ensuite les équations (4) du
n° 9. Les calculs sont trés longs et nous utiliserons une autre
méthode.
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Nous avons défini deux nombres rj par les équations
G2+a=0, +j8=0.
Les points Cl, C2 de la droite V1V2 sont donnés par
Cl = V2 + VYE + (log C=V2+ Vi[-]| + (log «AJJ
et les points D1, D2 de la droite U1112 par
Dt = U2+ Ul[r, + (log bh*], D2 = U2 + Ul[— T + (logWg),].

Les droites cu c2, cx, €2 ont respectivement pour équations

7L+ —0, z3 — Gi* = 0, (ch)
zZl — £22 =0, 23+ £z4 = 0, (c2)
z+ 13 =0, 2—ni -0, (dy)
z1 —1)3 =0, 22+ zd= 0. (d2)

La quadrique O, passe par ces droites, donc elle appartient
au faisceau déterminé par la quadrique dégénérée dans les plans
cldr et c2d2 et par la quadrique dégénérée dans les plans cxd? et
c2dx. Un calcul simple montre que I'équation de la quadrique Of
est de la forme

(ZD2 + a(z2)2 + £(z3)2 + aj8(z4)2 + 9(z4z4 + 722z3) = 0. )

Pour déterminer 9, il suffira d’écrire que la quadrique contient
une droite homologue d’un point de la conique y1.

Le plan UiU*U3 a pour équations

Vo __£0 £1 N2 N
/3 (log b2I3)v  4aa  4a (log akx)u  4a

et la conique yx est découpée sur ce plan par la quadrique
H + [ni — v2 (log 6*1).]* — 2A”(log bfi)v + 1ea2aA2 = 0.

Nous prendrons un des points d’intersection de cette conique
avec I'’hyperplan
Vi — 12 (log bhl)v = 0.
Au moyen des formules (4) du n° 9, il correspond a ce point la
droite d'équations

02zl — 4aAazd = 0, 1222 — 4«Az3 = 0.
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Ecrivons que les valeurs de r}2 données par ces équations
satisfont a I’équation

— 2Aij38 (log b2P) + 4«2aA2 = 0.

On trouve deux équations

2aaf3(z4)2 + 2a(z1)2 — fi (log =0,
2ap{z3)2 + 2aa(z2Y — |3 (log b23)vz2z3 = 0
dont la somme donne I'équation (1) ou 9 = — — ANy, de
Ad

sorte que I'équation de la quadrique Of est
2a[(z1)2 + a{z2)? + p(z3)2 + a™4)2] — P (log b2p)v{zh* + 22z3) =0

a (log a2a)u

Remarquons que l'on a également ¢ = b

Il1l. Surfaces associées a des suites de Laplace périodiques.

27. Préliminaires. — Supposons que la suite L associée a une
surface (x) soit périodique, c’est-a-dire que le point Um par exem-
ple coincide avec le point U. La suite L comprend alors m points
distincts et nous dirons qu’elle a la période m. Le point Um_1
coincide avec le point V, le point Um 2 avec le point V1 et ainsi
de suite. Chacun des points de la suite décrit nécessairement un
réseau conjugué (u, v).

Nous commencerons par démontrer que m est nécessairement
pair.

Supposons en effet que L ait la période m = 2n + 1. Alors les
points Un_1, U", Un+1 coincident respectivement avec les points
yn+i Vnj y«-i Le pian déterminé par les trois premiers points
étant conjugué du plan determiné par les trois derniers par
rapports a Q, ces deux plans coincident en un plan p appartenant
a -

QLe point U" = V" est I'image d’'une droite r. Si maintenant
nous tragcons une courbe sur (U™, les tangentes a cette courbe
appartenant toutes a Q, la courbe représente une développable
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Observons que la relation h2n+2 = 4ab pourrait étre remplacée
par
(log b2n+2hin+lhin ... hlh2ntl)w = O,

Drautre part, si I'on était parti des équations vérifiées par les
points V et V2n+2, on aurait obtenu les conditions

(log abkxk? ... k2n+l)nv = 0, k2n+2 = 4ab
équivalentes aux précédentes.

30. Les conditions précédentes peuvent étre modifiées par un
choix convenable des variables u, v.

Remplagons les coordonnées curvilignes u, v par les coordon-
nées u', v' données par

u = <pw), v = >p(y)

On a, en indiquant par a', b', h[, ..., h2ntl ce que deviennent
a, b, hi ..., h2n+i,

a' = axjj, b' = by', hix = lgep'<<, ..., h2an+l = hn+ly'ilj’
d’ou
4a'b'h ... hantl = Kabhx ... han+i(y'4i')2n+L

Nous pouvons choisir les fonctions <pw), ${v') de telle sorte
que le premier membre soit égal a l'unité. Supposons cette opéra-
tion faite et retournons a nos anciennes notations. Nous pouvons
supposer u et v choisis de telle sorte que I'on a

4ubhi ... @141 == ™
Les équations (3) donnent A, = 0, A, = 0 et A est une constante.

31. Reprenons la relation
U2n+2 = AU,

ou A est telle que Au = 0 et dérivons-la totalement par rapport a
u. Nous obtenons

h2n+2U2"*1 + 26AV = 0,
ou, en tenant compte de la valeur de h2n+2,

AV + 2aU2n+1 = 0.
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En dérivant de nouveau cette relation par rapport k u, on a
AfV1 -f V (log a)u] -f- 2«U2n+1 (log a)u + h2n+lU2n = 0.

Observons que les points Un_* et VVB+*+1 coincident, par conse-
quent les équations de Laplace auxquelles ils satisfont ont des
invariants égaux et l'on a

An-i+l = kn+i+l- (5)
La relation précédente devient donc
AV1 + 2af1U2" = 0.

En dérivant successivement cette relation par rapport a u,
on obtient la formule

AV* -f 2akxk? ... ki\J2n-i+1 — 0, (6)
oui=o01 2n-f1
32. En partant de
V27+2 = XV,
ou l'on a
Hv  d, (log jx)u  (log dbkj ... ~2n+l)u> ~2.1+2 ~ kdb,
on obtient de méme, en dérivant par rapport a v,
IxU -f- 26V2ntl = 0,
MU!L + 2bhlV2n = 0,

IXU* + 2bht ... AV2n*+1 = 0. ()

Observons dailleurs qu’en vertu de la relation (5) pour i =
—n, —n-- 1 .., n—21n, nous avons

kabkike ... A2ntl = A**AINHIAN eee AL == 1)

donc p. est une constante si A est une constante.
Les points Vn+1 et U" coincident ; les équations (6) et (7)
donnent
AVn+1 -|- 2ak! ... AU+U,, = 0,

IXUn -)- 2bhl ... hnVn+l = 0.
On en déduit
Alx = kabhl ... hnkl ... kn+l
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En utilisant les formules données plus haut, on montre que
le point y satisfait aux équations aux dérivées partielles

y~ + 5. (kw”™).+ 26¢y.+

| (log a)uu + ~ (log a)l — | (log a)u (log hu + b ™ (log b)v y=0

yw +yi +

" (log b)w +” (log b)I — ~ (log b)v (log ki)v + a ™ (log a)u y=o0

35. Couples de surfaces ayant mémes quadriques de Lie. —
Nous venons de voir que si la suite L a la période six, les surfaces
(x), () = (y) ont mémes quadriques de Lie. Réciproquement,
supposons que deux surfaces (x), (x) aient mémes quadriques de
Lie.

L’enveloppe des quadriques de Lie de la surface (x) se compose
de cette surface et de la surface (x), par conséquent les droites
IPU2 \11Y2 doivent étre tangentes a I’hyperquadrique Q. Comme
les points Ul, V1 ne peuvent appartenir a Q, les points de con-
tact sont les points U2, V2 et la suite de Laplace attachée a la
surface (x) a la période six.

Si la suite L attachée a une surface (x) a la période six, il existe
une seconde surface attachée a la méme suite et ayant mémes qua-
driques de Lie que la premiere. Réciproquement, si deux surfaces
ont mémes quadriques de Lie, elles sont attachées & une méme
suite L qui a la période six.

37. Propriétés des directrices de Wilczynski. — Nous suppose-
rons dans ce qui va suivre que les quantités hx et kl sont dis-
tinctes.

Les directrices de Wilczynski wlt w2 correspondent aux points

Wi = Ut + V], W2 = Ul - VL
Pour obtenir les paramétres des développables de la congruence

(w,), cherchons I'intersection du plan tangent a la surface (W1
en W1 avec I'hyperquadrique Q (n° 10). On a

WJ; = /qu + V,, W] = kfV + U2
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Les points U et V2 étant conjugués et appartenant a Q, la
droite UV2 et le point WJ, appartiennent a Q. 1l en est de méme
de la droite VU2 et du point WJ. On en conclut que les variables
u, v sont les paramétres des développables de la congruence
(wx). Les plans focaux de la droite wx sont donc les plans xym
(z3 = 0) et xyn (z2 = 0).

Les points WJ, WJ représentent des droites situées respective-
ment dans les plans

2/t —z1=0, 2ka* —-zl=0
et les foyers de la droite w sont donc les points
p =2hx -y, q= 2k -f-y.
On a
2(hx = kx)pu ~ PIK (log ah\)u + kx (log a)u] + 2hx (log ahx)ug = 0,
2(ke — hxyqv — g[kx (log bk\)v -f hx (log €)J + 2kx (log bkx)vp = 0.

38. Nous avons
W* = hxU — V2, WI = kxV — U2

et les paramétres des développables de la congruence (w2) sont
aussi les variables u, v. Les foyers de la droite w2 sont découpés
sur cette droite par les plans

2\V1 +* =0, 2kezl +z¢=0
et sont donc les points m, n.
Les plans focaux de la droite w2 passent par les points
2hix —y, 2kxx —y.
On a (n° 2
2mu + m (log a)u + 4bn = 0,
2nv + n (log by + 4am = 0.

Observons que les droites wx, w2 sont conjuguées par rapport
a la quadrique de Lie <P. Les plans focaux de la droite w2 sont
les plans polaires par rapport & <P des foyers de la droite wx
et les foyers de la droite w2 sont les poles des plans focaux de
la droite wx
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39. Les points p, q d'une part, les points m, n dautre part,
déterminent des suites de Laplace respectivement

e Py I.-,pi,p,ql<h’ 007> 000> P)
v Mit ., mitm, n, nlt ..., nit ..., (1)

chaque point d’une de ces suites étant le transformé du précédent

dans le sens des u.
Les points m, n satisfont respectivement aux équations de

Laplace
amw + 2mv (log «),, — 2mu (log b)v —
[2kx + 8ab + (log a)u (log bvlm = 0,

4nu, + 2uu (log bu — 2uv (log a)u —
[2hx + 8ab + (log a)u (log b)v]n = 0.

Le point mit transformé de Laplace de m dans le sens des v,
est donné par

Wj =m (log hjy — 2mv = 2kxx —y

et le point nlt transformé de Laplace de n dans le sens des u,
par
«!'=n (log a)u — 2nu = 2hxx —y.

Les points mx, nx appartiennent a la droite wx = xy. De plus, les
quaternes (x, y, p, n), (X, y, q, sont harmoniques.

Puisque les points mx, nl appartiennent a la droite pqg, la suite
de Laplace (I1) est doublement inscrite dans la suite de Laplace (I).

Le point px étant le transformé de Laplace de p dans le sens
des v, la droite ppx contient les transformés de Laplace des
points mv % dans le méme sens, c’est-a-dire les points m2 et n.
De méme, la droite qgx passe par les points m et n2

D’une maniere générale, la droite pipi+x contient les points
m,-.I, mi+2 et la droite gfli+i les points N/t ni+2

40. Posons
m = mVa, n = ny/b.
Les équations liant m, n, mu, nv deviennent
ihu + 2vVabn = 0, nv + 2y/abm — o.

La congruence (w2) est donc une congruence de Goursat.
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Partons inversement d'une congruence de Goursat de foyers
m, n tels que

mu + <p« =0, nv-f-tom = 0,
ou 9 est une fonction de u, v.
Les points m, n satisfont aux équations de Laplace
m“e ~ (log 9y« — ¢2w =0, nw — nv (log 9),, — 9% =0

et les transformés de Laplace de m dans le sens des v et de n dans
le sens des u sont

= (Iog 9)7” ))l =nu-n (|Og 9),

Supposons que les paramétres des développables de la con-

gruence (rajfq) soient les variables u, v et soient p, q les foyers
de cette droite. Les points doubles x, y de l'involution détermi-
née par les couples p, et g, ml décrivent des surfaces (x), (y)

ayant mémes quadriques de Lie.
aL Nous avons supposé que hlt ki étaient distincts. Supposons
maintenant h, = k,, c’est-a-dire (log a)w = (log b)uv.
Aux point WI, WJ correspondent respectivement les droites
=020 —2\V4=0,;2*=0,2 - 2hlz* =0,

de sorte que les foyers de la droite wl coincident en un point
unigue p = zhxx +y. Par contre, cette droite a deux plans
focaux z2 = 0, zZ3 = 0.

On a
2Pu + P (log a)Ju =0, 2pr + p (log bjv =0,

de sorte que le point p est fixe lorsque u, v varient.
Aux points W,,, WjJ correspondent respectivement les droites

28=0*1+2\/4t=0;, =0« +2hz*x=0

et les plans focaux de cette droite sont confondus en un plan
m passant par mn et par le point ml = 2hix —y.
Observons que I'on a

2(xd + 2hizi),, + zl + 2hlzi = 0, 2(zl -f 2hlzi)v + zl + 2hlz* =0,

de sorte que le plan w est fixe lorsque u, v varient.
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Les points x, y partagent harmoniquement le couple p, mit
par conséquent les surfaces (x), (y) se correspondent dans une
homologie harmonique de centre p et de plan tn.

Les points m, n se correspondent dans une transformation
de Laplace et on a

2mu + m (log a),, + 4bn - 0,
2nv + n (log by + 4am = 0.

Le transformé de Laplace de m dans le sens des v est encore
__2hIx —y, mais actuellement le transformé de Laplace de m!
dans le sens des v est le point n, car on a

2(wl), +  (log by + 2hxn = 0.

Les points m, n, mx forment donc une suite de Laplace de
période trois dans le plan m.
Nous avons vu que les plans focaux de la droite wx sont z2 = 0,
2"==0. On a
270 + 23 (log «)» + =0,
27\ + 72 (log b)v + 4az3 = 0,
24 — 23 (log by = z1 — 2hlZ\
2zl — 72 (log &@). = 21 — 2hxz\
de sorte que les plans z3 = 0, 22 = 0, ro sont les éléments d une

suite de Laplace de période trois dans la gerbe de droites de
sommet p.

42.Surfaces associées a une suite de Laplace de période huit. —
Supposons que la suite L ait la période huit (n = 3). Les points

U3 et V3 appartiennent alors a I'’hyperquadrique Q.
Rappelons que tout point G de I'espace S6 peut étre représenté
par . ) 1T,
G = £2V2 + liV1 + £,V + v<V + ViUl + V*U2,

les quantités Vo, Vu V* étant les coordonnées locales du
point. . L . :
La condition nécessaire et suffisante pour que le point G
appartienne a I'hyperquadrique Q est (n° 9),
Pvl + [Vi ~ Vi (I°g ™D]2 — 2% — — & —  (log ak™™?
+ 202 = O
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Dans le cours de ce paragraphe, nous poserons pour abréger,
H = (log 6*0,, H2 = (log b3h\h2)v, K = (logaft),,, K2 = (loga3k\k2)u,

9 =Ta (I°g = Th (1°g a2a)u-

Les coordonnées des points U3 et V3 sont respectivement
Vi = Ha rjx - ft, Vo = ad, £0 = 2aa, ft == 2a"K, ft = 2a, (U3
ft = Kg, ft = o, ft = bd, Vo = 2bp, VI = 26H, 12 = 2b. (V3

Pour que le point U3 appartienne a Q, on doit avoir

(ft — HH2)?2 + H2(H28 — 2ad) + 4ala = 0, (1)
et pour que le point V3 appartienne a Q,
K - KK2?2 + K2(K2a — 2hd) + 4e? = 0. 2

43. Supposons la relation (1) satisfaite. Au point U3 correspond
une droite commune aux plans (n° 9)

(ft — HH2)*i — 2aaz3 + (2ad — £H2)z3 = 0O,
2azl + (ft — HH2)zs — (2ad — pH)z* = 0,

«2*l + (ft — HH2)z3 — 2aaz* = 0,
H222 — 2az3 — (ft — HHa)z* = 0. ( ?3)

Si | on écrit que trois de ces plans passent par une méme droite,
on retrouve ! équation (1). Nous considérons que la droite homo-
logue de U3 est I'intersection des deux derniers (3) des plans
précédents.

Si la relation (2) est satisfaite, il correspond au point V3 une
droite commune aux quatre plans

K - KK2)z' + (2bd — (iK2)z2 — 2éftr3 = 0,

2bzl + (ax — KK2)z3 — (2bd — aK2)z4 = 0,

K~ + (ftl - KK2)22 — 2bpz* = 0, \

- 2bz3 + K2z3 — («n — KK2)z* = 0. ) @)

Nous considérerons la droite correspondant a V3 comme
intersection des deux derniers (4) des plans précédents.

44. Les droites (3) et (4) doivent se rencontrer au point X.
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Pour que les droites (3) et (4) se rencontrent, on doit avoir

H? 0 & — hn? Z2aa
0 H? — 2a 0x — HH,
K2 ai — kK2 O 260
0 — 2b <2 ai — KK

ce qui est une conséquence des équations (1) et (2).
Il en résulte que les coordonnées locales du point x sont
pzi = (a, — KK2) (fr — HH2) + 2aaK2 + 260H2 - 4abd,
pz2 = 2a(ax — KK2) + K2(0i — HHY),
pz3 = 26(/3L — HH2) + Hi(al — KK2),
pz4 = 4ab — H2K2
Par conséquent, on peut écrire

* = [(«x — KK2) (S — HH2) + 2aaK? + 260H2 — 4abffix
+ (ai - KK2) (2am + H,«) + (3% — HH2) (2bn + Kam) +
(4ab — H2K2)3/.

Remarquons que les surfaces (x) et (x) ont mémes tétraédres
de Demoulin.

45.Remarque. — La détermination de la surface (x) lorsque
n > 3 pourrait sans doute se faire par le procédé employé dans
le cas n = 3, mais il faudrait exprimer U" et V" en fonction des
points U2, UL, U, V, VI, V2 ce qui conduit a fes calculs longs et
fastidieux. L’étude de la correspondance qui existe entre les
gerbes de rayons de sommets x et X permettrait peut-étre d’avan-
cer vers la solution de ce probleme.

Ajoutons que dans une thése de doctorat, restée inédite,
présentée a la Faculté des Sciences de Liége en 1957, M. Carton
a établi par d’autres procédés que ceux utilisés ici, I'existence
de surfaces (x) et (x) associées a une suite L de période paire.
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IV. Surfaces associées a une suite de Laplace terminée.

46. Remarque préliminaire. — Jusqu’a présent, nous avons
toujours supposé que la suite de Laplace L était illimitée dans
les deux sens. Cette suite L est autopolaire par rapport a I'hyper-
quadrique Q. Pour établir ce fait, nous avons dérivé par rapport a
u et a v des équations telles que Q(p, g) = 0 indiquant que les
points p, q sont conjugués par rapport & Q. Nous allons doréna-
vant considérer des suites L terminées. Cette suite est encore
autopolaire par rapport a Q et il convient de préciser ce point.

Supposons pour fixer les idées que le point U” ne dépende que

de v et décrive par conséquent une courbe (U"). Le point Un
est conjugué des points Vn et VV"-1. En dérivant

QU", V') =0
par rapport a v, on obtient
AU, V) =0

et le point U", qui n'est pas le transformé de Laplace de U”,
est conjugué de V".

47. Théoréme de Bompiani. — Si la suite de Laplace L s'arréte
au point Un en présentant le cas de Laplace, elle s'arréte en général
au point V"+2 en présentant le cas de Goursat.

Supposons que la suite L s'arréte au point U" en présentant
le cas de Laplace, c'est-a-dire que les tangentes aux courbes v
aux points d’'une courbe u de la surface (U"-1) forment un cone
de sommet U". Le point U" ne dépend que de v et nous nous
placerons dans le cas général en supposant que la courbe (Un)
n appartient pas a un hyperplan. On a hn = 0, condition néces-
saire et suffisante pour que Un ne dépende que de v.

Le pble VV’+2 de I'hyperplan dépend seule-
ment de v et décrit une courbe (Vn+).

Le pble \/+L de I'hyperplan U-HJ-USU"U;,, dépend de u
et de v ; il appartient a une droite r dépendant de v, conjuguée
de l'espace a trois dimensions UnU”U”|,Uiin osculateur a la
courbe (U").
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On a d’autre part
V"+2 = kn+2Vn+],

donc la droite r est tangente a la courbe (V"+2). Lorsque v est
fixe et que u varie, le point Vn+1 décrit la droite t correspondant
a cette valeur de v. La suite L se termine au point Vn+2 en présen-
tant le cas de Goursat.

Réciproquement, supposons que la suite L se termine au point
yn+2 en présentant le cas de Goursat. Lorsque v est fixe et que u
varie, le point Vn+1 décrit la tangente r & la courbe (V«+2) au
point Vn+2,

Donnons a v une valeur fixe v0 et considérons la courbe u
correspondante sur la surface (\Vn). Les tangentes a cette courbe
rencontrent la droite y, donc cette courbe est située dans un
plan p passant par v.

Les tangentes a la courbe u donnée par v — v0 sur la surface
(y«-i) rencontrent le plan p, donc cette courbe est située dans un
espace a trois dimensions R passant par p.

Les tangentes a la courbe u donnée par v = v0 sur la surface
(V«-*) rencontrent I'espace R et cette courbe est par conséquent
située dans un hyperplan passant par R. Le pble de cet hyperplan
est un point Un qui ne dépend que de v0, c’est-a-dire de v.

Cela étant, considérons sur la surface (U—1) la courbe u donnée
par v = v0. Le point U", transformé de Laplace de U1 dans le
sens des v, est fixe et les tangentes aux points U"-1 de la courbe u
considérée forment un cone de sommet U". La suite L se termine
donc au point U" en présentant le cas de Laplace.

Observons que dans la polarité par rapport a Q, les tangentes
a la courbe (U") sont les conjuguées des espaces R, les plans oscu-
lateurs a cette courbe les conjugués des plans p et les espaces a
trois dimensions osculateurs a (U") les conjugués des droites .
Les hyperplans osculateurs a (U") sont les hyperplans polaires des
points de la courbe (VM+2). lls varient avec v.

Le théoréme de M. Bompiani est ainsi démontré dans le cas ou
la courbe (Un) n'est pas située dans un hyperplan.

48. PYemieY cas paYticulieY. — Nous avons supposé que le
point U" variable avec v et que la courbe (U™) n appartenait
pas a un hyperplan. Il convient d’examiner les cas ou la courbe
(U") appartient a un hyperplan, ou a un espace a trois dimensions,
ou a un plan, ou a une droite, ou le cas ou U” est fixe.
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Le premier cas particulier, celui ou la courbe (Un) appartient
a un hyperplan, se traite sans difficulté. Le pdle Vn+2 pdle de
I'hyperplan ~contenant la courbe (Un), est fixe, mais les droites r,
conjuguées des espaces a trois dimensions osculateurs a la courbe
(Un), dépendent de v. La surface (Vn+l), au lieu d’étre une dé-
veloppable d’aréte de rebroussement (Vn+2), est un cone de som-
met V"+2 La suite L s'arréte encore au point Vn+2 dans le sens
des u mais en présentant un cas particulier du cas de Goursat,
appelé cas mixte.

La réciproque s'établit de la méme maniere que dans le cas
général.

Si la suite L se termine au point U" dans le sens des v en présen-
tant le cas de Laplace et si la courbe (U") appartient a un hyperplan,
cette suite se termine dans le sens des u au point V12, qui est fixe,
en présentant le cas mixte.

49. Deuxiéme cas particulier. — Supposons maintenant que la
courbe (U") appartienne & un espace a trois dimensions R'.
Le pble d'un hyperplan passant par R' est un point Vn+l qui
appartient a la droite r conjuguée de cet espace R' par rapport a
Q, droite qui est fixe.

Démontrons tout d'abord qu’un hyperplan passant par R' ne
peut couper la surface (Un-1) suivant une courbe u. En effet,
s'il en était autrement, soit v0 la valeur de v qui donne la courbe u
et E I'hyperplan qui la contient et qui passe par R'. Les tan-
gentes a la courbe u appartiennent & E donc également les
points Un~2 homologues des points U"~1 de la courbe u envisagée,
donnée par v = 0. L’hyperplan E coupe donc la surface (LJ*”2)
suivant une courbe u donnée par v = Le méme raisonnement
montre que les courbes u données par v = V0 sur les surfaces
(U"-2), (U"-3), ... se trouvent dans E. Mais alors les hyper-
plans UMU:,,U;U"U»-i, UMNUSUMJ"-111"-2, U"UnU”-1Un-2Un-3,
... auraient pour po6les un méme point V"+1 et les points Vn+l,
V", V"-1, ... coincideraient, ce qui est absurde. Il en résulte
gue sur la droite r, le point Vn+1 varie avec u.

Donnons a u une valeur u0. A cette valeur correspond sur r un
point Vn+1 bien déterminé et sur la surface (Vn) une courbe v.
Les tangentes aux courbes u aux points de cette courbe v doivent
passer par le point Vn+1 et forment par conséquent un cone.
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La suite L se termine dans le sens des u aux points Vn+1 en pré-
sentant le cas de Laplace.

Si la suite L se termine au point U" en présentant le cas de
Laplace et si la courbe (U”) appartient a un espace a trois dimen-
sions, cette suite se termine dans le sens des u au point V*+l en
présentant le cas de Laplace, le lieu du point Vn+1 étant la droite
conjuguée de I'espace contenant (Un) par rapport a I'hyperqua-
drique Q.

50. Supposons que réciproguement la suite L se termine au
point Vn+1 en présentant le cas de Laplace, le lieu du point
Vn+1 étant une droite r lorsque u varie.

Un raisonnement analogue a celui que nous avons fait pour
démontrer le théoréme de Bompiani (n° 47) montre que sur la
surface (Vn) une courbe u est dans un plan p passant par r; sur
la surface (V" 1) la courbe u homologue se trouve dans un espace
R a trois dimensions passant par p; sur la surface (Vn_z) la
courbe u homologue sera dans un hyperplan passant par R. Le
pole de cet hyperplan VE+IV'n+iVnVn~1Vn_z est un point U"
qui ne dépend que de v et est situé dans I’'espace a trois dimensions
R' conjugué de la droite r par rapport a Q.

Considérons sur la surface (U" 1) une courbe u donnée par
v = V0. A cette valeur v0 correspond sur la courbe (Un) un point
bien déterminé. Les tangentes aux courbes v aux points de la
courbe u considérée sur (Un I) doivent passer par ce point Un et
par conséquent forment un cone. La suite L s’arréte au point U"
en présentant le cas de Laplace.

Observons qu’a l'espace R correspond, dans la polarité par
rapport & O, une tangente a la courbe (Un), a un plan p, un plan p'
osculateur a la courbe (Un), variable avec v. Par suite la courbe
(U™ ne peut étre plane et appartient a I'espace a trois dimensions
conjugué de la droite r.

Si la suite L s'arréte au point Vn+1 dans le sens des u en présen-
tant le cas de Laplace et si le lieu de ce point est une droite, cette suite
s'arréte au point U", dans le sens des v, en présentant le cas de
Laplace et la courbe (Un) est située dans I'espace a trois dimensions
conjugué de la droite (Vn+l) par rapport a Q.

51. Troisieme cas particulier.—-Nous supposerons actuelle-
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ment que la courbe (Un) appartient a un plan p'. Nous désigne-
rons par p le plan conjugué de p' par rapport a I'nyperquadrique Q.

Le pble de I'hyperplan est un point V"
appartenant au plan p. Cet hyperplan ne peut découper sur la
surface (Un_1) une courbe u car alors les courbes u correspon-
dantes sur les surfaces (U"-2), (U”-3), ... appartiendraient égale-
ment a cet hyperplan et les points V"+1, V"+2, ... coincideraient
avec V", ce qui est absurde. Il en résulte que le point Vn dépend
effectivement de u et décrit dans le plan p une courbe (Vn).

Les tangentes a une courbe u tracée sur la surface (VI*-l)
rencontrent le plan p, donc cette courbe u se trouve dans un
espace R a trois dimensions passant par p. La courbe u homo-
logue de la précédente sur la surface (VV"-2) appartient a un hyper-
plan passant par R.

Le méme raisonnement prouve gu’une courbe v de la surface
(U"-1) est située dans un espace a trois dimensions R' passant
par p' et que la courbe v homologue sur la surface (U"-2) se
trouve dans un hyperplan passant par R'.

Considérons sur la surface (V”-1) une courbe v donnée par
u = u0. Pour cette valeur de u, le point V" est bien déterminé
et les tangentes a la courbe v considérées doivent passer par ce
point Vn. Elle forment donc un cone et la suite L se termine
dans le sens des u au point V" en présentant le cas de Laplace.

Les conjuguées des espaces R' sont les tangentes a la courbe
(Vn) et varient avec u. La courbe (Vn) ne peut donc se réduire
a une droite.

Si la suite L se termine au point Un dans le sens des v en présen-
tant le cas de Laplace et si la courbe (Un) est plane, cette suite
d arréte au point V" dans le sens des u en présentant également
le cas de Laplace et la courbe (Vn) appartient au plan conjugué
de celui de la courbe (Un) par rapport a Q.

Remarquons que dans le cas étudié ici, la quadrique On est
fixe.

52. Autres cas particuliers. — Il nous reste a examiner les
cas ou le point U" décrit une droite ou est fixe.

Le premier de ces cas a déja été examiné, aux notations prés
(n° 50). On peut I'’énoncer sous la forme suivante .

Si la suite L se termine dans le sens des v au point U" en présen-
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tant le cas de Laplace et si le point Un décrit une droite, la suite L
se termine dans le sens des u en présentant également le cas de
Laplace au point Vn et la courbe (V") appartient & I'espace a trois
dimensions conjugué par rapport a Q de la droite lieu du point U”.

Lorsque le point U" est fixe, le pble Vn 2 de I'hyperplan
U«Un -1Un -2Un 3Uri-4 par rapport a Q appartient & I’hnyperplan
polaire S de U”. Si le point V"2 décrivait une surface, les tan-
gentes aux courbes v en un point d’'une courbe u appartiendraient
a Z de méme que les points V"-3. Pour la méme raison, les
points Vn' 4 appartiendraient a £ et ainsi de suite. Mais alors,
la suite L appartiendrait & Z ce qui est absurde. Le point VV''-2 ne
dépend donc que de u et on retrouve le premier cas étudié plus
haut (n° 48) sauf interversion des variables u, v et la substitution
den—2an.

Observons que la surface (U”-1) est un c6ne de sommet U".

53. Theoreme. Dans le cas général, les points de rencontre de
la droite VVn+1Vn+2 avec I'hyperquadrique O ne dépendent que de v.

Reprenons la surface (%) associée a une suite de Laplace L
se terminant au point U" en présentant le cas de Laplace, la
courbe (Un) n’appartenant pas a un hyperplan. Désignons par
Gl G2 les points de rencontre avec Q de la droite VnJIVn+2

Le conjugué de la droite V"+1Vn+2 par rapport a Q est I'espace
a trois dimensions U"U”U",U”",, osculateur & la courbe (Un).
L’hyperplan polaire de GI, hyperplan qui est tangent a Q en G,
passera par I'espace a trois dimensions précédent. Nous aurons
donc

fi(G\U") =0, ~(GL U:)) =0, U(G\U") =0,
Q(G, U?J=0, Q(G\G] =0.

En dérivant les relations précédentes par rapport a u, on a
Q{G4, U") =0, Q(G\, U") =0, QG\,\JJ =0,
A(G!,U:j =0, A(G4 Gl =0
et par suite I'hyperplan polaire de G,, passe par les points U”, U",
u",, U"B, G! et coincide avec I'hnyperplan polaire de Gl Les

points G! et G,, coincident, donc le point G! ne dépend que de v.
Il en est de méme du point G2
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54. Ce théoréme qui vient d'étre établi est encore valable si
la courbe (Un) appartient & un hyperplan, car le raisonnement
précédent fait simplement appel aux espaces a trois dimensions
osculateurs a la courbe (Un), espaces variables avec v.

Le théoreme n’a plus d’'intérét si la courbe (Un) appartient a
un espace a trois dimensions R'. Alors en effet, le point Vn+2
n'existe plus. Le point V"+1 dépend de u et décrit une droite
fixe r, conjuguée de R' par rapport a Q. Les points d’intersection
de r avec Q sont fixes.

Lorsque la courbe (Un) appartient & un plan p, la courbe (V")
appartient a un plan p conjugué de p' par rapport a Q. Comme
nous l'avons vu, la quadrique <Pn est fixe.

Notons en passant que si G est un des points d’intersection de
la droite U"Vn avec Q, les courbes u sur la surface (G) sont décou-
pées par les cones projetant des points Un la courbe (Vn) et les
courbes v, par les cones projetant des points Vn la courbe (Un).

55. Surfaces réglées gauches. — Supposons que la surface (X)
soit une réglée gauche dont les asymptotiques u sont les généra-
trices rectilignes. Les points U ne dépendent que de v et la suite L
s'arréte au point U. On a d'ailleurs 6 = 0.

Une courbe u tracée sur la surface (V) représente les tangentes
aux courbes v aux différents points d’'une génératrice u. Les
tangentes aux courbes v le long d’une courbe u de (V) forment
donc un cone dont le sommet est un point U. La suite L s'arréte
donc au point U en présentant le cas de Laplace.

Placons-nous dans le cas ou la courbe (U) n’appartient pas a
un hyperplan. La suite L s'arréte alors au point V2 en présentant
le cas de Goursat, dans le sens des u.

Les hyperplans osculateurs a la courbe (U) sont les hyperplans
polaires des points V2 ; ils représentent les complexes linéaires
osculateurs a la réglée (x) le long d’'une génératrice u, c’est-a-dire
les complexes déterminés par une génératrice u et les quatre
génératrices u infiniment voisines successives de la premiére.

Un espace linéaire a trois dimensions osculateur a la courbe (U)
représente une congruence linéaire déterminée par une généra-
trice u et les trois génératrices infiniment voisines successives.
Comme cet espace a pour conjuguée par rapport a Q une droite
V1V, les directrices de la congruence sont représenstée par les
points d’intersection G1, G2 de V1V2 avec Q. Par suite, les droites
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gl, g2 correspondant aux points Gl, G2 sont les droites inflexion-
nelles de la surface (x).

Les points de rencontre de la droite V'V2 avec Q représentent
les tangentes inflexionnelles de la surface (x).

Ce résultat subsiste lorsque la courbe (U) appartient a un hyper-
plan, mais celui-ci représente un complexe linéaire auquel la
surface (x) appartient.

56. Lorsque la courbe (U) appartient a un espace linéaire a
trois dimensions R', la suite L s’arréte au point V! en présentant
le cas de Laplace.

La surface (x) est une réglée qui appartient a la congruence
linéaire dont les directrices sont représentées par les points
d’intersection avec Q de la droite r lieu du point Y1

Lorsque la courbe (U) appartient a un plan p', la courbe (V)
appartient au plan p conjugué du premier par rapport a Q. La
surface (x) est une quadrique etonaa =bh =0

57. Surfaces dont les asymptotiques d’'un mode appartiennent a
des complexes linéaires. — Supposons que les asymptotiques u
de la surface {x) appartiennent a des complexes linéaires Z.

Le développable des tangentes a une courbe u de la surface (x)
est représentée sur Q par une courbe u de la surface (U). Cette
courbe appartient a un hyperplan Z' image du complexe li-
néaire Z contenant la développable. Les tangentes a la courbe
u considérée sur (U) appartiennent & Z' et il en est de méme des
points V qu’elles contiennent. A la courbe u de Z' sur (U) cor-
respond sur (V) une courbe u appartenant également a Z'. Il
en est de méme de la courbe u homologue sur (V1), de la courbe u
homologue sur (V2) et enfin de la courbe u homologue sur (V3).
Il en résulte que I'hyperplan Z' coincide avec I'hyperplan
UVV1V2V3 Cet hyperplan ne dépend pas de u et par conséquent
son pble Ut ne dépend que de v. Il en résulte que la suite L
s’arréte au point UL en présentant le cas de Laplace.

Placons-nous dans le cas général, ou la courbe (Ul) n'appar-
tient pas a un hyperplan. Alors, la suite L se termine dans le
sens des u au point V3 en présentant le cas de Goursat. Les
points d'intersection G1, G2 de la droite V2V3 avec Q ne dépen-
dent que de v.

Observons que les courbes u sur la surface (V2) sont des droites,
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sur la surface (V1) des courbes planes et sur la surface (V) des
courbes appartenant a des espaces a trois dimensions.

Les complexes linéaires E dépendent de v et sont donc en
nombre ool La congruence linéaire caractéristique d’'un com-
plexe E est représentée par I'intersection de Q et d’un espace
linéaire & trois dimensions dont la conjuguée par rapport a
Q est la droite UXUJ. Cet espace est donc I'espace VVIV2V3; il
contient la courbe u tracée sur la surface (V) et par conséquent
la congruence caractéristique du complexe E contient les tan-
gentes aux courbes v aux points de la courbe u appartenant
au complexe E.

Trois complexes E infiniment voisins successifs ont en com-
mun une quadrique représentée par les plans UjUJUJ, et V1V2V3
c’est la quadrique (P! attachée a la surface (x).

Quatre complexes linéaires E infiniment voisins successifs
ont en commun deux droites gl, g2 représentées sur Q par les
points d’intersection Gl, G2 de la droite V2V3 Les droites gl, g?
sont les directrices d’'une congruence linéaire représentée par
I'intersection de Q avec un espace a trois dimensions osculateur
de la courbe (Ul).

Les résultats précédents subsistent lorsque la courbe (UJ)
appartient a un hyperplan. Il faut noter seulement que les con-
gruences linéaires de directrices gl, g2 appartiennent a un méme
complexe linéaire représenté par la section de Q par I'hyperplan
contenant (Ul).

58. Supposons que la courbe (Ul) appartienne a un espace a
trois dimensions R'. Alors la suite L s’arréte au point V2 en
présentant le cas de Laplace et le lieu de ce point est la droite r
conjuguée de R' par rapport a Q. La droite r coupe Q en deux
points fixes G1, G2 Soient g1, g2 les droites correspondant a ces
points.

Les hyperplans représentant les complexes E contiennent les
points V2, V3, donc les complexes E contiennent les droites gl, g2

La congruence caractéristique d’'un complexe E est représentée
par l'espace VV1V2V3 donc cette congruence passe par les
droites g1, g2

Trois complexes linéaires infiniment voisins successifs ont en
commun la quadrique représentée par les plans ITUMJJ,, et
V1V2V3, c’est une quadrique <Pl attachée a la surface {x).
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Quatre complexes linéaires quelconques ont en commun les
droites g1, g2

Lorsque la courbe (Ul) est plane, la suite L s'arréte dans le
sens des u au point V1 en présentant le cas de Laplace. Alors, les
courbes v de (x) appartiennent également a des complexes
linéaires. Ce cas va étre examiné.

59. Surfaces dont les asymptotiques des deux modes appar-
tiennent a des complexes linéaires. — Pour que les asymptotiques
u, v de la surface (x) appartiennent a des complexes linéaires, la
suite L doit s’arréter au point Ut dans le sens des v et au point V!
dans le sens des u, chaque fois en présentant le cas de Laplace.
Alors, les courbes (Ul), (V1) sont nécessairement planes et situees
dans des plans pu, pv, conjugués par rapport a Q. Désignons par
Eu les complexes linéaires contenant les courbes u et par Ev
ceux qui contiennent les courbes v.

Supposons en premier lieu que les plans pu, p! ne se rencontrent
pas. Désignons par y", y” les coniques suivant lesquelles ces plans
rencontrent respectivement Q. Aux points des coniques y*“, yr
correspondent les génératrices rectilignes d’une quadrigue
<l qui est fixe. Appelons O“ la demi-quadrique homologue de
la conique yu et Oj la demi-quadrique homologue de y”.

Les hyperplans polaires des points du plan pv contiennent le
plan pu et par conseéquent les complexes Eu appartiennent & un
réseau ayant pour base la demi-quadrique O“ De méme, les
complexes Ev appartiennent & un réseau ayant pour base la demi-
quadrique Oi. Les complexes Eu et Ev sont en involution.

La congruence caractéristique d'un complexe Eu a pour
directrices les intersections de Q avec la droite V1V,, et ces droites
appartiennent a O“ De méme, la congruence linéaire caracté-
ristique d'un complexe Ev a pour directrices deux droites de la
demi-quadrique Oj.

60. Supposons maintenant que les plans pu, pv se rencontrent
en un point P. Celui-ci étant son propre conjugué appartient a
I'nyperquadrique Q et son hyperplan polaire m contient les
plans pu, pv. Il est d'ailleurs déterminé par ceux-ci.

Les plans pu, pv touchent Q en P et rencontrent chacun Q
suivant deux droites passant par P. Nous désignerons par p'f pl
celles de ces droites situées dans pu et par p\, p\ celles qui appar-
tiennent a pv.
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Les points de la droite p“ sont conjugués des points des droites
p{, pl, par conséquent les plans plp\ et pxpl appartiennent a Q.
Il en est de méme des plans p2pl et p\p\.

Un plan appartenant a Q représente soit un plan réglé, soit
une gerbe de rayons. Supposons pour fixer les idées que le plan
plpl représente une gerbe de rayons de sommet Px. Alors le
plan pipi qui coupe le plan précédent suivant une droite repré-
sente un plan réglé ml passant par De méme, le plan p\p\
représente un plan réglé w2 passant par Px. Le plan p2pl qui n'a
que le point P commun avec le plan p\p\ représente une gerbe
de rayons dont le sommet P2 appartient aux plans mlt w2

La quadrique  attachée au point X, considérée comme qua-
drique-lieu, dégénére dans les plans valt w2 et considérée comme
quadrique-enveloppe, dans les gerbes de rayons de sommets Pt, P2

Le réseau de complexes linaires qui contient les complexes
E> a pour base les faisceaux de rayons (Pj, w2) et (P2, sq). Celui
qui contient les complexes Sv a pour base les faisceaux de rayons
(P™ Wj), (P2, w2). Les complexes Eu sont en involution avec les
complexes Ev.

61. Supposons enfin que les plans pu, pv se rencontrent suivant
une droite p. Celle-ci appartient & Q et représente un faisceau
de rayons de sommet P et de plan va.

L’espace a trois dimensions R qui contient les plans pu, pv
touche Q le long de p et ces plans rencontrent chacun Q suivant
la droite p comptée deux fois.

L'espace R coupe Q suivant deux plans mlt m? certainement
distincts de pu, pv car les points UL, V1 ne peuvent appartenir a Q.
L'un de ces plans, par exemple wlt représente la gerbe de rayons
de sommet P et I'autre le plan réglé m. La quadrique  dégénére
comme quadrique-lieu dans le plan va compté deux fois et comme
guadrique-enveloppe dans la gerbe de rayons de sommet P
comptée deux fois.

Les réseaux de complexes linéaires contenant les complexes
Eu et Ev sont distincts, mais ont comme base commune le faisceau
de droites (P, va) compté deux fois.

Observons que les plans pu, pv sont nécessairement distincts,
car autrement ils coincideraient en un plan appartenant a Q et
les points Ul, V1 appartiendraient a cette hyperquadrique, ce
qui est impossible.



56 LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

62. Nous avons encore a considérer le cas ou la suite L se ter-
mine au point Ul en présentant le cas de Laplace, la courbe (Ul
appartenant a un espace a trois dimensions, et le cas ou U1l est
fixe.

Dans le premier cas, la suite L se termine au point V en pré-
sentant le cas de Laplace, le lieu de V quand u varie étant une
droite. La surface (x) est réglée, les asymptotiques v étant les
génératrices rectilignes. Les asymptotiques u appartiennent a
des complexes linéaires.

On doit avoir a = 0 (condition pour que les courbes v soient les
génératrices rectilignes) et hx = 0 (condition pour que L s'arréte
en Ul). Cela donne (log bjuw — 0 et b est la somme d’une fonction
de u et d'une fonction de v.

Dans le dernier cas, la suite L s’arréte dans le sens des u au
point U. La suite L n’existe pas.

63. Note bibliographique. — Les surfaces dont les asympto-
tiques d’'un mode ou des deux modes appartiennent & des com-
plexes linéaires ont été profondément étudiées par M. Terracini
et plusieurs des raisonnements qui précedent ne sont qu’une
paraphrase de ceux de ce géométre. Celui-ci a fait un exposé de
ses recherches dans I'appendice 1V, Suite superficie aventi un
sistema, 0 entrambi, di asintotiche in complessi lineari, de la
Geometria proiettiva differenziale de G. Fubini et E Cech, citée
plus haut.

64. Surfaces dont les réglées gauches asymptotiques d’'un mode
appartiennent a des complexes linéaires. — Nous avons désigné par
Ru la réglée gauche lieu des tangentes aux courbes v aux différents
points d’'une courbe u de la surface (x). Une réglée R" est repré-
sentée sur la surface (V) par une courbe u. Supposons que les
réglées R* de la surface (x) appartiennent a des complexes li-
néaires, que nous désignerons par E. Alors une courbe u de la
surface (V) appartient a un hyperplan E' image d’'un complexe E.

Considérons une courbe u de (V). Ses tangentes appartiennent
a I'hyperplan E' correspondant, par conséquent la courbe u
homologue sur la surface (V1) appartient a E' Pour la méme
raison, il en est de méme des courbes u homologues sur les sur-
faces (V2), (V3), (V4) et I'hnyperplan E' coincide avec l'espace
W1V2V3V4, dont le pole par rapport a Q est le point U2 Celui-ci
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ne dépend donc que de v. Il en résulte que la suite de Laplace L
s'arréte au point U2 en présentant le cas de Laplace. On a donc
K=o

Placons-nous dans le cas général ou la courbe (U2) n’appartient
pas a un hyperplan. Alors la suite L se termine dans le sens des u
au point V4 en présentant le cas de Goursat.

La surface (V3) est la développable engendrée par les tangentes
a la courbe (V4), sur la surface (V2), les courbes u sont planes,
sur la surface (V1) elles appartiennent a des espaces a trois dimen-
sions.

La congruence linéaire caractéristique d’un complexe linéaire E
est représentée par la section de Q par I'espace ViV2V3V4 Ses
directrices sont représentées par les intersections de Q avec la
droite U2U2 ,

Trois complexes E infiniment voisins successifs ont en commun
une quadrique représentée sur Q par les plans conjugués V2V3V4
et U2UMU2,. C'est une quadrique <2 associée a la surface (x).
Observons qu’elle ne dépend que de v.

Quatre complexes linéaires E infiniment voisins successifs ont
en commun les droites gl, g2 représentées par les intersections
Gl, G2 de la droite VV3V4 avec Q, points qui ne dépendent que de v.

Les propositions précédentes subsistent quand la courbe (U2
appartient a un hyperplan ; les congruences linéaires ayant pour
directrices gl, g2 appartiennent au complexe linéaire représenté
sur Q par I'hyperplan contenant la courbe (U2).

65. Supposons que la courbe (U2) appartienne & un espace a
trois dimensions R'. Alors dans le sens des u, la suite L s’arréte
au point V3 en présentant le cas de Laplace et le lieu de V3 est
une droite r quand u varie.

Sur la surface (V2), les courbes u sont planes et sur la surface
(V1), elles appartiennent a des espaces a trois dimensions.

La droite r rencontre Q en deux points fixes, représentant deux
droites fixes gl, g2 Les complexes E contiennent tous ces deux
droites.

La congruence linéaire caractéristique d'un complexe E est
représentée par la section de Q par I'espace ViV2V3V3. Trois
complexes linéaires E infiniment voisins successifs ont en com-
mun une quadrique <fa associée au point % et représentée par
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les plans V2V3V,, et U2UjU®,,. Cette quadrique ne dépend que de v
et passe par les droites g\ g2

Lorsque la courbe (U2) est plane, la suite L s’arréte au point V2
en présentant le cas de Laplace et les réglées gauches R,, appar-
tiennent également & des complexes linéaires.

66. Surfaces dont les réglées gauches asymptotiques des deux
modes appartiennent a des complexes linéaires. — Supposons que
les réglées R“ et R" associées a la surface (x) appartiennent a
des complexes linéaires. Alors, la suite L s’arréte au point U2
dans le sens des v et au point V2 dans le sens des u, en présentant
chaque fois le cas de Laplace. Les courbes (U2), (V2) sont situées
dans les plans respectivement pv, pu, conjugués par rapport a Q.

Faisons en premier lieu I’hypothése que les plans b, pv ne se
rencontrent pas. La quadrique <2 qui correspond a ces plans est
fixe lorsque u et v varient.

Nous désignerons par Zu les complexes linéaires contenant les
réglées R* par Ev ceux qui contiennent les réglées R®, par Eu
et EV les hyperplans qui leur correspondent. Nous désignerons
ensuite par 02 la demi-quadrique de support lieu des droites
qui correspondent a la section de Q par le plan pu et par O'
la demi-quadrique qui correspond a la section de Q par pv.

Sur la surface (V1), les courbes u appartiennent a des espaces
a trois dimensions et il en est de méme des courbes v sur la sur-
face (UY).

Les hyperplans polaires des points du plan pu passent par pv
et par suite, les complexes linéaires Ev appartiennent a un réseau
qui a pour base la demi-quadrique 02. De méme, les complexes
linéaires Eu appartiennent a un réseau ayant pour base la demi-
quadrique Oj.

La congruence linéaire caractéristique d’'un complexe Eu est
représentée par l'intersection de Q avec I'espace ViV2VAV*, et
ses directrices sont représentées par les points de U2Ujj apparte-
nant a Q; ce sont donc des droites de la demi-quadrique Of.
De méme, la congruence caractéristique d’'un complexe Ev a
pour directrices deux droites de la demi-quadrique 02

Trois complexes Eu infiniment voisins successifs ont en com-
mun la demi-quadrique 02 et trois complexes Ev infiniment voi-
sins successifs de la demi-quadrique O2

Les complexes Eu sont en involution avec les complexes Ev.
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67. Supposons en second lieu que les plans pu, pv se rencontrent
en un point P. Celui-ci étant son propre conjugué, appartient
a Q. 1l lui correspond une droite p.

En reprenant un raisonnement analogue a celui qui a été fait
plus haut (n° 60), on voit qu'il existe deux points Pj, P2 situés
sur la droite p et deux plans ng, w2 passant par p, tels que les
complexes Eu appartiennent & un réseau ayant pour base les
faisceaux de rayons (Pj, ra2) et (P2, ral), les complexes Ev apparte-
nant également & un réseau ayant pour base les faisceaux de
rayons (Pl mt) et (P2, w2).

68. Supposons en troisieme lieu que les plans pu, p° se coupent
suivant une droite p. Celle-ci appartient a Q et il lui correspond
un faisceau de rayons de sommet P et de plan m.

En raisonnant comme plus haut (n° 61), on voit que les com-
plexes Eu appartiennent a un réseau dont la base contient le
faisceau de rayons (P, m) compté deux fois, les complexes Ev
appartenant également & un réseau distinct du précédent mais
contenant aussi dans sa base le faisceau (P, m) compté deux fois.

69. Examinons maintenant le cas ou les deux plans p', pv
coincident en un plan p appartenant nécessairement a Q.

Un plan appartenant a Q représente soit une gerbe de rayons,
soit un plan réglé. Supposons que le plan p représente une gerbe
de rayons de sommet P et soient pv un rayon de cette gerbe repré-
sentant un point U2 et pu un rayon représentant un point V2
Les complexes Eu. Ev sont spéciaux, le premier ayant pour axe
une droite pv, le second une droite pu.

Un point x de la surface (x) appartient a une surface Ru et a
une surface R* ; il lui correspond donc une droite pr du cone (p*)
et une droite pu du céne (pu).

La congruence linéaire caractéristique d’'un complexe Eu se
réduit a la gerbe de sommet P et au plan réglé tangent au cone
(pv) le long de la droite pv axe de Eu. On a une propriété analogue
pour un complexe Ev.

Lorsque le plan p a pour homologue un plan ro, les droites
pv, pu engendrent des courbes-enveloppes de ce plan et on a des
propriétés analogues aux précédentes. La congruence linéaire
caractéristique d’'un complexe Eu se réduit au plan ro et a la
gerbe de rayons dont le centre est le point de contact de la droite
p” correspondant a Eu avec la courbe (pv).
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70. Surfaces dont les réglées gauches asymptotiques d’'un mode
et les asymptotiques de I'autre mode appartiennent a des complexes
linéaires. — Il nous reste & examiner le cas ou la suite L se ter-
mine dans le sens des v au point U2 en présentant le cas de La-
place, le lieu de U2 lorsque v varie étant une droite r'. Alors, la
suite se termine dans le sens des u, suivant le cas de Laplace,
au point V1, dont le lieu est une courbe appartenant a I'espace R
a trois dimensions conjugué de la droite r' par rapport a Q.

Dans ce cas, les réglées R“ appartiennent a des complexes
linéaires et les courbes v appartiennent également a des com-
plexes linéaires.

Les complexes forment un faisceau.

V. Congruences W,

71. Définition.—Weingarten a étudié en 1863 les surfaces
telles qu'il existe une relation entre les rayons de courbure
principaux ; elles ont été appelées surfaces de Weingarten.
Plus tard, en 1872, Ribaucour a démontré que les normales a une
surface de Weingarten forment une congruence telle que les lignes
asymptotiques se correspondent sur les deux nappes focales.
Plus généralement Bianchi a appelé congruences de Weingarten,
ou plus simplement congruences W, les congruences telles que
les asymptotiques se correspondent sur les deux nappes focales.

Soient (j) une congruence de droites j et (x), (x) ses nappes
focales, que nous supposerons étre des surfaces proprement dites.
Si u, v sont les asymptotiques de la surface (x) et si (j) est une
congruence W, les asymptotiques de la surface (x) sont égale-
ment les lignes u, v.

72. Théoreme de Darboux. — SUr la surface de I'hyperqua-
drique de Klein de S5 représentant une congruence W, les courbes
u, v forment un réseau conjugué et réciproguement.

Désignons par
Wy UYL UL UV, VL L VYL (L)
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les points de la suite de Laplace associée a la surface (x) et par
C0- 04 0,V VL VE L L

ceux de la suite de Laplace associée a la surface (x). Dans ces
suites, chaque point est le transformé du précédent dans le sens
des u.

Les droites UV et UV appartiennent a Q et se coupent en un
point J image de la droite j engendrant par hypothese une con-
gruence W.

Supposons en premier lieu que les droites UUL et UUL se
coupent en un point J1. La droite JJ,, est l'intersection des
plans VUU! et VUUL donc elle passe par le point J1. La droite
J\Ji est I'intersection des plans IPUV, ITOV, donc elle passe par
J. Par conséquent, les points J et Ji sont transformés de Laplace
I'un de lautre ; lejioint J décrit un réseau conjugué aux con-
gruences (UV), (UV).

Supposons maintenant que les droites UU1L, UU! ne se ren-
contrent pas, de méme que les droites VV1, VVL

La droite JJ,, appartient aux plans VUUL, VUUL ; elle ren-
contre”donc la droite UUL en un point Jt et la droite UUL en un
point JL

Supposons que la droite JJ,, quand u varie engendre une déve-
loppable. Le plan tangent a celle-ci contient les droites pj1, Ji]!
qui se rencontrent donc en un point X. Observons que J1J,, se
trouve dans le plan UMV et pji dans le plan TPUV, donc le
point X se trouve sur I'intersection de ces deux plans, c’est-a-dire
sur la droite JJ,,. On en conclut que X coincide avec les points Ji
et J1, de sorte que les droites UUL et UUI se rencontrent, contrai-
rement a I'hypothése.

Supposons ensuite que lorsque u varie, la droite JJ,, engendre
une surface non développable. L’espace a trois dimensions E
tangent a cette réglée le long de la droite JJ,, contient les droites
I« _PJL, JJ. Cette derniére rencontre VV!1 en un point J x
et VVX en un point J_x. L’espace E contient J et le point de ren-
contre de la droite UV avec Ji1J1, donc il contient UV. Il contient
le point J et le point de rencontre de UV avec pjl, donc il
contient UV. Contenant U et J1, E contient Ul ; contenant U
et J1, il contient UL E contient V et J-1, V et p1, il contient Vx et
V1
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Les espaces IPUVV! et IPUVV! coincident donc et il en est de
méme de leurs polaires par rapport a Q, c’est-a-dire des droites UV
et UV, ce qui est absurde. Les droites UU!L et UUL d'une part,
VV1 et VV1 d'autre part doivent donc se rencontrer eUe point J
décrit un réseau conjugué aux congruences (UV) et (UV).

73. Réciproquement, supposons que le point J décrive un
réseau conjugué u, v et désignons encore par (x), (x) les nappes
focales de la congruence (j).

Soit Ji le transformé de Laplace de J dans le sens des v. Lorsque
J décrit une courbe u, la droite JJi décrit une développable dont
I'aréte de rebroussement est la courbe u correspondante de la
surface (J1). Le plan tangent a la développable le long d’'une
génératrice est le plan tangent a la surface (J) au point de contact
de cette génératrice.

Aux points d'une courbe u de (J) correspond une surface
réglée dont les génératrices j touchent la surface (x) le long d’'une
courbe u de cette surface. Désignons cette réglée par (j)u. Le
plan tangent a cette réglée en un point de la ligne u est le plan
tangent a la surface en ce point.

Lorsque v varie, I'enveloppe des surfaces (j)u oscule la courbe v
issue d'un point quelconque de la courbe u. Il en résulte que le
plan osculateur a cette courbe v en un point quelconque coincide
avec le plan tangent en ce point a la surface (x). Les courbes v
sont des asymptotiques de cette surface.

On démontre d’'une maniere analogue que les courbes u sont
des asymptotiques de la surface (x) et que les courbes u, v sont
les asymptotiques de la surface (x). La congruence (j) est donc
une congruence W.

74. Suite de Laplace inscrite dans les suites L et L. — Le
point J détermine une suite de Laplace J dont nous désignerons
les points par

e J L 00 g T — 0)

chaque point étant le transformé du précédent dans le sens des u.
Nous avons vu que le transformé~de Laplace Ji dans le sens des v

appartient aux droites UUL, UU1 et que le transformé dans le
sens des u aux droites VVI1, VVL
La droite PJJ rencontre la droite UitU2 en un point X puis-
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qu’elle est située dans le plan UULI!2 La droite XX, est égale-
ment située dans ce plan. Les droites J1JB et XXU sont également
situées dans le plan UUXU2, donc elles coincident et les points Ji
et X sont transformés de Laplace I'un de l'autre. Le point X
coincide donc avec J2. Et ainsi de suite.

La suite J est inscrite dans les suites L et L. Le point Jn est
I'intersection des droites UnUn+1 et U"Un+l, le point J " l'inter-

section des droites V"Vn+1 et V*“V7+1,

Remarque. — Le fait que J décrit un réseau conjugué a la
congruence (UV) suffit pour que la suite J soit inscrite dans la
suite L, comme on le verra plus loin.

75. Expression analytique du point J. — Posons

J =AU — xV.
Ch en déduit
J, =3 (log ». = AU — U A (log 7). £ 24/,

Jnd  Ju (I°g tAv — Ji> (I°g Au -f- J [(log Al (log /x), — 4ab\
U A(logAMH, + 2a/x(logy)J-V jp. (logp)u, + 26A (log

Pour que le point J décrive un réseau (u, v), le dernier membre
doit étre identique & AU — /xV, c’est-a-dire que I'on doit avoir

(log A, + 2 (log = (log /X),, + 2 (log —

ou encore
[Av + 2ap\ _ /lxu - 26A\
\' A u N

Observons que si I'on remplace A p par pA, pp, I'expression
précédente ne change pas. Or, cette relation exprime qu’il
existe une fonction q(u, v) telle que I'on ait

A, -j- 2an Mu d- 2bX
<Py A fi

Ei posant p = e-tP, on a
{e~X)v - 2ae-ffi = 0, (e-<Pp)u + 2be~vX = 0.
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Si donc on change de notation en remplacant A, p par pX, pp,
ona:

Dans Vexpression
J =AU - /xV,

on peut choisir le facteur de proportionnalité de A, p de maniere
a avoir
Xv - *2ap ~ 0, /xu -j- 20A — 0.
Observons que les relations précédentes sont les mémes que
celles auxquelles satisfont U et V.

76. Une seconde suite de Laplace associée a une congruence W. —
Considérons un espace linéaire S & six dimensions rapporté a une
figure de référence telle que I'espace S6 considéré jusqu’a présent
soit une des faces. Nous désignerons par O le sommet de la pyra-
mide de référence opposé a I'espace Sb.

Les coordonnées projectives d’'un point P de I'espace S6 seront
celles du point ol la droite OP coupe I'espace S5 et une septiéeme
guantité.

Cela étant, considérons dans S6 le point U' dont les coordonnées
sont celles de U et p, et le point V' dont les coordonnées sont
celles de V et A Les quantités A, p étant convenablement choisies,
on a )

u; + 2bv =0, vV; + 2«U' = 0. (i)

Les points U' et V' sont transformés de Laplace I'un de I'autre
et déterminent une suite de Laplace L' que nous écrirons
LU L UL ULV VYL L VT (L)

chaque point étant le transformé du précédent dans le sens des u.

Les coordonnées du point U'n sont celles du point Un et une
quantité pn déduite de p, satisfaisant aux mémes relations que U.
Précisément, on a

pn = /x”-1 — ~n_1 (log bhl ... hn_x)\} pI = hupn~h

De méme, le point V'n a pour coordonnées celles de V" et
une quantité A” telle que

A = AE 1 — A1 (log ... A= EAC L

La suite L est la projection de la suite L' & partir de O sur S5
et la suite J est l'intersection de la suite L' par I'espace Sb.
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77. Expression analytique des points de la suite J. — La der-
niere propriété qui vient d'étre obtenue permet d’obtenir une
expression analytique des points de la suite J.

Un point de la droite U™U'n_1 a des coordonnées de la forme
£U™ — ijur-L
et pour que ce point appartienne a I'espace S5, la derniére coor-
donnée doit étre nulle, c’est-a-dire que I'on doit avoir
-Wni1=o0
On peut donc prendre pour le point Jn, I'expression
Jn

De méme, on peut écrire
J-" = A" V" _ A"Vn L
Observons que I'on a
r—1]" + ~jrl = [m™+i — X" (iog 6*... a’-aoji"-l,
Mn-1J ri — \\/"-2.1"-1 = \/A\ndn-2,

et de méme

An-ij-n + =[A+i — A" (log « ... 0J.jJAJI-i—

An-iJ-fn-D __ fch"A—«J-U-I) = fe-_1A"J-an~*>,

En particulier, on a

Jnwv —J,, (log n)v — Jt (log Au H- [(log A (log /x), — 4a6]J = 0.

78. Une suite de Laplace circonscrite aux suites L et L. — Consi-
dérons la suite polaire de la suite J par rapport a I'hyperqua-
drique Q.

Désignons par P" le pole de I'hyperplan J"-2J«-iJ"J"+ijn+2

Les hyperplans Un_3U"-2 ... Un+l et Un“3Un* ... U"+1 qui
contiennent les points J”-2J"-1J"J”+L ont respectivement pour
poles les points Vn_| et VV"-1, donc le point P" se trouve sur la
droite V»-iV»-i.

Les hyperplans .. U2 et U~2U" 1 ..U "+2, qui
contiennent les points J”-1, Jn, Jn+l, J"+2 ont respectivement
pour pbdlesjes points Vn et V", donc le point P" se trouve sur la
droite V"V".
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Les droites Vn_1Vn et Vn+1Vn se coupent au point J-"" et sont
dans un méme plan. Le point Pn est ainsi déterminé.

Le point P", pole de I'hyperplan JB-2J'-1J"Jn+1JB+4 est I'inter-
section des droites V" _1Vn_1 et VnV".

De méme, le point P~n pdle de I'hyperplan j-
i-(n+nj-n+2) €SI l'intersection des droites Un 1Un_1 et U"Un,

Considérons le point Pt intersection des droites Vn~2Vn+2 et
yn-iyn-i Lorsque v varie, la droite V"V" engendre une dévelop-
pable puisque les tangentes aux courbes v en VVn. V” se coupent
au point J". Par conséquent, la tangente a la courbe v sur (Pn)
se trouve dans le plan contenant Vn, V", Vn 1, V”-1. La droite
yn-iyn-i lorsque v varie engendre également une développable
et la tangente a la ligne v en Pn se trouve dans le plan contenant
les points VB+l, V"1, V"-2, V"2, tangent a cette développable.
Il en résulte que la tangente & une courbe v en Pn est la droite
yvn-1yn-I

Un raisonnement analogue fait en partant des développables
engendrées par les droites V"-2V”-2, VB-1V"-1 lorsque u varie
montre que la tangente a la ligne u au point P-1 est la droite
yn-iyn-i u en résulte que les points Pn, P”-1 sont transformés

de Laplace I'un de l'autre, P-1 celui de Pn dans le sens des v, Pn
celui de Pn_1 dans le sens des u.

A la congruence (j) est associée dans I'espace S5 une suite de
Laplace T
.. P> ,P1 p, P-1,.... P-n,... CP)

dont chaque point est le transformé du précédent dans le sens des v,
circonscrites aux suites L e( L.

Ce dernier point résulte d’ailleurs du fait que la suite Y est la
polaire de la suite  inscrite dans les suites L et L.

L’hyperplan polaire du point Jn est p«-2pn-iP"Pn+1P»+2 et
celui du point J-, p-<n-2>p-<«-i>p-«P-<"+i>P-<"+2,

79. L’hyperplan PPJJ-1)-2 est I'image du complexe linéaire
osculateur a la congruence (j) le long de la droite j. Son pdle
par rapport a Q est le point P, intersection des droites UU et VV.
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Considérons I'homologie H ayant pour centre le point P et pour
hyperplan, J2J1JJ 1J 2 Elle transforme I'hyperquadrique Q
en soi et fait donc correspondre aux points U, V les points U, V.
Par conséquent, H fait correspondre & chacun des hyperplans
déterminés par cing points consécutifs des six points U2, UL, U, V,
V1, V2 I'hyperplan déterminé par les cing points homologues de
la suite L. Mais les points U1 et UL, par exemple, ne sont pas des
points homologues.

En particulier, au plan UIPU2 correspond le plan UTPU2 et
au plan VVAV2 correspond le plan VVI1V2

80. Une suite de quadriques associées a une congruence W. —
Les plans J”Jn+1Jn+2 et P,'Pn+1Pn+2 étant conjugués par rapport
a Q, les sections de cette hyperquadrique par ces plans représen-
tent les génératrices rectilignes des deux modes d’une quadrique
que nous désignerons par Wn.

De méme, aux plans J-«J-(n+uj-(n+*) et p-»p-<«+i)p-(n+a)
correspond une quadrique IP_n.

Que n soit positif ou négatif, les quadriques ¥/, 1, Wn ont en
commun les cdtés d’'un quadrilatére gauche dont les arétes sont
représentées par les points de rencontre avec Q des droites
jnjn+i e pnpn+i Les deux quadriques se touchent donc en
quatre points.

Les plans J1JJ-1 et PPt sont conjugués par rapport a Q
mais la quadrique V qui leur correspond est dégénérée.

Le plan tangent JiJJ-1 en J a la surface (J) coupe Q suivant
deux”droites pl, p2. Les plans déterminés par chacune des droites
UV, UV et par une des droites pl, p2 appartiennent a I'hyper-
guadrique Q, car chagque point d'une des deux premiéres droites
est conjugué de chaque point des deux derniéres.

Supposons, pour fixer les idées, que le plan UV/)! représente
un plan réglé. Alors les plans UV/)2 et UV/)L représentent des
gerbes de rayons et le plan UV/>2 un plan réglé. Nous savons que
les faisceaux de rayons représentés par les droites pl, p2 ont pour
sommets les foyers de la droite j et pour plans les plans focaux
de cette droite. Le plan UV/)! représente le plan tangent £ a la
surface (x) au point x et le plan UV/2 le plan tangent J a (x) au
point x. Le plan UV/>2 représente la gerbe de rayons de sommet x
et le plan UV/)! la gerbe de rayons de sommet x. La droite pt
représente le faisceau {x, £) et la droite p2, le faisceau (x, |).
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Comme quadrique-lieu, W dégénére dans I'ensemble des plans

£, f et comme quadrique-enveloppe dans I'’ensemble des gerbes
de rayons de sommets X, X.

La quadrique [F0 correspond au couple de plans JJ112, PP1?2
Cette quadrique passe par la droite j. La droite PP1 passe par V

et par V, la droite JJ! touche Q en J, donc la quadrique W0
passe par les droites xxv, xxv et touche le long de j la réglée
engendrée par cette droite lorsque v varie. Elle touche donc les
nappes focales en x et en x.

La quadrique *P 0 correspond au couple de plans JJ-1 J-2 et
pp_!'p_2 . epe contient les droites xxu et xxu et touche le long
de j la réglée engendrée par cette droite lorsque u varie.

A chaque droite j d'une congruence W est associée une suite de
quadriques

oo

XI/n> e XI/0> \U> )}JJ_ s eees >:<I.I/—n> e

deux quadriques consécutives de la suite se touchant en quatre
‘points. La quadrique W est dégénérée dans les deux plans focaux
de la droite j et les quadriques W0, IP 0 passent par la droite j et
touchent le long de cette droite respectivement les réglées engendrées
par les droites de la congruence | lorsque w ou u varie.

81. Enveloppes des quadriques P. — Deux quadriques , P,
se touchent en quatre points. Nous allons voir que ces quatre
points sont caractéristiques pour les deux quadriques. La dé-
monstration est en tout point analogue a celle qui a été faite
pour les quadriques <Pn (n° 15), nous I'exposerons briéve-
ment.

Soient Cl, C2 les points d’intersection de la droite J"Jn_1
avec Q et DI, D2 ceux de la droite PnPnJ-1) cl, c2, d1, d* les droites
qui sont représentées par ces points.

Pour montrer que le point cldi par exemple appartient a I’en-
veloppe commune aux quadriques Pn-i> il suffit de remarquer
que lorsque u varie, les droites CXC, et DiD,, sont tangentes aux
coniques sections de Q par les plans JB 1J"'J7+1 et p«-ip"Pnti
respectivement. Lorsque v varie, les droites CKC, et D’D, sont
respectivement tangentes aux sections de Q par les plans J"Jn+1
jn+2 e pnpn+ipn+2 jj en résulte que la surface (chP) touche
au point cld! les réglées engendrées par les droites cl, d! lorsque u
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et v varient. Par conséquent, la surface (cx<P) a méme plan tangent
que les quadriques 1P, au point cldl.

Deux quadriques consécutives de la suite

ooy )iun> ey )?JO) 1 iﬂ/_o» XU >iu.n> 000

se touchent en quatre -points qui sont caractéristiques pour les deux
quadriques. Toutefois, lorsqu'il s'agit des quadriques Wou W,
IP ,, ces quatre points se réduisent aux deux foyers de la droite j.

82. Les suites de quadriques attachées aux nappes focales d'une
congruence W. — Aux foyers x, x de la droite j sont attachées
deux suites de quadriques

pour le premier et
o, e Oy e

pour le second. Cherchons quelles relations existent entre ces
suites de quadriques et la suite des quadriques W attachée a la

droite j.
La droite J"Jn+l appartient aux plans Un"tUnU"+1 et
U"-1UnUn+1, par conséquent les quadriques on {( IFn-1

et Tn ont en commun deux droites représentées par les points
d’intersection de Q avec la droite J"Jn+l,

Aux quadriques 0,,-i, [Tn-i correspondent les plans Vn~1V"Vn+1
et p«-ip»p»+i( par conséquent ces quadriques ont en commun
deux droites représentées par les points de Q situés sur la droite
yn-iyn

De méme, les quadriques 0,,_1( Tn ont en commun deux droites
représentées par les intersections de la droite VnVn+1 avec Q.
Les quadriques On_i, Yn-i ont en commun deux droites représen-

tées par les points de Vn-1Vn situés sur Q. Les quadriques On_1,V/n
ont en commun les droites qui correspondent aux intersections
de V"V"+ avec Q.

Les quadriques <Pn-v On !, ont en commun les
droites représentées par les intersections de J-(,,-i)J-,, avec Q.
Les quadriques <Pn-x, ont en commun les droites repré-

sentées par les points de Q situés sur la droite Un_tU". Les droites
représentées par les intersections de Q avec la droite U"Un+1
appartiennent aux quadriques On-, Enfin, les intersections
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des droites Un_1U" et U"Un+1 avec Q appartiennent a la qua-
drique (Pn_l et respectivement aux quadriques iff-(n-i) et ¥ n.

Les quadriques et (Pn-y ont en commun les points repré-
sentés par les intersections de Q avec les droites J"J"+1 et
J-nJ-"n+D.

En particulier les quadriques <P et O des surfaces (x) et (x) se
coupent suivant quatre droites représentées par les intersections
de Q avec les droites J\J2 et J_1J*2 et se touchent donc en quatre
points.

84. Congruences W dont une surface focale est attachée a une
suite de Laplace terminée. — Supposons que la suite L associée a
la surface (%) se termine au point Un en présentant le cas de
Laplace. On a hn = 0 et la suite L' se termine également au
point U'n en présentant le cas de Laplace. Deux cas peuvent se
présenter :

1) Les points U” et U'n coincident (pn = 0). Alors le point Jn,
intersection des droites U™-1I"" et U"-IUn coincide avec U"
et la suite f se termine au point Jn = Un en présentant le cas de
Laplace.

2) Les points U'n et Un sont distincts. Le point Jn est distinct
de Un et les droites UnU" et U'nU|,” se coupent en un point situé
sur la droite J"J" que nous appelerons JB+1l Ce point reste fixe
lorsque u varie, il dépend seulement de v et la suite f se termine
au point Jn+1 en présentant le cas de Laplace.

La suite L associée a la seconde nappe focale de la congruence”')
doit également se terminer et les cas suivants peuvent se pré-
senter :

1) Le point Un coincide avec le point J” et donc avec le point
U" ; la suite L se termine au point U" en présentant le cas de
Laplace.

2) Lasuite L s’arréte au point LJ" distinct de U" en présentant
le cas de Laplace et la suite $ s’arréte au point Jn+1 intersection
des droites UnU" et UnU" en présentant le cas de Laplace.

3) La suite L s'arréte au point Un+1 en présentant le cas de
Laplace ; ce point appartient a la droite U"U” et la suite f se

termine au point Jn+1 qui coincide avec le point UB+L
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85. Supposons que la suite L se termine au point V"+2 en
présentant le cas de Goursat. Alors, la suite L' se termine égale-
ment au point V'n+2 en présentant le cas de Goursat, la courbe
(V«+2) étant la projection a partir de O de la courbe (V"'+2).

Si les points Vrl+2 et V*”+2 coincident, le point V'n+l se trouve
sur la droite VB+1V"+2, mais est distinct de Vn+l Les points
j-U+i) et J-(»+*) dépendent de u et le dernier se trouve sur la
droite Vn+1Vn+2. Le point J (n+3) coincide avec Vn+2, La suite »
se termine au point en présentant le cas de Goursat.

Si les points Vn+2 et V'n+2 sont distincts, les droites Vn+1Vn+2
et v,"+1V'n+2 se coupent en un point J~(n+2). Les droites Vn+1V"+2
et V"'+1V'"+2 ne dépendent que de v et la courbe (J-(n+2)) est
I'intersection des deux surfaces développables engendrées par
ces droites. Il en résulte que le point J-(n+2) ne dépend que de v et
que la suite ™ s’arréte au point J_I"+2)) en présentant le cas de
Goursat.

La suite L s'arréte dans le sens des u en présentant également
le cas de Goursat et les cas suivants peuvent se présenter :

1) Les points Vn+2 et Vn+2 coincident et la suite ” se termine
au point J~<n+3) qui coincide avec les précédents.

2) La suite L se termine au point V”+1 qui appartient a la
droite V"+1Vn+2 et coincide avec le point J~(n+2).

3) La suite L se termine au point V”+2 distinct de Vn+2 et la
suite ” se termine au point J-("+2 en présentant le cas de Goursat.

86. Le probléeme qui se pose est la détermination des con-
gruences W dont la suite L associée a la nappe focale (x) se termine
au point U" en présentant le cas de Laplace. Nous I'étudierons
dans I'hypothése ou la courbe (U”) n’appartient pas a un hyper-
plan ou appartient & un seul hyperplan. Dans ces conditions, la
suite L s’arréte au point V"+2 en présentant le cas de Goursat.

Il s’agira de déterminer le comportement de la suite L.

Pour abréger, nous appelerons F, une surface associée a une
suite de Laplace qui se termine au point U" en présentant le
cas de Laplace. Nous commencerons par étudier le cas ou la
surface (x) est également une surface F,, pour passer ensuite a
I’étude, plus intéressante, ou la surface (x) est une surface F,+1.
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87. Supposons en premier lieu que les surfaces {x) et (x)
soient des surfaces F,, et que les points U", U” et par suite Jn
coincident.

Les points Vn+2 et VV"+2 coincident également, car leurs hyper-
plans polaires, osculateurs a (Un), coincident.

Les droites Vn+1Vn+2 et V«+iVn+2 coincident, mais les_points
Vn+1 et Vn+l ne coincident pas. Les plans V"Vn+iVn+2 et VnVn+l
Vn+2 coincident, de méme que les espaces a trois dimensions
yn-iynyn+iyn+2 et yn+iynyn+iyn+2 et enfin les hyperplans
yn-2y«-i  yn+2' yn-2yn-i _ yn+2( qUj ont pour pdle commun
le point U". o

Le point J-(ntl) appartient aux droites V"Vntl, V’Vn+i et
dépend de u. Le point J“(n+2) appartient a la droite Vn+1VB+],
c'est-a-dire a la droite Vn+1Vn+2, il dépend également de u Le
point J-(n+3) appartient a la méme droite et la suite ” se termine
au point J-(n+3) en présentant nécessairement le cas de Goursat.
Il en résulte que le point J-<"+3 coincide avec le point V"+2

Occupons-nous maintenant de déterminer les points de la
suite f. _ _

Le point Pn est I'intersection des droites yn-iy»-1 et V"Vn,
le point P"+1 celui des droites V"V” et V"+iyn+1 ou Vn+1Vn+*, Ce
point dépend de u et le point P£+l appartient également a la
droite V"+iV«+2. La suite F se termine au point Pn+2 en présen-
tant le cas de Goursat.

L’hyperplan J-(™+3>J-("+2 ... coincide avec I'hyperplan
yn+2y«+i _ y«-2 et son pble p-(ntl) coincide donc avec U",
u" et J7. _

Le point P~n, qui appartient a la droite Un_tU" 1 est le pole
de I'hyperplan et dépend de u. On en
conclut que la suite se termine au point p-(n+l en présentant le
cas de Laplace.

Lorsque les surfaces (x) et (x) sont des surfaces Fn telles que
U" = U”, la suite F se termine au point Jn = U" en présentant
le cas de Laplace et au point J-(n+s) = Vn+2 en présentant le cas
de Goursat. La suite ¥ se termine au point P-(n+l) en présentant
le cas de Laplace et au point Pn+2 = Vn+2 en présentant le cas de
Goursat.

Si la courbe (Un) appartient a un hyperplan, le point Vn+2 est
fixe.
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88. Supposons en second lieu que les surfaces (x), (x) soient
encore des surfaces Fn mais que les points U”, U" soient distincts.
Le point Jn+l est alors I'intersection des droites U"U" et UnU".
On supposera que les courbes (Un), (U") n'appartiennent pas a
des hyperplans.

Les points V"+2, Vn+2 sont distincts et les droites V"+iVn+2
et Vn+lVn+2 se rencontrent au point J-<"+2) qui ne dépend que
de v. Lorsque v varie, la droite est tangente
en J-<"+2 a la courbe (J“("+2) intersection des développables
(Vn+l), (Vn+l), d'arétes de rebroussement (Vn+2), (Vn+2) respecti-
vement. La droite ne dépend donc que de v et
lorsque u varie, le point J-<n+l) varie sur cette droite. La suite »
se termine au point J~<n+2) en présentant le cas de Goursat.

Le point P"+2 est lintersection des droites V«+iVntl et
Vn+2Vn+2, Cette derniére droite ne dépend que de v. Les points
V"+1, Vn+l dépendent de u, donc lorsque u varie, le point Pn+
décrit la droite V«+*V»+2. Lorsque v varie, cette droite engendre
une développable, le plan tangent étant le plan Vn+2Vn+2J-("+2)
contenant les tangentes aux points V"+2, V"+2 et Pn+2 aux courbes
décrites par ces points. L'aréte de rebroussement de cette déve-
loppable est une courbe (P"+3). L’hyperplan polaire de P”+3
coincide d’ailleurs avec I’hyperplan osculateur a la courbe (Jn+1).

L’hyperplan ... J—=«* a pour pble le point Pn
appartenant a la droite U"U", qui ne dépend que de v.

Observons que les courbes u de la surface (J“(n+l)) sont des
droites et par conséquent que sur la surface (J-n), elles sont
situées dans des plans, sur (J~(n-1)), elles sont situées dans des
espaces a trois dimensions et sur (J-<"~2)), dans des hyperplans.
Il en résulte que le point P~n ne dépend que de v et que la suite T
se termine au point P~n en présentant le cas de Laplace.

Si les nappes focales (x) et (x) de la congruence (j) sont des sur-
faces Fn et si les points U", U" sont distincts, la suite T s'arréte au
point Jn+l en présentant le cas de Laplace et au point J-<n+2
en présentant le cas de Goursat. La suite T s'arréte au point P-B
en présentant le cas de Laplace et au point Pn+3 en présentant le cas
de Goursat.

Lorsque la courbe (Un) est située dans un seul hyperplan, le
point Vn+2 est fixe. Lorsque la courbe (Un) appartient a un seul
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hyperplan, le point Vn+2 est fixe. Lorsque cette circonstance se
présente pour les courbes (Un) et (Un), le point Pn+3 est fixe.

Si la courbe (Jn+l) appartient & un seul hyperplan, le point
Pn+3 est fixe mais la droite Vnt2Vn+2 peut varier avec v, les
courbes décrites par ces points étant sur un cone de sommet Pn+3,

89. Supposons enfin que (x) soit une surface F" et (x) une
surface Fn+l

Le point U"+1 appartient a la droite U"U" et est distinct de 1K
La suite L se termine dans le sens des u au point VVn+2 et la suite L
au point Vn+3,

La droite Vn+2V"+3 est la conjuguée de I'espace a trois dimen-
sions osculateur a la courbe (Un+l) au point Un+l Or, cet espace
appartient a I'hyperplan osculateur a la courbe (Un) au point U",

dont le pble est V"+2. Le point Vn+2 appartient donc a la droite
myn+2yn+3

Le point J-(nt2) intersection des droites Vn+1Vn+2 et V"+iVn+a
parcourt, lorsque u varie, la droite V"+1\VV"+2 qui ne dépend que
de v. Il en résulte que le point J_(n+3) coincide avec le point Vn+
et que la suite f s’arréte au point J-<"+3) dans le sens des u, en
présentant le cas de Goursat. On sait d’autre part que le point
Jn+l coincide avec le point Un+l

Le point P"+2 est le pole de I'hyperplan J"Jn+1J7+1jOTLJ"thl:
Il dépend de u mais varie sur la droite Vn+2Vn+s, Le point P"+3
est le pdle de I'hyperplan osculateur a la courbe (In+1) ou (Un+1) ;
il coincide donc avec le point V"+3 La suite P s'arréte donc
dans le sens des u au point P"+3 en présentant le cas de Goursat.

Le point P~(n+1) est le p6le de I'hyperplan e 1_<NH3),
hyperplan qui coincide avec Vn_2Vn 1 ... Vn+2. Observons que les
courbes u sur lasurface (Vn) sont planes, que sur la surface (Vn_1),
elles appartiennent & des espaces a trois dimensions et sur la
surface (Vn~2) a des hyperplans. Il en résulte que le point P~(n+l)
ne dépend que de v et que la suite F se termine au point p-"!'
en présentant le cas de Laplace.

Si les nappesfocales (x), (x) de la congruence W sont la premiére
une surface F,, la seconde une surface Fn+l, la suite J S'arréte au
point J"+1 en présentant le cas de Laplace et au point J-<"+3) en
présentant le cas de Goursat. La suite T s’arréte au point P-(n+l)
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en présentant le cas de Laplace et au point Pn+3 en présentant le cas
de Goursat.

90. Problémes. — La question qui vient d’étre étudiée pose
les problémes suivants :

I. Une surface F,, étant donnée, existe-t-il une congruence W
dont elle soit une nappe focale, la seconde nappe focale étant une
surface Fn+l?

Il. Réciproquement, une surface Fn+l étant donnée, existe-t-il
une congruence W dont elle soit une nappe focale, la seconde
nappe focale étant une surface Fn?

Observons que la solution du second probléme donne en méme
temps la démonstration de I'existence des surfaces F,, car elle
permet de passer d’une surface F0 (surface réglée) a une surface Fx
(surface dont les asymptotiques d’un mode appartiennent a des
complexes linéaires), d’'une surface Fj a une surface F2 (surface
dont les réglées asymptotiques d'un mode appartiennent a des
complexes linéaires), et ainsi de suite.

91. Theoreme. — Une surface F" étant donnée, elle est toujours
nappe focale d'une congruence W dont la seconde nappe focale est
une surface Fn+l

Supposons que (%) soit une surface F,,, s'arrétant au point U".
Conservons les notations précédentes. Il faut montrer que (x)
est une surface Fn+l

Le point Untl appartient a la droite U"U" et nous pouvons
prendre Un+l = U", quitte a changer éventuellement le facteur
de proportionnalité des coordonnées du point U". Le point U"
satisfait donc a la relation

U; + AU" = 0"+ = u;,
A étant une fonction de u, v. Le point U" est donc déterminé par
quadrature, le point Un et la fonction A étant donnés.

Soient £ I'hyperplan polaire du point U", J-*>-1', J_n, J“(n+1),
J-(’12) ses intersections avec les droites V"-2Vn_l, Vn+lVn,
ynyn+l yn+iyn+2 ry

Appelons V"+3 le pble de I'hyperplan osculateur a la courbe
(U«+i) au point Un+l. Le point V"+2 est le pdle de I'hyperplan
osculateur a 1a courbe (U") al point U". 1l a en commun avec le
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précédent un espace a trois dimensions dont la conjuguée est la
droite VB+3VB+2.

Le plan VB+1VB+2VB+3 ne dépend que de v et si u varie, le
point J-<"+) décrit une courbe de ce plan. La droite J~<B+2) J~(n+2)
rencontre donc la droite VVB+2VVB+3. D’autre part, on a

o(U", J<"+2) =0, D(U", Ji<"+2) =0,

puisque Un ne dépend que de v. Or, I'hyperplan polaire de U"
rencontre la droite Vn+2Vn+3 au seul point Vn+2. On en conclut
que le transformé de J-<n+2 dans le sens des u est le point J-<n+p
= V"+2 Le point Vn+2 ne dépend que de v et la droite V"+iVB+2
touche la courbe (Vn+2). Cette droite passant par J~(n+2), on en
conclut que ce point satisfait a une équation de Laplace et déter-
mine une suite se terminant au point J-<n+3 = Vn+3 en présen-
tant le cas de Goursat.

La droite J-(«+21J~<"+2 rencontre la droite VBVB+l. D’autre
part, le point J-(n+2) appartient a I’nyperplan polaire de U<n+l),
donc on a

0(U», j-<»+2) = o, D(U", J;<"+2) = 0.

Par conséquent, J~<B+l) est le transformé de Laplace de J“(n+2)
dans le sens des v.

On démontre de méme que les points J B, J-*"-Il sont les
transformés de Laplace respectivement de J <Btl), J-" dans le
sens des v.

Les points J_(n+3), J-(n+2), .... J_(n-1) sont donc successifs
dans une suite de Laplace f. Soit J le point de cette suite qui
appartient a la droite UV. Puisque ce point décrit un réseau {u, i),
la droite j homologue de J décrit une congruence W dont la sur-
face (x) est une nappe focale. A la seconde nappe focale (x) est
associée une suite de Laplace L. Adoptons la notation habituelle
et observons que cette suite se termine au point VVn+3 en présen-
tant le cas de Goursat. Le point Vn+2 appartient a la droite
yn+2yn+3

L’hyperplan £ passe par Vn+2 et par J~(n+a), donc par VB+L 1l
passe par J~(B+1) donc par VB, par J~n donc par VB_1, par J-(B“"
donc par Vn-2. 1l en résulte que le point UB appartient a la suite L
qui se termine au point UB+l en présentant le cas de Laplace.

92. Theoreme. — Une surface Fn+l étant donnée, il existe une
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congruence W dont elle est surface focale, la seconde surface focale
étant une surface Fn.

Soit (x) une surface Fn+l donnée. Nous devons démontrer
gu’il existe une congruence W ayant (x) comme nappe focale,
la seconde nappe focale (x) étant une surface F,,.

La suite de Laplace L associée a (x) se termine au point U"+l

en présentant le cas de Laplace et au point Vn+3 en présentant
le cas de Goursat. Si la surface (x) existe, la suite L qui lui est
associée se termine au point Un en présentant le cas de Laplace
et la droite U"U" passe par le point Un+l. On a donc une relation

U" + au; = BU"H (i)

ou A et B sont des fonctions de v seul. On en déduit Un par qua-
dratures.

Soit | I'hyperplan polaire de U” par rapport a Q. Désignons
par la section de Vn_iVn_1 par £, par J_n celle de Vn_1Vn,
par J-("+D celle de V"V"+1, par J-(n+2) celle de Vn+1Vn+2, enfin
par J-<n+d celle de V«+*V»+s,

La droite J-1"-1) s'appuie sur Vn_1VB puisque la droite
yn+iyn-i engendre une développable dont le plan tangent est
yn-ayn-iyn D’autre part, puisque U" ne dépend que de v, on a

o", J-*"-1) =0, o(U", J”"*-b) = 0.

La droite appartient donc a £ et passe par J“n.
La droite rencontre V*-,Vn 1. D’autre part, on a
D(U", J-) =0, £(U»+\ J-) =0

d’ou, en utilisant la relation (1),
£(U".Jn) =0.

Il en résulte que la droite J nJ™* passe par le point
Les points J_(n_1), J~" sont donc transformés de Laplace I'un de
I'autre et chacun d’eux décrit un réseau conjugué (u, V).

Par le méme procédé, on démontre que les points J-n et J“(n+1),
j-(n+u et J-(»+*)j j-(n+i)  j-(n+3) sont transformés de Laplace

I'un de l'autre.
Observons que lI'on a
O(U- J-»+3) =0, U(U*+], J-<"+3) =0,
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d’'ou I'on déduit
J;(n+3)) =0, J:(n+3) = 0.
Par conséquent le point J~(n+3) coincide avec J~(n+3) et les
coordonnées de ce point ne dépendent qlie de v.
Les points J“(n-1), J~n, J“In+1), J“(n+2), J-(n+3) sont consécutifs

dans une suite de Laplace qui se termine au point J (n+3) en
présentant le cas de Goursat. Cette suite fait partie d'une suite f

inscrite dans la suite L et qui se termine au point Jn+l coincidant
avec le point Un+l en présentant le cas de Laplace.

Le point J de la suite appartient a la droite UV et a une
droite UV représentant les tangentes au point x a la seconde nappe
focale de la congruence (j).

Le point Vn+2 de la suite L appartient & la droite Vn+2\Vn+3
car le point J-(n+3) doit appartenir & la droite Vn+2V”+3. Si le
point VB+2 dépend de u, la suite L se termine au point VVn+3 qui
coinciderait avec Vn+3 et la suite $ se terminerait en ce point.
Or, cela est impossible puisque J~(n+3) ne dépend pas de u.

Par suite Vn+2 ne dépend pas de u. Si les points Vn+2 et J~(n+2)
ne sont pas distincts, le point J_(n+2) ne dépend que de v, alors
qu’il dépend de u. Il en résulte que les points J-<"+3 et V”"+3
coincident et que le lieu de J~(n+2) est une droite Vn+1Vn+2 ne
dépendant que de v.

L’hyperplan £ contient J-(n+D et J-tn+2), donc le point Vn+l
Il contient J-" donc V”. De méme, il contient les points V-1
et Vf*2. Son pdle U" par rapport a Q termine donc la suite L.
Ce point coincide avec Pn+l

93. Cas particuliers. — Pour n = 0, la congruence W a pour
nappes focales une réglée F0 et une surface Fj dont les asympto-
tigues d'un mode appartiennent & des complexes linéaires.
C’est Corrado Segre qui a remarqué que si une nappe focale d’une
congruence W est une réglée, la seconde nappe focale est en géné-
ral une surface Fx {Opéré, t. Il, 1958, pp. 117-129). Fubini a
ensuite démontré que toute surface Ft peut étre obtenue par ce
procédé en partant de 003 surfaces réglées (Fubini-Cech, Geome-
tria proiettiva differenziale, tome 1, p. 280). On consultera aussi
sur ce point I’Appendice 1V au traité précédent, dd a M. Terracini,
qui a donné une démonstration géométrique du théoréme de
Fubini. =
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Pour n = 2, on voit que les surfaces dont les réglées asympto-
tiques gauches d’un mode appartiennent a des complexes linéaires
peuvent étre obtenues en considérant une congruence W dont
une nappe focale est une surface dont les asymptotiques d'un
mode appartiennent également a des complexes linéaires.

94. Congruences W attachées a une surface F,.— Soit (X)
une surface F,. La suite de Laplace L qui lui correspond se
termine dans le sens des v au point Un en présentant le cas de
Laplace et au point V"+2, dans le sens des u, en présentant le
cas de Goursat.

Nous avons démontré que les points de rencontre Gl, G2 de
la droite Vn+1Vn+2 avec Q ne dépendent que de v. Nous allons
voir que chacun de ces points termine une suite de Laplace
inscrite dans la suite L. Pour simplifier notre exposé, nous ne
considérerons qu’un seul des points GI, G2, que nous désignerons
par G.

Le point G décrit une courbe sur la développable (Vn+l),
d’aréte de rebroussement (Vn+2). Pour une valeur v0 de v, la
courbe u appartenant a la surface (Vn) appartient a un plan
qui contient la droite GG,,. Soit J~(ntl) le point de rencontre de
cette droite avec une droite VnVn+l. Lorsque u varie, le point
j-(n+i) décrit la droite GG,, et par conséquent le point 3~m+1)
appartient a cette droite. 1l en résulte que lorsque u et v varient,
le point J-(»D satisfait & une équation de Laplace. Il détermine
donc une suite de Laplace inscrite dans la suite L et qui se
termine au point G en présentant le cas de Goursat. Nous dési-
gnerons cette suite par ¥

Dans le sens des v, la suite f se termine en présentant le cas
de Laplace, soit au point J" qui coincide avec U", soit au point
in+i quj appartient alors a la droite UnU”.

Envisageons le cas ou la suite f se termine au point J" = U”.
Considérons dans I'espace S6 la suite L' dont L est la projection a
partir de O. (n° 76). Le point U'n doit coincider avec le point U".
Si le point V'n+2 qui termine la suite L' dans le sens des u coinci-
dait avec Vn+2, le point Vn+l appartiendrait a la droite Vn+1Vn+2,
le point VV'n appartiendrait au plan V"Vn+1V"+ et ainsi de suite.
La suite L' appartiendrait a I'espace S5 ce qui est absurde.

Si le point V'n+2 est distinct de Vn+2, il appartient & la droite
OV”+ et s'il dépend de u, il décrit cette droite lorsque u varie



82 LA GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

osculant la courbe (U2) en U2 Il en résulte que les droites g1, g?
homologues des points G1, G2 de rencontre de V3V4 avec Q sont
communes a un complexe £ et aux trois complexes qui lui sont
infiniment voisins successifs.

L’hyperplan GJ_3J 2J 1J osculateur a la courbe (G) a pour
pble par rapport @ Q un point P~2. Si I'on désigne par R la surface
engendrée par la droite g homologue du point G, cet hyperplan
représente le complexe linéaire déterminé par cing génératrices
infiniment voisines successives de la réglée R. Ce complexe ne
dépend que de v et au point J correspond une droite j apparte-
nant a ce complexe et tangente a la surface (%), droite en général
unique. Lorsque u varie, le point de contact de j avec (x) décrit
une courbe u sur cette surface. Cela donne une construction de la
congruence (j).

Si (x) est une surface dont les réglées gauches asymptotiques
relatives aux courbes u appartiennent a des complexes linéaires,
quatre de ces complexes infiniment voisins successifs ont en com-
mun deux droites représentées par les points d'intersection de la
droite VV3V4 avec I'hyperquadrique Q. Chacune de ces droites,
lorsque u varie, engendre une réglée. Les tangentes a la surface (x)
le long d'une courbe u et appartenant au complexe linéaire osculant
une de ces surfaces réglées, engendrent, lorsque v varie, une con-
gruence W dont (x) est une nappe focale.

99. Un théoréme de Demoulin. — Soit (j) une congruence W
dont les nappes focales (x) et (x) sont associées & des suites de

Laplace L et L quelconques.

Le complexe linéaire £ osculateur le long de la droite j a la
congruence (;) a pour image I'hyperplan PPJJ'\J 2 Le pdle de
cet hyperplan est le point P intersection des droites UU et VV.
Nous avons appelé H I'homologie harmonique de centre P et
d'hyperplan J2J! ... J-2. Le point de rencontre de cet hyperplan
avec la droite UU (ou VV) est le conjugué harmonique de P
par rapport a U, U (ou V, V). Il en résulte que H transforme
le plan IPIPU dans le plan IPIPU et le plan V2V4V dans le
plan V2V*V.

L’homologie H représente la polarité par rapport au complexe
linéaire £. 1l résulte de ce qui précéde que les quadriques de Lie <P
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et O relatives aux points x et x se correspondent dans cette pola-
rité. On obtient ainsi le théoréme de Demoulin :

Les quadriques de Lie des nappes focales d'une congruence W
relatives aux foyers d’une droite j, se correspondent dans la polarité
déterminée par le complexe linéaire osculateur a la congruence le
long de la droite considérée.
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