SUR LES INVOLUTIONS CYCLIQUES REGULIERES APPARTENANT
A UNE SURFACE IRREGULIERE:

Par M. Lucien' GODEAUX.

Dans ses belles recherches sur les surfaces hyperelliptiques,
G. Humbert a étudié la surface de Kummer, c’est-a-dire une
surface réguliere représentant une involution du second ordre
appartenant a une surface irréguliere (*). Ces recherches ont été
poursuivies par MM. F. Enriques et F. Severi d’une part (-),
par Bagnera et M. De Franchis d’autre part(ii); ces géometres
ont étudié les involutions cycliques régulieres appartenant a une
surface de Jacobi ou plus généralement a une surface de Picard,
d’irrégularité deux. Ces involutions ne possédent qu’un nombre
fini de points unis. Comme applications cle nos recherches sur
les involutions cycliques n’ayant qu’un nombre fini de points
unis appartenant a une surface algébrique (4), nous avons tenté
d’étendre certains des résultats obtenus a des surfaces d’irrégularité
quelconque. Nous avons notamment montré que si une surface
irréguliére contient une involution réguliére du second ordre n’ayant
qu’un nombre fini de points unis, elle est I'image d’une involution

() Théorie générale des surfaces hyperelliptiques (Journal de Liouville,
1893, 4' série, t. IX, p. 29-170, 36i-475. (Euvres, t. 11).

() Mémoire sur les surfaces hyperelliptiques (Acta Mathematica, igoct,
t. XXXII, p. 283-392 et t. XXXIII, p. 3:>.i-40.3).

(3) Le superficie algebriche le quali ammettono una rappresentazicme
mediante funzioni iperellittiche di due argomenti (Memorie Soc. ital., tlei XI,
1908, p. 2ji-343)+c Le nombre p de M. Picard pour les surfaces hyperellip-
tiques et les surfaces irréguliéres de genre zéro (Rend. Circolo matem. di
Palermo, 1910, t. XXX, p. i85-238).

() Voir noire exposé sur Les involutions cycliques appartenant a une
surface algébrique (Actualités scient, et indus., iy30).
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d’ordre deux, privée de points unis, appartenant a une surface de
méme irrégularité ().

Dans cette Note, nous nous proposons d’étendre ce résultat aux
involutions cycliques d’ordre quelconque. Nous établissons le
théoréme suivant :

Si une surface dirrégularité q = i contient une involution
cyclique réguliére d'ordre premier p, n‘ayant qu'un nombre
Jim de points unis, elle est I'image d’une involution cyclique
d'ordre p, privée de points unis, appartenant a une surface
irréguliére.

1. Soit F une surface algébrique non réglée, d’irrégularité qi> i,
contenant une involution cyclique \In d’ordre premier p supérieur
a 2, n’ayant qu’un nombre fini (non nul) de points unis. Supposons
cette involution réguliére et désignons par T la transformation
birationnelle de F en soi, génératrice de /(.

Considérons sur F un systéme linéaire de courbes, simple, privé
de points-base, | D, |, et opérons sur ce systeme les transforma-
tions T, T-, ..., T>1; soient|1)2L, |D;]|, ..., | DI, | les systemes
linéaires obtenus. Le systéme linéaire complet

| Gij | DiH—1)>-f-. . .-+ Op |

est transformé en lui-méme par T et contient un systéme linéaire
I Cl, |, privé de points-base, appartenant a I'involntion 1*. On peut
d’ailleurs toujours supposer, en remplacant éventuellement | C,

par un de ses multiples convenablement choisi, que |Cn| est
moins ample que | Gt |. Cela étant, T agit sur les courbes du sys-
teme | Ci | comme une homographie sur les points d’un espace
linéaire. Il existe au moins deux axes de cette homographie, c’est-
a-dire au moins deux systemes linéaires partiels appartenant a
I'involution [;,. L’un de ces systemes est | C,, |. On peut d’ailleurs,
en remplagant éventuellement |C, | par un de ses multiples,

(‘) Sur les surfaces de Picard de diviseur deux (Bull. Acad. roy. de Bel-
gique, 1927, p. 394-4.4); Sur une propriété des surfaces algébriques irrégu-
lieres contenant une involution réguliere d'ordre deux (ldem., 1937, p. 524-
543); Sur les involutions réguliéres d'ordre trois appar tenant a une surface
irréguliere (Idem., 1937, p. 707-724).



supposer qu’il y a exactementp systemes linéaires partiels, com-
pris dans | C, |, appartenant a I'involution f/;; nous les désignerons
par |[Cn |, [C4a |, * [C(].

Soient [t la dimension de | C, |, p celle de | C,, j. Rapportons pro-
jectivement les courbes Ci aux hyperplans d’un espace linéaire S,
a I dimensions. V la surface F correspond dans cet espace une
surface normale, que nous continuerons a désigner par F. sur
laquelle la transformation F est déterminée par une homographie
de période > de S,. 1) apres les hypothéses faites, icette homo-
graphie possede p axes ponctuels cr,, u.,, .. ., ay et les hyperplans
passant par p— i de ces axes découpent sur F les p systemes
| 1)), 1012, ...,[(L<|™. Supposons, pour fixer les idées, que le
systéeme |CI(-| soit découpé sur F par les hyperplans passant par
@, c« ..., a&l—, <+i, ..,rUl. Le systtme [CM | étant par cons-
truction dépourvu de points-base, les axes ct2, a,, ..., U, ne
peuvent rencontrer b et les points unis de I'involution \f, appar-
tiennent donc a I’espace cr, et sont les points d’intersection de cet
espace et de F. Par conséquent, les courbes C,a CI3, ..., C/,
passent par les points unis de \p.

On peut supposer p aussi grand qu’on le veut, en remplagant
éventuellement | O, | par un de ses multiples. Supposons donc
p>3 et rapportons projectivement les courbes CM aux hyper-
pluns d’un espace linéaire Sp a p dimensions. Aux points «de F
correspondent les points d une surface®, normale, image de ! invo-
lution 1/(. Chaque point de 4* correspond a un groupe de I/(

Désignons par J,, les sections hyperplanes de <P courhes qui
correspondent aux courbes CM. Vux systémes linéaires |G,a|,
ICl. |, ---» | C,,,|] correspondent sur 4 des systémes linéaires
complets que nous désignerons respectivement par |T,3]
| [, -~

Soient n lordre de la surface <, r. le genre des courbes F,,.
Les courbes Cn et par conséquent les courbes C, sont, d’apres
la formule de Zeulhen, de genre /"(Nn— i) + i et de degré pu;
la surface b est donc d ordre pn. Sur-la surface ®, les courbes
Fi2, F,1, ..., F|; sont d'ordre n.

Aux points unis de I’involution \r correspondent sur® des points
de diramation isolés qui sont singuliers pour la surface. Chacun
d eux est équivalent, au point de vue des transformations bira-



tionnelles, a un ensemble de courbes rationnelles infiniment
petites.

2. V une courbe quelconque du systéme | C(j correspond sur <>
une courbe T de genre > (ft—1i) + *> a la courbe | correspond
inversement la courbe C, d’ou l'on est parti et sesp— trans-
formées par T et ses puissances. Sur la courbe G, envisagée, il
existe * (p — i) n couples de points appartenant a des groupes
de \, et, par conséquent, la courbe T posséde " p (p — i) « points

doubles, variables avec la courbe. Lorsque la courbe C, décrit le
systeme | G, |, la courbe P décrit un systétme rationnel et appar-
tient totalement & un systéme linéaire | F |, de degré virtuel p-n eL
de genre virtuel

p(r. i) rp(p—i)n4.l

Faisons varier d’'une maniere continue la courbe C( dans | CH |
de facon a la faire tendre vers une courbe C1(. La courbel corres-
pondante varie d’'une maniére continue dans 11 | et tend vers une
courbe rH comptée p fois. On a donc

Ir|=ljdTu :

Faisons maintenant varier d’une maniére continue C, dans |G, |
de letie sorte gu’elle tende vers une courbe C,2. La courbe homo-
logue L varie d’une maniére continue et tend vers une courbe 1
comptée p fois, augmentée d’un certain nombre de composantes
des points de diramation. Nous pouvons donc écrire

r=prio-+ Ai!
en désignant par A,a2 une courbe formée de composantes des points

de diramation, par additions et soustractions.
On aura donc

(D) />r,,=joriS-t- Ail.
Le méme raisonnement conduit aux relations fonctionnelles
(2) [.Tu =/il’i3t- A,j=p rid-+ A«=s.. .=sj>Tip t- A,,,,
A,,, A, ..., Vj»'étant des combinaisons a coefficients entiers

des composantes des points do diramation.



L’inlerprétalion projective des relations fonctionnelles (i)
et (2) s’obtient de la maniére suivante : Le systeme | T | comprenant
les courbes j/>r,,|, c’est-a-dire les sections hyperplanes de <«
comptées p fois, est découpé sur > par un systéme linéaire
d’hypersurfaces | Vp_, | de Sp, qui comprend les hypersurfaces
d’ordre />, mais peut aussi comprendre d’autres hypersurfaces.
Il existe une hvpersurface de | Vp_, | ayant un contact d’'ordrep — !
avec <> le long de toute courbe rta, 1\3, .. ri

La surface étant donnée avec ses points de diramation, I’exis-
tence d’une courbe r,3, I\,, ... ou I’,, satisfaisant a une relation
fonctionnelle (1) ou (2), suffit pour affirmer I'existence de la
surface F. Soient en ellel xa, Xu ..., X? les coordonnées pro-
jectives d’un point de Sp et

| <P((«0, «1, Ut) (i=0 I
I 2(«,,, U,. Ut) =0

les équations de la surface <>, ou les ¢ sont des polyndmes entiers
et rationnels, les -p étant de inline degré et ¢ étant ii'réductible.

Soit encore
\"Oo, Xi, x?) — 0

I’équation d’une hypersurface Vp_, ayant un contact d’ordre/? — 1
en tout point d’intersection avec «h, la ligne de contact étant par
exemple une courbe rla
La surface dé l’espace Sp+l, dont les équations sont les équa-
tions (3) jointes a
crjiL-i = N (@%. Xi, . Xp),

est irréductible, puisqu’il y a des points de diramation. Elle
contient d’autre part une involution d’ordre p, engendrée par la

transformation
#O <\ _ > p'f ‘
X\ ¢"Cp-p-i

s étant une racine primitive d’ordre p de I'unité. Cette transfor-
mation engendre une involution d’ordre p n’ayant qu’un nombre
fini de points unis, correspondant aux points de diramation de .-

3. La surface F étant irréguliere, le systeme |C(| appartient
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a un systeme continu complet {Cj. En remplacant éventuel-
lement | C,| par un de ses multiples suffisamment élevé, on peut
supposer sans restriction que le systéme continu { C} est formé
de coi systemes linéaires de méme dimension /’, de méme degré et
de méme genre que | C( |.

A une courbe C, T fait correspondre une courbe C'. Lorsque C
varie d’une maniére continue dans {C} et tend vers une courbe
de | C,J, Cé varie également d’une maniére continue sur F et tend
vers une courbe de | C(j. Il en résulte que le systeme continu
complet { C'} contient le systeme | Ci| et par conséquent coincide
avec le systeme complet { C }.

Le systeme { C} est donc transformé en lui-méme par T; il con-
tient un systeme linéaire | Ct| transformé en lui-méme par T.
Supposons qu’il en contienne un second | C2k Rapportons projec-
tivement les courbes | CLJ aux hyperplans d’un espace linéaire Sr
a r dimensions; a la surface F correspond une surface normale F,,
d’ordre pn, sur laquelle I'involulion I/; est engendrée par une
homographie de période p de S,. Celte homographie peut se
réduire a I’identité, auquel cas le systeme complet |C2| appartient
a l'involulion 1/;; la surface F., est alors multiple d’ordre p. Si
I’homographie n’est pas I’identité, elle possede un certain nombre
d’axes ponctuels et par conséquent il existe dans |C2| uncertain
nombre de systemes linéaires partiels appartenant a I’'invo-
lution \r. *

Aux systémes linéaires appartenant a \p et compris dans |C2|
correspondent sur < des systémes linéaires complets que nous
désignerons par | r2 |, | T22|, ..., | r2,.

Envisageons une courbe C quelconque de {C}; il lui corres-
pond sur < une courbe F de genre p(Nn—i)-~> possé-
dant » p(p — i)n points doubles variables. Lorsque la courbe C

varie d’une maniére continue dans [ C | et tend vers une courbe Ct,
la courbe 1" varie d’une maniére continue sur <> et tend vers une
courbe F. Les courbes F appartiennent donc a un systeme continu
comprenant les courbes F et, comme la surface <> est par hypo-
these réguliére, ce systeme continu appartient au systeme liné-
aire [ r|.

Cela étant, nous pouvons reprendre le raisonnement fait plus



haut el arriver a des relations fonctionnelles
/>r,, = [>r2l -4- A->i = jaTss-t- AS2==.. . = pF"-t- Ait)

A2|, \22, ..., A2f étant certaines combinaisons linéaires a coeffi-
cients entiers des composantes des points de diramation de 4*

t. Supposons que le systéme continu complet { C} puisse con-
tenir une infinité de systemes linéaires transformés chacun en
lui-méme par T. Ces systemes forment nécessairement une variété
continue que nous désignerons par |Cj. Soit | C;| un systeme
de {GJ; || contient certainement au moins un systeme linéaire

appartenant a I’involution \r et a ce systeme correspond, sur 4>,
un systeme complet | F,, | donnant lieu & la relation fonctionnelle

P fn=pla-t- An,

A,, étant une combinaison linéaire a coefficients entiers des com-
posantes des points de diramation.

Lorsque le systéeme |C,:| varie d’une maniéere continue dans le
systéme | C j, le systéme | F,i| engendre sur 4 un systéme continu.
D’autre part, At étant une combinaison a coefficients entiers des
composantes des points de diramation, ces coefficients ne peuvent
varier d’une maniére continue et restent fixes. On en conclut que
les systemes linéaires | T,- | présentent les mémes caracteres (degré
et genre virtuels). Mais la surface 4> étant par hypothese réguliére,
ces systemes doivent coincider en un méme systéme linéaire. Nous
sommes donc conduit a une contradiction et par conséquent le
systeme continu { Cj,no peut contenir qu’un nombre fini de sys-
témes linéaires transformés chacun en lui-méme par T.

Soit V( la variété de Picard attachée a la surface F, c’est-a-dire
la variété dont les points correspondent biunivoquement aux sys-
témes linéaires du systeme continu complet { C }. A la transfor-
mation T correspond une transformation birationnelle © de période
p de la variété \g en elle-méme. Cette transformation O ne posséde
qu’un nombre fini de points unis; nous désignerons ce nombre
par k. Ce nombre peut étre calculé en appliquant une méthode
due a M. Lefschelz (*); il nous suffira de savoir qu’il est supérieur
al;.

() On certain numerical invariants of algebraic varieties with applica-
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Nous désignerons par | C, |, | C2j, . .., | C*| les systémes linéaires
de { C} transformés en eux-mémes par T.

Remplagons le systeme | C(| par | XCi j, A étant un entier positif.
Le systeme { C | est remplacé par le systeme continu complet

et ce systéme contient k systémes linéaires
!.D,] = |XC,|, |DS], |D*|

dont chacun est transformé en lui-méme par T.
Si p., p2 jijit sont des entiers positifs ou nuis dont la
somme est égale a A, le systéme

| pICl4-p2(2-H... -+ u*Ch-

coincide avec l'un des systéemes | D, |, | Ds|, . .., | D, | et, en choi-
sissant convenablement les nombres p, on obtiendra tous ces sys-
témes. Mais alors, on pourra prendre A assez grand pour que
chacun des systemes |D2|, |D,|, ..., |[D*[ contienne exac-
tement p systémes linéaires appartenant a |,,.

Revenons a nos notations primitives; nous pourrons donc sup-

poser que chacun des systemes | G- |, | C2|, .. ., | C*[ contientp sys-
témes linéaires partiels appartenant a \n. Nous indiquerons
par |G,i|, | C*al, |Cp,| le* p systemes linéaires appartenant
a 1, contenus dans le systeme | G| et par | T, |, jr-2L, ..., |r-p| les

systemes linéaires complets qui leur correspondent sur la surface <b.
Sur cette surface, nous avons les relations fonctionnelles

/'Fn =pl'n-t Aa==pYam Aiis... =pYip-h KiP,

ou A, Alj, ..., AJ; sont des combinaisons linéaires a coefficients
entiers des composantes des points de diramation (A,t = 0).
Les courbes Tly sont d’ordre n.

5. Parmi les p systéemes | C/,|, |C/al, ..., |C,>| de | G,| appar-
tenant a l'involution T,, il y a un au plus qui est dépourvu de

lions to abelian varieties (Trans. Amer. Math. Soc1921, t. XXIl, p. 327-482).
Voir n°* 118-121.
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points-base, les autres ayant pour points-base les points unis de
I’involution. Le raisonnement fait pour |C]| est en effet valable
pour | G-1. 1

Supposons, pour fixer les idées, que le systéeme | C2) | soit privé
de points-base, c’est-a-dire qu’on ait A2t = o et par suite

Les systemes | T, ( j, |r2l | étant certainement distincts, le diviseur
de Severi a de la surface <> est multiple de p ().
Considérons le systeme

| li* w1 21— 1tl

On a
IA(Di+11i—r,,) =h 11

D’autre part, aux courbes rj2 + r2(—T,, correspondent sur F
des courbes C)2-]- C2) — CH appartenant au systeme | C2! et for-
mant un systéme appartenant a \p. Ce systéme est donc un des
systemes | C221, | C23l, ..., | CZ;|, par exemple | C22L. On a donc

pl',z = plI'**, A»=A.,..

En numérotant convenablement les systemes appartenant a I,
et compris dans | C21, on aura de méme

plli—P123 PIi,~pTil,  VI3~ATS, All, = Ail,.

Considérons la courbe d’ordre zéro M=r2,—:ri(. On peut
considérer M comme un opérateur (-’) de période p et les
courbes M+ F,,, 2M + L.1, ..., > M T, = rH ont des mul-
tiples d’ordre /> appartenant au systeme |T | Considérons par
exemple le systeme

|m-h il | = IiCi— i1l

Il lui correspond sur F le systeme j2C2) — Gh|. Or on sait

(') Complementi alla leoria della base pe*r la totalila dette curve di una
superficie algebrica (Pend. Cire. Matent. Palermo, 1910, t. XXX, p. 260-288).
(1) Sewveri, loc. cit.
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qu’il existe, dans { C }, un systéeme linéaire |G tel que (")

[pCl =|C, 4 C|
Le systtme |G| doit étre transforme on lui-méme par T et est

d’autre part distinct de |C2|. S'il coincidait avec |C]||, les
courbes 2C2(— C,, coincideraient avec les courbes Cn et les
courbes 2r,,— F,, avec les courbes rH. Mais alors, on aurait
20In = 2rai, c'est-a-dire p = 2, contrairement a I’hypothése. Le
systéme | C | coincide donc avec un des systéemes |C3J, |C, |, .. .,
C* |, par exemple avec le premier. On a alors

iarsl—riti =110 f, A3 =0, pT =pN\i=pl'si-

En numérotant convenablement les systemes |C* |, |C5{ .. .,
| C/, |, on trouvera de méme

[BM-t-Tu|=|rt, L, am-f-r,u=]r,i|
l(p—1)mmr,u=|tya,
\u=o, A3 530, Apiso,
[>ilii=/>r3i=.. 33pty,.

En reprenant le raisonnement fait plus haut, on voit ensuite
qu’on a

Ipri-=/>> 1 ,p\'rh \,j ... \ri (=i, a,

Parmi les systemes jC/)+, (|, |CN+(2|, -.., il ne peut
exister un systéeme n’ayant pas pour points-base des points unis
de 1,,, car autrement, si | C/J+H |, par exemple, jouissait de cetle
propriété, on aurait pr,,+it =pTt (, ce qui est impossible.

Les courbes r/)+)i, r;+(2; .. ., passent donc effectivement
par des points de diramalion de la surface ''». Eu prenant le raison-
nement fait plus haut, on verra que les courbes

il f- [ /1+n, M -- r/l+is, ety M -+ | 1411
coincident avec les courbes provenant d’un des systemes |C/M2],

|C/~3l .. | ClL [, par exemple avec le premier. On pourra alors

() Casiglnuovo, Sugli integrali semplici appartenenti ad una superficie
irregolare (ftend. H. Accad. dei Lincei, i° sem. 115, p. 545-556, 5j3-5g8, 655-
663).



poser
\p+ij Ap+u=-V/>+"S) ") «+HitsAl+N.

Et ainsi de suite.

On voit donc cpie si, parmi les systemes | Cly |, il en existe deux
n’ayant pas pour points-base des points unis de I, le diviseur de
Severi < de la surface d» est multiple de p et les systemes |C( ,
| Cjf, .. |Cl | se répartissent par groupes de p ayant le méme
comportement, vis-a-vis de I'involution T,.

6. Puisqu’on a A" >/», on peut toujours trouver, dans la suite
des systemes |Ci |, [C2], .. ., | Cx |, un systeme tel que les systémes
partiels, appartenant a l[( qu’il contient, aient tous des points-base
en des points unis de cette involution. Nous supposerons, en modi-
fiant un pel les notations adoptées plus haut, que | C2 | est un tel
systeme.

En rapportant projectivement les courbes C? Tux hyperplans de
I’espace S,-, E se transforme birationnellement en une surface F?
sur laquelle la transformation T est déterminée par une homo-
graphie de période p. Cette homographie possede p axes ponc-
tuels 7,, o2, ..., ap et les systétmes |C2, |, |C22|, ..., Cip| sont
dé.coupés sur F2 par les hyperplans passant par/» — i de ces axes.
Comme chacun des systémes précédents a comme points-base des
points unis de. 1/, ceux-ci ne peuvent se trouver sur un seul des
axes iji, 02, ..., 7,. Supposons, pour fixer les idées, que crt, ct
contiennent des points unis de I;,. Alors le systeme | C2: |, découpé
par les hyperplans passant par a., <3, ..., 7, et le systéme | C22 |,
découpé par les hyperplans passant par 7,. <13. ..., av, ont pour
points-base les points unis de |, appartenant a 73, 7,, .. ., oy, mais
seuls les points unis appartenant a 7, sont des points-base de | CJlt |
et seuls, les points unis appartenant a 7, sont des points-base
de | C22L

On voit donc que parmi les systemes | C2 ],. |C22|, .. ., |C2,],
on peut toujours en trouver deux, au moins, tels que tout point
uni de I/ soit point-base de ! un des systéemes au moins el qu’il y
ail de ces points unis qui soient point-base de I’'un de ces systémes,
mais non de l'autre.

Les courbes AS|, A2 sont des combinaisons linéaires a coeffi-
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cients entiers des composanles des points de diramatiou, mais
dans A2l par exemple, les composantes des points de diramation
qui correspondent aux points unis de \n appartenant a <7, ne
figurent pas.

Cela étant, considérons la relation fonctionnelle

Pril =/>rit -+ A2,.

Parmi les hypcrsurfaces \ p_( découpant sur < le systeme | T |,
il en existe une ayant un contact d’ordre p — i avec la surface le
long d’une courbe F=,, arbitrairement choisie. Par conséquent,
<> est I'image d’une involution cyclique I',, d’ordre p, appartenant
aune surface W,, ayant un nombre fini de points unis. Ceux-ci ont
pour homologues, sur <* les points de diramation par lesquels
passent les courbes r2|.

De méme, en parlant de la relation fonctionnelle

pI'n sg/>r,, -h \,,,

on voit (ju'il existe une surface ff;2 contenant une involution
cyclique Y d’ordre p, ayant pour image la surface <P, les points de
diramatiou sur cette surface étant ceux qui appartiennent aux
courbes F.,,.

Les surfaces 'F,, *F2 sont certainement birationnellemeut dis-
tinctes, car elles sont obtenues comme surfaces <> multiples
d’ordre />, avec des points de diramation différents au moins en
partie.

7. A un point de 'F, correspond un point de « et a celui-ci
correspondent p points de 'Fa- Inversement, a un point de M |
correspondent p points de VF,. Les surfaces 'F,, ffr2 sont donc liées
par une correspondance (/>,/>). Désignons parF0 une surface repré-
sentant les couples de points homologues dans cette correspon-
dance.

Aux points de *F| correspondent sur F0 des groupes de p poinLs
formant une involution Y , et aux points de *F2 des groupes de p
points formant une involution J".

A un point de <F correspond sur F,, un groupe de p- points formé
de p groupes de i'r et de p groupes de J*.

Montrons tout d’abord que les involutions J’,, J" sont cycliques.



Sur la surface 'Fl, aux. courbes Fn, l'ai correspondent des
courbes appartenant a un systéme linéaire |Gt|, transformé en
lui-méme par la transformation biralionnelle 1', de période p,
génératrice de Y . Le systéme |G, | comprend au moins deux sys-
temes appartenant a I'involulion Yp\ I’'un, qui correspond a | Tu |,
est dépourvu de points-base ; I’autre, qui correspond a | r2l |, a pour
points-base les points unis de T,. On pourra prendre, pour modele
projectif de *1j, la surface ayant pour sections hyperplanes les
courbes G, ; nous'la désignerons encore par IF,.

Aux points de diramation de qui n’appartiennent pas aux
courbes F21, correspondent sur 'F, des groupes de p points singuliers
de cette surface. Chacun de ses points présente précisément pour
la surface 'F, la méme singularité que le pojnl correspondant pour
la surface *I>. Ces points sont évidemment des points de diramation
pour la correspondance (i, p) existant entre *Fi et F,,. Aux
courbes F22 correspondent sur *F| des courbes G? passant par les
points unis de Yp qui correspondent aux points de diramation de <F
communs aux courbes F >, F22¢ De plus, les courbes G2 passent
par les points singuliers de 'F, qui correspondent aux points de
diramation de  n’appartenant pas aux courbes I\nh et le compor-
tement de ces courbes eu ces points est le méme que celui des
courbes r22 aux points correspondants. A la relation fontionnelle

Pci=pr-+ A,
correspondra, sur W,, une relation fonctionnelle
PGi =pG-i k1 A,

ou A, est une combinaison linéaire a coefficients entiers des com-
posantes des points singuliers de 'F) dont il vient d’étre question.
Ces points étant des points de diramation pour la correspondance
(i, p) entre 'F, et F0 donnant naissance sur F0 a I'involution J/;,
on en conclut que cette involution est cyclique.

On démontre de méme que J" est cyclique. Les points de dira-
nialion pour la correspondance (i, p) entre les surfaces 'FJ, F,
correspondent aux points de diramation de d* qui appartiennent
aux courbes r3,, mais non aux courbes r22.

Soient 0', 0" les transformations birationnelles de période p de
F0 engendrant respectivement les invblutions J',,, J"'. Considérons



la transformation 0 0'0". Nous avons vu qu’a un point de <
correspond sur F,, un groupe de p- points sc répartissant d’une
part en p groupes de J', et d’autre part en p groupes de J'. On en
conclut que la transformation 0 a la période p. Elle engendre donc
sur I'l une involution cyclique Ip. Nous allons montrer que cette
involution a pour image la surface F.

Les courbes G,, G2 de 'LI ont pour homologues, sur F,, des
courbes appartenant a un méme systeme linéaire | G j, transformé
en lui-méme par 0'. Si I'on intervertit les roles des surfaces VF, Wa,
on voit que |G| est également transformé en lui-méme par 0"
et par conséquent par 0 = 0'0". Cela étant, observons qu’a une
courbe Vu de 4» correspond une courbe GM de |G transformée
en elle-méme a la fois par 0, 0", 0. 1l existe donc, dans |G |, un
systeme linéaire partiel, appartenant a .1* auquel correspond sur F
le systeme comprenantes courbes Ctl, c’est-a-dire le systeme| C, |.
I’ar conséquent, a pour image la surface F.

On voit de plus que I’'involution sur F0 est dépourvue de
points unis. L’irrégularité de F,, es[ évidemment au moins égale a
celle de F.

(Extrait du Bulletin des Sciences mathématiques,
a* série, t. LXVI1, septembre-octobre 194" )



