GEOMETRIE PROJECTIVE DIFFERENTIELLE

Note sur les surfaces dont les quadriques de Lie
ont cing points caractéristiques,

par Lucien Godeaux, Membre de I’Académie.

Dans nos travaux antérieurs (*), nous avons étudié les
surfaces dont les quadriques de Lie n'ont que deux points
caractéristiques et particulierement les congruences engen-
drées par les droites joignant les deux points caractéristiques
ou intersections des plans tangents aux surfaces enveloppes
aux points caractéristiques. Dans un travail récent (), nous
avons cherché quelles étaient les propriétés qui subsistaient
lorsque I'on considére une surface (x) dont les quadriques
de Lie n’ont que trois points caractéristiques X, Xx, X2; nous
avons considéré les congruences engendrées par les droites
Xxi, xx2 et par les intersections des plans tangents aux sur-
faces (x) et (xi), (x2). Dans ce nouveau travail, nous con-
sidérons une surface (x) dont les quadriques de Lie ont cing
points caractéristiques X, xu, xI2, x2i, x22, nous considérons
les droites rik=xxik et les droites sik intersection des plans

(*) On trouvera I'exposé de ces travaux et la bibliographie dans notre
exposé sur La théorie des surfaces et I'espace réglé (Paris, Hermann,
1934).

(3) Note sur les surfaces dont les quadriques de Lie n’ont que trois
points caractéristiques (Bull, de I’Acad. roy. de Belgique, 1941, pp. 295-
302).
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tangents a la surface (X) en i et a la surface (xik) en xlk
Nous cherchons en premier lieu dans quelles conditions les
plans focaux de rik passent par les foyers de sik, ce qui nous
donne une propriété caractéristique des surfaces minima-
projectives (surfaces pour lesquelles il y a conservation des
asymptotiques sur les nappes (x), (xik) de I'enveloppe des
quadriques de Lie). Une autre propriété caractéristique de
ces surfaces s'obtient en écrivant que les plans focaux de
sik coupent rik aux conjugués harmoniques des foyers de rt
par rapport aux points X, xik. Nous considérons ensuite les
surfaces telles que les développables d'une congruence (rik),
par exemple (ru), correspondent aux asymptotiques de la
surface (x). Il en est alors de méme des congruences (r22),
(si2), (s2i). Nous sommes ainsi conduit & une configuration
qui présente un certain intérét. Les suites de Laplace dans
lesquelles les foyers des droites sl2, sl se succédent, sont
inscrites dans les suites de Laplace dans lesquelles se suc-
cedent les foyers des droites ru, r2.

1. Soit (x) une surface non réglée rapportée a ses asymp-
totiques u, v. Les coordonnées projectives homogénes nor-
males de Wilczynski du point x satisfont au systeme com-
pletement intégrable d’équations aux dérivées partielles

xu -f- 2 bx°l -\-cxx — 0,
xot -f- 2 axl -f-cx =0,
a et 6 étant des fonctions de u, x non identiqguement nulles.

Les quadriques de Lie de la surface (x) ont cing points
caractéristiques : le point x et les sommets du quadrilatére
de Demoulin.

Posons

« =2 (log a)*0 -f (log a)* + 4 (bl + c,),
P =2 (log b)« 4- (togbf + 4 (all - c2) .

Attachons au point x le tétraedre de Cartan, ayant pour
sommet les points
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X, m=X (loga)ll —2xI\ n—x (log b)il — 2 x0! ,
y = [8 ab — (log a)l0 (log b)01] X - 2 x10 (log b)il +
-|- 2 x01 (log a)ll — 4 x11 .
Un des sommets x du quadrilatere de Demoulin peut
s'écrire
Xx=\"\X—rjn—c¢n—y,
J et ij étant des racines déterminées des équations
5+a=0; V+ P=0.
Tout point de I'espace peut étre représenté par
z,x -f- ztm + z3n -f- zdy ;
Zi, 72, 3, Zi sont les coordonnées locales de ce point.
Cela étant, les équations locales de la droite r = xx sont

Les équations locales de la droite s, intersection du plan
tangent a la surface (x) au point x et du plan tangent a la

surface (X) au point correspondant x sont

A+ +t\3=0 z=0. (s)

Nous allons nous occuper des congruences (r) et (s).
2. L’équation différentielle des développables de la con-
gruence (r) est

— [¢ (log @ir- 2 br] du* + [b, -f- r,l0 — (fc,— 501)]dudu +
-f- [ri (log br,)l — 2 aC] du* — O,
ou I'on pose
b, = — (log b)ll +4 ab, /c, =— (loga)ll-f4ab .

Le foyer, correspondant a une racine du: dv de I'équa-
tion (1), est découpé sur la droite r par le plan
du)(z -j- [2£ (log ai)ll —4 br,—a] 22— 2 (b, -f- i) 3] =
= dv)rizl — 2 (fc, + 501) 2, + [2 ~ (log br,))t — 4 a? — P] z3l. W

Le plan focal de la droite r, correspondant a la racine
du: dv de (1), a pour équation
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(*, — iz8) du = (3 — t|z4) dv . ©)
3. L’équation différentielle des développables de la con-

gruence (s) est

[5(log a5)10+ 2 br,] du* + [fc, + \/°- (fc, + E01)] dudu +
-j- [ti (log 6tj)01 -)- 2 a?] du* =10 . t

Le foyer de s correspondant a la racine du : dv de I'équa-
tion (4) est découpé sur cette droite par le plan

(23 — iz4) du -f (z, — tiz4) du — O . (5)

Le plan focal correspondant a cette racine a pour équation

5 (*i + £2t + *>*) — 21i [5 (log ai;)10 -F 2 hr,] z4 -F ainz4 -f-
+25(, +V°) idu=]|Ti(z, -j- $z* -j- t}23) —
— 25 h (I°g bNi)L 4* 2 ai] z4 -f pizd - 2 7! (fc, -F 101) z4 j du .
®)

4. En tenant compte des équations (1) et (3), on trouve,
pour équation quadratique des plans focaux de la droite r,

[5 (log a i)10 — 2 bTj] (z, — tizd)* —
— [+ T — (fc, -j- 5°")] (Z* — Zjz24) («3 — —
— h (log 6t;)1 —2ai] (23— iz4* =0.

D’autre part, d’aprés les équations (4) et (5), les foyers
de la droite s sont découpés sur cette droite par le couple de
plans d’équation

[£ (log ai)l0 -F 2 67i] (z, — t)zd)* 4-

=+ [fc, 4- V° — (fc, + k0") (** — Vd <*. — S2d —
— [t (log bT)l — 2 ai] (23 — iz4)* =0

Pour que les plans focaux de r passent par les foyers de
la droite s, ces deux derniéres équations doivent étre iden-
tiques; on doit donc avoir

i (logai)t =0, T (logoti)ll=0. @)
On a identiquement
actl) 4- 2 aall = bp0l 4- 2 (3b0L ,
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C'est-a-dire
(log aC)ll = bV (log b™)1 .

Ceci rappelé, on satisfait aux conditions (7) de la maniére
suivante

1° 5=0, )=0, c'est-a-dire a=0, 3=0. Les quadriques
de Lie de la surface (x) n’ont que deux points caractéris-
tiques; les droites r et s sont les directrices de Wilczynski de
la surface. Nous avons étudié antérieurement ce cas en détail.

2° §=0, c est-a-dire a=0 et (log bvj)l=0. La seconde
condition entraine (log ai)l#=0. Les quadriques de Lie de
la surface (X) n’ont que trois points caractéristiques. Nous
avons également étudié ce cas antérieurement.

3 )=0 et (log a!;)0=0. Ce cas est analogue au précé-
dent.

4° (log aij)I’=0, (log bvj)it =0. Ces deux relations sont
équivalentes. Si ( et rj ne sont pas identiquement nuis, les
quadriques de Lie de la surface (x) ont cing points caracté-
ristiques, mais il y a conservation des asymptotiques sur les
cing nappes de I'enveloppe de ces quadriques ().

Si les quadriques de Lie d’une surface (x) ont cing points
caractéristiques et s'il y a conservation des asymptotiques
sur les différentes nappes de I’enveloppe, et dans ce cas seu-
lement, les plans focaux de la droite joignant le point x a
un autre point caractéristique x, passent par les foyers de la

droite intersection des plans tangents aux surfaces (x), (x)
en des points homologues.

5. Supposons toujours qu'il y a conservation des asymp-
totiques sur les nappes de I'enveloppe des quadriques de Lie
de la surface (®), c’est-a-dire que lI'on ait(*)

(*) Voir notre note Sur I’enveloppe des quadriques de Lie d'une sur-
face (Bull, de I’Acad. roy. de Belgique, 1909, pp. 37-53).

— 491 —



Lucien Godeaux. — Note sur les surfaces dont les quadriques

(logah)l =0, (logbrit=0. (8)
Sous ces conditions, si du : dv satisfait & I’équation (1),
—du: dv satisfait a I’équation (4). Soient p le foyer de la
droite r correspondant a une racine du : dv de I'équation (1)
et p' le point de rencontre de r avec le plan focal de la
droite s correspondant a la racine —du: dv de I'équa-
tion (4). Nous allons démontrer que le quaterne (xxpp')
est harmonique. Il revient au méme de démontrer que le
quaterne formé par les plans passant par la droite zi=zi =0
et par les points précédents, est harmonique.
Sous les conditions (8), I'équation (2) donne, en posant

z, =vz4, z3= (4,
z, &da — n\dv) — | [4 bri* oY -{- 2 ¢ (i, -f- V0)] du —
— [4 @? + PE + 2ti (fc, + S0)] du | =0
et I’équation (6), ou I'on a remplacé dv par —dv,
z, (Idu -|- ®\dv) — z4 | [4br>* -j- i — 2 \ (h, -f- V()] du -
4-[4aC*+ Pi —2Y)(k, 4-E0)] du!l =0.
Les plans passant par Zi=zt—0 et respectivement par X
et x ont pour équations

#=0, z,4-Qd=0.
Un calcul simple donne
*,x,PP)y=—1"

Si les quadriques de Lie d’une surface (x) ont cing points
caractéristiques et s’il y a conservation des asymptotiques
sur les nappes de I’enveloppe, les conjugués harmoniques
des foyers de la droite joignant le point x a un autre point
caractéristique x, par rapport aux points x, X, appartiennent
aux plans focaux de la droite intersection des plans tangents
aux surfaces (x), (x) en deux points correspondants.

On vérifie aisément que la propriété précédente ne sub-
siste plus lorsqu'il N’y a pas conservation des asymptotiques
sur les différentes nappes de I’enveloppe.
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6. Observons que I'on a identiquement
al [l (log al)'0 — 26if] == 6ti [o (log briY)l — 2 a (] .

Nous allons étudier les surfaces particuliéres pour lesquel-
les on a

| (logal)0—26yi=0, ri(logbrit—2al=0, 9
5 tj, (log ahll et (log bri)il n'étant pas nuis.
| et 7) étant deux racines déterminées des équations
¢t+a=0 V+P=0,

les points caractéristiques de la quadrique de Lie, distincts
de x, sont

*11= 1X—Tm—¢rc—y,
*n=—  +*fim—In—yt
WW=—Ir'x—f\m In—y,
*»=  5M*+rim-fCh—y.

Désignons par n» la droite xxn et par sk la droite inter-
section du plan z4 =0 tangent a la surface (x) au point x et

du plan tangent a la surface (xtk) au point x<k
Sous la condition (9), I'équation différentielle des déve-
loppables des congruences (rn), (r22), (si2), (s), se réduit a

dudv—0.
Les foyers de la droite ru sont
Pli=2(k, -f¢0) x—xn, qu=2(h, -]-i\"*)x—xn,

le premier correspondant a du=0, le second a du=0.
Les plans focaux pu, <u correspondant a du=0, dv=0
ont respectivement pour équations

22—rzd—0, z3—Ilzt—0.

Le plan <u est tangent a la surface (pu) et le plan pu a la
surface (gu).

Les foyers de la droite r2 correspondant respectivement
a du—0, dv=0, sont
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' Pu—2(fj 50 x  xit, qR2—2 (7i, — V0) x — xtt
et les plans focaux p2, <2 rangés dans le méme ordre ont
pour équations
*» +1)4—0, 23+ 54 =0.
Les foyers de la droite Si2 correspondant a du=0, du=0
appartiennent aux plans
4+ =0 2z, —C4=0
et sont donc donnés par
Pu=»*+n" gt=Cx—m.
On voit donc que le point pi2 appartient au plan p2 et le
point gi2 au plan an.
Les plans focaux pi2, <n2 de Si2, correspondant a du =0,
dv =0, ont pour équations
i 4- 5% — **¥3 4% [5% 4™ 2 (fci 4- 501)] *4 = o,
X 4- 5% — R 4-  4-2 —nll)] ¥4 = o.
Le plan pu coupe la droite ru au point
2 (fci 4- 501) * + *n.
donc, le plan pi2 passe par le conjugué harmonique du point
pu par rapport aux peints X, Xu.
Le plan <ii2 coupe la droite ru au point
2(fc,-\V/°)*4-5¢
et la droite r22 au point
2 (i. — ") x + x22.
Le plan «i passe par le conjugué harmonique du point g2
par rapport aux points x, x".
Les foyers de la droite s2i correspondant a du=0, dv=0
sont situés dans les plans
Zj —tizk=0, z34"540
et sont donnés par
Pli=7Xx4-n, gsl=\x4-m.
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Le point p2, appartient au plan pu et le point gi2auplan<r22
Le plan focal p2, de s2, correspondant & du— 0 a pour équa-
tion
¥l — 5% = *2s 4 [5*1 + 2 (foi — 501)] 2 =0
et coupe la droite r22 au point
2 (fc, — i01) * + 122,
Le plan focal «2i de sn correspondant a dv=0 a pour
équation
zZi—5  *M-J-[fod~" (M4~ V0] ¥ —0
et coupe la droite rn au point
2 (fti 4- V) * 4-*n»
Le plan focal «2i passe par le conjugué harmonique du

point qu par rapport aux points X, Xn sur la droite ru et le
plan focal p2 par le conjugué harmonique de p2 par rapport
aux points x, x2 sur la droite r22.

7. Les points pu, gn se succedent dans une suite de La-
place que nous désignerons par Lu. D’une maniere générale,
nous désignerons par Lk la suite de Laplace dans laquelle
se succedent les points p« et gn.

Le point qu est le transformé de Laplace de pu dans le
sens des v. En utilisant les relations donnant les coordon-
nees des points xI°, x01, m*, yll qui se trouvent dans notre
exposé sur La théorie des surfaces et I'espace réglé cité plus
haut, on trouve en effet

2pii-[*i-(iogt>r]p..=
= 41 fc,014- — <fc, + C«) [n — (log b?'] 1X

et, d’autre part,
Pu— qu —2[fc, 4- L —h, — V°] *»
Ona
2 Pl — [5 — (log @)b] p,, = 2 (fc, 4- C« — h, — t,») g,.,
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donc, la droite joignant pu a son transformé de Laplace
dans le sens des u, passe par le point (p2.

Le point pl2 est le transformé de Laplace de qu dans le
sens des u; on a en effet

2 g!* —[S—(loga)ll] g,, =4 bpn.
On a ensuite

2 gii + h — (i°&b)0] g** =2 (fci + £01) * +

La premiére propriété établie montre que la suite Li? est
inscrite dans la suite Lu; la seconde montre que 2 n'est
pas le transformé de Laplace de pu dans le sens des u. Il
en résulte que le point 2(fci + ill)x +in est le transformé
de qgi> dans le sens des v.

La suite Li? est inscrite dans la suite Lu; le transformé de
Laplace de @i2 dans le sens des v est le conjugué harmonique
de pu par rapport au couple x, Xu.

On a de méme

29?% — h —(iogPpijgn =2(ht+v° — —nNpu,
2 Pu + [5— (log a)l0] Pu = 2 (ft, -f- All) x — xn.
On en conclut que la suite L2i est inscrite dans la suite Lu;
le transformé de Laplace de p2i dans le sens des u est le con-

jugué harmonique de qw par rapport au couple x, X«.

La suite L2 posséde des propriétés analogues. On observe
tout d’abord que g2 est le transformé de Laplace de p2 dans
le sens des v. On a ensuite

2Pli + [5+ (log )] Pu=2 (ft, — V° — fc, + Il>) gn ,
g« — h +(i°g )] g» = — 2 (fcj — 501) X — Xit.

La suite de Laplace L2, est inscrite dans la suite L22; le
transformé de Laplace de g2 dans le sens des v est le conju-
gué harmonique de p2 par rapport aux points x, x22

Enfin, on a

29" + h + (i°s b)) g« = 2 (ki — £0l — ft, + rill) p,,,
2Pu—[5+ (loga)l] p,, =—2 (ft, 4- V°) ar —
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La suite de Laplace Lil est inscrite dans la suite L22 le
transformé de Laplace de pi2 dans le sens des u est le con-

jugué harmonique de g2 par rapport au couple X, x22.

8- Considérons la congruence (si2). Nous avons établi
la relation
2 —[S—(logav] =4 '
On a de méme
2 Pli + h + (I°g b))f] Pn = 4 !
Le point pl2 satisfait a I'équation de Laplace
4Pli + 2 h + (log b)(1] p\l — 2 [5 + (log a)9] Pli +
+[2V»__2ht—8ab — [C+ (loga)*“| [0+ (log 6)°*] | p,, =0
et le point gi2 a I’équation de Laplace
49\l +2h — (log b)) g'S — 2 R — (log n)10J g?* —
—|2C»+ 2fc, +8ab + [C — (log &)l h — (logb)»](g,,=0.
Les invariants de la premiére de ces équations sont

4ab et —~(h, -f-fc, — £ —rit0) .

Ceux de la seconde sont
4ab et i-(h, +fc, +C*+V°),

La droite sl2 n'engendre donc pas en général une con-
gruence de Coursat. On vérifie qu'il en est de méme de la
droite s2i.

9. Lorsque a=0, 3=0, les quadriques.de Lie de la sur-
face (x) n’ont que deux points caractéristiques et les résul-
tats précédents (nl§ 6, 7, 8) donnent dans ce cas particulier
ceux que nous avons établis autrefois. Les droites «i2, s2i
coincident et engendrent une congruence de Goursat.

Revenant au cas particulier étudié ici (ncs 6, 7 et 8),
observons que les foyers des droites sl2, sn sont les som-

— 497 —



Lucien Godeaux. — Note sur les surfaces, etc.

mets d'un quadrangle complet dont les cOtés sont les
droites sn, Su, 21, S22 et les tangentes aux asymptotiques de
la surface (x) au point x. D’'une maniere précise, les points
qu, <2 sont sur la tangente asymptotique xm et les points
P12, P2 SUr la tangente asymptotique xn.

On a une configuration analogue pour I'angle tétraédre
complet déterminé par les droites ru, n2 r2, r™.

Liege, le 4 aolt 1941.



