Extrait du Bulletin de la Société royale des Sciences de Liége
12, 1935.

Sur la variété des cordes d’une surface de Veronese,

par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

On sait que les cordes d’'une surface de Veronese forment une
variété cubique passant doublement par cette surface. Nous allons
établir que cette variété est I'enveloppe d'un systéme doublement
infini d’hyperquadriques.

1. Considérons deux plans er, al dont nous désignerons les coor-
données projectives homogenes respectivement par yu t/2, y3 et
Z., 20, z3. Posons )

pXjft = ytzk, (**=1,2,3).

La variété de C. Segre, représentant les couples de points des
plans 3, «2) a pour équations celles que I'on obtient en exprimant
que le déterminant

X, Xt X1
X X,, X23 @)
X3 Xe X

est de caractéristique un. C'est une variété VS de S8
Considérons I'homographie w

pyi = *=12,3)
entre <x, <2 Elle donne lieu, dans S,, a I’'hnomographie
PX|ft = Xfti *,k=1,2,3)

transformant VS en elle-méme. Les axes de I’'hnomographie U sont :
1° un espace S5, d'équations

X3 — Xa=0, X3 — X8 =0, Xl — X» -= o,
coupant VS suivant une surface de VVeronese;
28 un plan S? d’équations
X, =X, =x{ 0, X*+ X% =0, X3+ Xt

X,2 + Xl =0,
ne rencontrant pas Vs-

2. Rapportons projectivement les hyperplans de S8 passant par
le plan S? aux hyperplans d'une espace S5 en posant

Y-» Y» 131 Yl
2X0  2X*  2Xa XM+ X* X3+ xa X2+ xi
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L’homographie O détermine sur VJ une involution d’ordre deux,
12, dont nous obtiendrons une image en éliminant les XiK entre les
équations précédentes et les équations de VJ. On obtient ainsi
I'équation

Y), Y« Y3i
vl vi2 Ya =20 2)
Y31 Y23 Y33

qui représente, comme on sait, le lieu des cordes de la surface
de Veronese <> dont les équations s’obtiennent en égalant a zéro
les mineurs du déterminant (2).

La surface correspond a la surface unie de Il'involution I?
sur VJ et par conséquent elle est double pour la variété MJ repré-
sentée par I'équation (2), résultat d’ailleurs bien connu d’autre part.

3. Considérons les hyperplans
A(M23  iXa) -f- X2(X3 — X1B)  X3(X2— X2)) =0 (3)

de S§ passant par l'espace S5 uni de I’homographie Q. Cherchons
quelles sont les variétés de I'hypersurface MJ qui correspondent
aux sections de VJ par ces hyperplans.

En élevant le premier membre de I'équation (3) au carré, puis
introduisant les Y, on obtient

i (Y* — Y, Y*) + XI (YL — YAY,)) + X (Y2 — YuY*) |
+ 2X2X3(Y1LY2Z3— Y3LY1) + 2X3XL(Y22Y3 — Y12Y2) )
2X, X2 (Y33 Yi2—YAYA) = 0. J

C’est une famille oc? d'hyperquadriques qui, d'aprés la théorie
des involutions, passent par la surface <» et touchent la variété MJ
en tout point d’intersection.

Aux sections de VJ par les hyperplans (3) correspondent les
variétés de contact des hyperquadriques (4) avec MJ; ce sont des
variétés a trois dimensions du troisiéme ordre.

Si nous désignons par A les sections hyperplanes de MJ, par Al
les variétés de contact des hyperquadriques (4) avec MJ et par
1 ensemble des points de MJ infiniment voisins de <> ensemble
qui, du point de vue des transformations birationnelles, doit étre
regardé comme une variété a trois dimensions, nous avons la
relation fonctionnelle

2'A = 2A0 +d>0.
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4. Les points de <4 associés a un point fixe de v2, donnent sur
la variété VJles points d'un plan rs\. Les plans forment une
congruence linéaire, deux plans de la congruence ne se rencontrant
pas. En associant les points de <? aux différents points de alt on
obtient de mémeoo? plans «? de VJ, formant une congruence
linéaire. Un plan et un plan 2 sont toujours unisécants.

L’homographie U échange entre eux les plans cg, a2 et il corres-
pond donc a ces plans, sur MJ, une famille doublement infinie de
plans, d'indice deux.

Le plan 2 associé au point y du plan <i a pour équations

X* X, X, X, X, X-
vl >h ih Vi V2 V3 21 Vi y-S
Le plan correspondant sur la variété MJ a pour équations
21X33  2y2y3Ya 23X2 0,
yIYil-2y3ylY3 + ylY.s, m0,
21X22  ~2120YR + M Xn -0

C’est donc un plan tangent a la surface de Veronese. On sait
d’ailleurs que par un point de MJ passent deux de ces plans.

5. Les points de VJ représentant les couples de points d'une
droite de cq et d’'une droite de <2 forment une quadrique. On a ainsi
sur VJ, ool quadriques.

La quadrique qui représente les couples de points des droites

PI2/l + [*22)2 + P-323 =0, ViA + Voo +V3"3 =0
appartient aux h}rperplans
P-iXU + P2Xiz -(- psXis = 0, ViXijj -p v2X2t -p vaX3j = 0,
(«=1,2,3).
Pour que cette quadrique soit unie pour Q, on doit avoir
Pi:pl:pd=vi:vl:v3
A une telle quadrique correspond, sur MJ, le plan d’équations
PiYu -p p2Yz -p paY3 =0,
PiYw + P2Y2 -p P3Ys =0,
PiY3i-p P.Y,-p psYb = 0,
c'est-a-dire le plan d'une conique de la surface de Veronese d>.
Liege, le 8 décembre 1936.
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