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On sait que M. Enriques a construit une surface de
genres zéro et de bigenre un (pa=P3=0, P2=1) dont
I'équation s’écrit
fi, (X2X3X4, X3X4X4, XAXIX2, XIx2X3) + XIx2x3x40? (X[} x2, x3,Xi) = 0,

/1 et 2 étant des formes algébriques quadratiques 0). C'est
une surface du sixieme ordre passant doublement par les
arétes du tétraedre de référence. 1l a établi plus tard que
toute surface de genres ptt= P3=0, P2=1 est birationnelle-
ment identique a la surface précédente (ou a un de ses cas
limites) et que cette surface est I'image d’une involution
du second ordre, privée de points unis, appartenant a une
surface de genres un (pa=Pl=1). En vue de préparer la
classification des variétés algéebriques de trois dimensions,
il nous a paru intéressant de chercher a étendre les consi-
dérations de M. Enriques a ces variétés. Nous avons en par-
ticulier établi que si une variété algébrique V, a trois
dimensions, sur laquelle tout systeme linéaire de surfaces
est son propre adjoint, posséde une involution du second
ordre n’ayant qu’un nombre fini de points unis, la variété
image de cette involution posséde une surface bicanonique(i)

(i) Introduzione alla geometria sopra le superficie algebriche (Mem.
Soc. Ital. delie Scienze, 1896, pp. 1-181). Pour la bibliographie, voir notre
exposé sur Les Surfaces algébriques non rationnelles de genres arithmé-
tique et géométrique nuis (Paris, Herman, 1931).
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ol ordre zéro sans posséder de surface canonique fl). Cette
variété a donc les genres P,=0, P.=1; tout systeme
linéaiie de surfaces tracées sur cette varieté est distinct de
son systeme adjoint, mais coincide avec son systeme biad-
joint. Ce sont bien les propriétés analogues a celles de la
surface d’Enriques.

Dans cette note, nous nous proposons d’étudier une
vaiiété algébrique a trois dimensions de genres P,=0
P2=1, sur laquelle tout systéme linéaire de surfaces coin-
cide avec son biadjoint, tout en étant distinct de son
adjoint.

1* Considérons, dans un espace linéaire a quatre dimen-
sions S4, quatre hvperquadriques linéairement indépen-
dantes, ayant en commun seize points distincts. Soient

thi(Xa, X2, X3, Xt)=0, o2=o0 W=o W=0

les équations de ces hyperquadriques.
Envisageons la variété a trois dimensions V d’équation

7173 + AK* + <i<pl— =0

dont on peut remarquer I'analogie avec I'équation de la
surface de Steiner.

Désignons par G,, G2, G3 les surfaces du quatrieme ordre
ayant respectivement pour équations

?22=f3=0, =t =0, P=@=0,
par G la courbe du huitiéme ordre d’équations
N=N=w\=0,

enfin par P,, P2, ..., Pl les seize points communs aux
guatre hyperquadriques.

=N=N= =0

fl) Sur les involutions du second ordre appartenant a certaines varié-
tés algébriques a trois dimensions. (C. B., déc. 1935, pp. 1169-1170.)
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On voit aisément que la variété V passe

1° doublement par les surfaces Gl G2, G3,
2° triplement par la courbe G;
3° quadruplement par les points Pu P2, P16

Le systeme canonique de la variété V est découpé sur
celle-ci par les adjointes d'ordre 8 — 5= 3, c'est-a-dire par
les hypersurfaces cubiques passant simplement par les sur-
faces Gl G2, G3. Une telle hypersurface, si elle existait,
devrait rencontrer I’hyperquadrique ¢ suivant deux sur-
faces du quatrieme ordre G2, G3 et par suite elle contien-
drait cette hyperquadriqgue comme partie. La surface Gi
devrait donc appartenir a un hyperplan, ce qui est impos-
sible. Par conséquent, la variété V est dépourvue de sur-
faces canoniques et son genre géométrique est P,,=0.

Les biadjointes de la variété Y sont des hypersurfaces
d’ordre six passant doublement par les surfaces G3, G2, G3.
Ces hypersurfaces rencontrent I’hyperquadrique ¢p suivant
les surfaces G2, G} comptées deux fois et par conséquent
elles contiennent cette hyperquadrique. Elles sont com-
plétées par des hypersurfaces du quatrieme ordre rencon-
trant ¢2 suivant la surface G3 et suivant la surface G comp-
tée deux fois; ces hypersurfaces contiennent ¢p2 comme
partie et sont complétées par des hyperquadriques passant
par Gj, G2, c’est-a-dire par 3. La variété V posséde donc
une seule hypersurface biadjointe

=0.
Cette hypersurface ne rencontre pas V en dehors de

Gi, G2, G3, donc V posséde une surface bicanonique d’ordre
zéroeton a P2=1.2

2. Désignons par F les sections hyperplanes de V. Les
adjointes F' des surfaces F sont découpées sur V par les
adjointes d’'ordre 8 — 4=4 de celte variété, c'est-a-dire
par les hypersurfaces d’ordre quatre passant simplement
par les surfaces Gl G2, G3.
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Celles de ces hypersurfaces du quatrieme ordre passant
par un point de  n’appartenant pas a G ou a G} con-
tiennent ¢p! comme partie et sont complétées par les liyper-
quadriques passant par Gx. Il en résulte que le systeme |Fr
est découpé sur V par les hypersurfaces d’équation

=0.

Les surfaces F sont d ordre huit. Les sections hyper-
planes F de V sont de genre géométrique p0= 3. Nous avons
eu l'occasion de les étudier recemment O; elles sont régu-
lieres (pa=pg=3), de genre linéaire p<)=9 et le diviseur
c=2. Il en résulte en particulier que I'irrégularité super-
ficielle de la variété Y est nulle.

Le systeme |F' - F| n’existe pas. Le fait que la variété V
possede une surface bicanonique d’'ordre zéro entraine la
coincidence du systeme |F| et de son biadjoint |F"|. En
d autres termes, |F| est a son tour I'adjoint de [F'|.

Les surfaces F7, d'ordre huit, ont les genres p =p =5
Pw=09,

Des propriétés précédentes, on déduit facilement que la
variété V est dépourvue de surfaces pluricanoniques d’in-
dices impairs, mais posséde des surfaces pluricanoniques
d’indices pairs d’'ordre zéro

P3 = Ps = e = P2i+l :O, P2=P,==P2|=1
L’hypersurface du huitieme ordre, d’équation
I + e + »inl— + 1 =0,
ol (e
1="° =0 PB=0 -0

représentent des hyperquadriques linéairement indépen-
dantes de S4 ayant en commun seize points distincts, est
dépourvue de surfaces canoniques et pluricanoniques d’in-
dices impairs, mais possede des surfaces pluricanoniques
d’indices pairs d’ordre zéro :

P» = P3 = e = P2iti = 0, pl=pi=..=pj L

(*) Sur une surface algébrique du huitieme ordre. (The Toéhoku
Mathematical Journal, 1933, pp. 122-126)
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Sur cette hypersurface, tout systeme linéaire de surfaces
est distinct de son adjoint, mais coincide avec son biad-
joint.

De plus, la surface d’équations

fIFl + FIFV + ri'fl— =0
+ "K@2 =0

est une surface a sections hyperplanes canoniques, de
genres pa=po=5, p(=09.

3. Les équations

N=7=1 (1)
Pi p2 Ps Pl
représentent une courbe du huitiéme ordre et de genre
cing. L’équation de la variété V donne

plpl + pipi + P?pi— PIP*paP< = °- 2

Si I'on interpréte les \x comme les coordonnées des points
d’'un espace a trois dimensions, I'équation précédente
représente une surface de Steiner, c’est-a-dire une surface
rationnelle. La variété Y contient donc une congruence
rationnelle de courbes d’ordre huit et de genre cing; cette
congruence est d’ailleurs linéaire.

Observons qu’aux points d’une conique de la surface de
Steiner (2) correspondent les courbes (1) situées sur une
surface F'. La congruence envisagée n’est donc autre chose
que la congruence des intersections des surfaces du réseau
IF’|4

4. Nous allons rattacher la variété V a nos recherches
sur les involutions citées au début de cette note.
Envisageons, dans un espace linéaire S7, la variété V
a trois dimensions d’équations

¢, = a%a;7, 03 =x5x6, U=x\+x\+x\. (1
C’est une variété du seizieme ordre dont les sections

—97 —
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hyperplanes sont des surfaces canoniques (*) (c’est-a-dire
des surfaces dont les sections hyperplanes sont les courbes
canoniques).

Il en résulte que le systeme des sections hyperplanes de
la variété V est son propre adjoint et que cette variété
posséde des surfaces canonique et pluricanoniques d’ordre
zéro (Ps=P2=...=Pi=1). Elle est, d’autre part, d’irrégu-
larité superficielle nulle.

La variété V est transformée en elle-méme par I’homo-
graphie harmonique H d’équation

X0 x[ Xz _xi xi Xs xR x\
X0 xt x2 x3 xt —x5 —xk —x

Celle-ci possede comme axes ponctuels un espace S
d’équations
X5=xs=xj=0
et un plan S d’équations
xg—Xl=xl=X3=X|—o.

L'espace S4 coupe la variété V en seize points et H déter-
mine donc sur V une involution L d’ordre deux, présen-
tant seize points unis.

Nous avons établi qu’une variété image de cette involu-
tion est dépourvue de surface canonique, possede une sur-
face bicanonique d'ordre zéro et que, sur cette variéte,
tout systéme linéaire de surfaces est distinct de son ad joint
mais coincide avec son biadjoint (2). Cette variété image
peut s’obtenir en projetant V de I'axe SI sur I'axe S4, c’est-
a-dire en éliminant x5, xR, xI entre les équations (1) de Y
On retrouve la variété V et I'on a la confirmation des résul-
tats obtenus plus haut.

Aux seize points unis de I'involution L donnée sur V

tl) F. Enriques-Campedelti. Lezioni sulla teorie delle superficie alge-
briche (Padova, 1932). Voir p. 338.

(2) Sur les involutions du second ordre... (loc. cil-). Voir aussi Bull,
de I'’Acad. roy. de Belgique, Ci. des Sc., 1935, pp. 1015-1021.
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correspondent sur V les points quadruples Pj, P2, Pib,
a cones tangents rationnels 0). Au point de vue des trans-
formations birationnelles, chacun de ces points est equi-
valent a une surface rationnelle; nous désignerons par le
méme symbole P, la surface rationnelle équivalente au
point P,.

Nous avons alors, sur la variété V, la relation fonction-
nelle

[2F |= |2F' + Pl + P2+— + P16].

Les surfaces F correspondent aux sections de V par les
hyperplans passant par I'axe S2 et les surfaces F' aux sec-
tions de V par les hyperplans passant par l'axe S4.

5.0n peut également considérer, au lieu de la variété v,
la variété représentée par les équations
fi =x\, f2—xx;, "M== fi ¢ AL =)

Elle est également transformée en elle-méme par I’'homo-
graphie H et une variété image de I'involution engendrée
par H a pour équation, dans S4,

fIfl + fi = fi fl fi-

celle variété est également dépourvue de surface cano-
nique et posséde une surface bicanonique d'ordre zéro. Les
adjointes des sections hyperplanes de cette variété sont
découpées par les hypersurfaces

\ fi fi + P2Pi + VI* = 0-
On peut encore considérer la variété d’équations
o =ai, fl=oc, «=xsxlt fi =xP— xhx6. (3)

Elle est elle aussi transformée en elle-méme par H et

() Sur les involutions cycliques appartenant a une variété algébrique
a trois dimensions. (Bull, de I'Acad. roy. de Belg., Cl. des Sc., 1931,
pp. 29-39.)
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I'involution engendrée par cette homographie a pour
image la variété
(fi'f. — 'pD1 = Y7I2-

Cette variété est dépourvue de surface canonique et pos-
séde une surface hicanonique d'ordre zéro. Les adjointes
des sections hyperplanes sont découpées par les hypersur-

faces
Xfi + X (fifl — i) + Xft?3 = .

6. Les involutions déterminées par I’'homographie H sur
les variétés (1), (2) ou (3) possédent toutes seize points unis;
cette propriété est générale.

Considérons une variété algébrique d’irrégularité super-
ficielle nulle, a trois dimensions, Y, sur laquelle tout sys-
teme linéaire de surfaces soit son propre adjoint, conte-
nant une involution du second ordre possédant a points
unis. Construisons sur Y un systeme linéaire de surfaces,
de dimension r, contenant deux systemes linéaires partiels
|F|, |F'|, composés au moyen de I'involution, de dimen-
sions rl; rs. On a

rr+rl=r—1

On peut dailleurs supposer que |Fj n’a pas pour points-
base les points unis de l'involution, |F'| ayant alors ces
points pour points-base.

Soient V une variété image de I'involution, |F|, |F'| les
systemes de surfaces homologues de |F|, JFj sur V. Nous
avons établi que |F'| est I'adjoint de |Fj, ce dernier systeme
étant a son tour I'adjoint de |F[.

Le genre arithmétique des surfaces F, F' est pa=r; celui
des surfaces F est ira=r2-fl et celui des surfaces F,
Tila=rl+ 1. Entre ces genres arithmétiques on a les rela-
tions

12(joa + 1) = 24(7z0 + 1),
12 (pa + 1) — 24 (it + 1) — 3a.

— 100 —
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En additionnant membre a membre et en tenant compte
de la relation entre r, rl, r2, on a

8(r+1)~8(r,+r2+ 4)—a,
d’'ou a=16.

Une involution du second ordre possédant un nombre
fini de points unis, appartenant a une variété algébrique
(d'irrégularité superficielle nulle) sur laquelle tout sys-
teme linéaire de surfaces est son propre adjoint, posséde
seize points unis. Sur une variété image de cette involu-
tion, tout systéeme linéaire de surfaces est distinct de son
adjoint mais coincide avec son biadjoint.

Liege, le 20 janvier 1937.
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