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Sur un théoréme de Salmon concernant les droites
d’une surface cubique,
par Lucien GODEAUX, Membre de la Société.

Salmon a démontré que les vingt-sept droites d’une surface
cubique étaient I'intersection compléte de cette surface et d’une
surface irréductible du neuviéme ordre (*). Il établit ce théo-
reme en utilisant la théorie des formes algébriques. A la suite
d’une conversation avec M. Demoulin, nous avons été amené
a chercher une démonstration géométrique du théoreme de
Salmon; c'est cette démonstration que nous exposerons ici.

En utilisant la représentation plane de. la surface cubique,
nous établissons les théorémes suivants :

I. Les douze droites d'un « double-six » d'une surface cubique
forment l'intersection compléte de cette surface et d'une surface
irréductible du quatrieme ordre.

Il. Les quinze droites n appartenant pas & un « double-six »

(i) Salmon, Traité de Géométrie analytique a trois dimensions (tra-
duction Chemin), (Paris, Gauthier-Villars, 1892), Ill« partie, pp. 76-77.
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d'une surface cubique forment l'intersection compléte de cette
surface et d'une surface irréductible du cinquiéme ordre.

En partant d’un double-six d’iine surface cubique, on peut
donc former une surface du neuvieme ordre, décomposée en
une surface du quatriéme ordre et une surface du cinquiéme
ordre, coupant la surface suivant ses vingt-sept droites. Or, une
surface cubique contient 36 double-six. En partant d’un second
double-six, on formera une seconde surface du neuviéme ordre
analogue a la précédente. Ces deux surfaces déterminent un
faisceau de surfaces du neuviéme ordre, en général irréducti-
bles et I'on en déduit le théoréme de Salmon :

Il. Les vingt-sept droites d'une surface cubique forment
I'intersection compléte de cette surface et d'une surface irré-
ductible du neuviéme ordre.

1. Soit F une surface cubique dépourvue de points multiples
et possédant par conséquent vingt-sept droites distinctes.

On sait que I'on peut représenter F sur un plan ¢ de maniere
qu’a ses sections planes correspondent des cubiques y3 passant
par six points, distincts A2, A3, ..., A6, non situés sur une méme
conique et dont trois ne sont jamais en ligne droite.

Nous désignerons par p,, p2, ..., pc les coniques passant par
cing des points A,, A,, ..., A6 l'indice de p indiquant celui du
point qu’elle ne contient pas.

Aux domaines des points A,, A2, ..., A6 correspondent sur F
six droites a,, a2, ..., ac, deux a deux gauches. Aux coniques
pn p2, ..., pé correspondent six droites 6,, b2, ... b. deux a deux
gauches. Chacune des droites b s’appuie sur les cing droites a
qui n’ont pas le méme indice. Les six droites a et les six
droites b forment donc un double-six de la surface.

Aux quinze droites A A2, A,, A3, ..., ASA§ correspondent sur b
quinze droites que nous désignerons par cl* #,0 7562

2. Aux sections de la surface F par les surfaces du quatrieme
ordre correspondent dans a les courbes du systeme |4y3|, c’est-
a-dire les courbes du douziéme ordre passant quatre fois par les

points A,, A2 .., A6 En particulier, aux sections de la sur-
face F par les surfaces du quatrieme ordre contenant les six
droites «,, «2, ..., ab correspondent les courbes du douziéme

ordre passant cing fois par les six points A,, A2, ..., A6
Soit y,2 une telle courbe, si elle existe. La conique p, rencon-
tre Y.. en 35 points A., A,, ..., A6 par conséquent  contient p.
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comme partie; elle est complétée par une courbe d’ordre dix,
passant cing fois par Al et quatre fois par chacun des points
A2, A3 ..., Ab. La conique p2 rencontre cette courbe en 26 points;
donc, elle fait partie de cette courbe. En continuant, on voit que
la courbe y12 existe, est unique et constituée par les six coniques
K -, P.

Cette derniére propriété traduit d’ailleurs le fait que si une
surface du quatrieme ordre contient les six droites alt a2, «6,
elle contient nécessairement les droites bu b2, ..., a6, dont cha-
cune rencontre cing des précédentes.

L'existence de la courbe y,? prouve I'existence d’une surface
du quatrieme ordre 34, irréductible, contenant les douze droites
a et b, car le systeme formé par les courbes d’ordre 12 passant
4 fois par les points Alt A2 ..., A6 est régulier et a la méme
dimension, trente, que le systeme des surfaces du quatriéme
ordre ne contenant pas F comme partie.

On peut du reste obtenir le résultat directement. Les surfaces
du quatrieme ordre sont en nombre 0034; il y en a <x>3 compre-
nant F comme partie, donc il y en a oc3 ne contenant pas F.
Passer par une droite équivaut, pour une surface du quatriéme
ordre, a cing conditions, donc il existe bien une surface du
quatriéme ordre, &4, irréductible, contenant les six droites
«n az, ..., «b et par conséquent les six droites bt, b2, ..., b6

L’intersection compléte des surfaces F et $4 est évidemment
formée des droites a et b.

3. Aux sections de F par les surfaces du cinquiéme ordre cor-
respondent dans a les courbes du systeme |5y3|, c’est-a-dire les
courbes yl15 d’ordre 15, passant cing fois par les points
A, A2 .., A6

Le systéeme |Vis| est régulier et a la méme dimension, 45, que
le systéeme des surfaces du cinquiéme ordre ne contenant pas F
comme partie. Parmi les courbes yl5 se trouve la courbe for-
mée par les quinze droites al2, «13, ..., ab% joignant les points
An A2, ..., A deux a deux. Il en résulte qu’il existe une surface
du cinquiéme ordre, 5, irréductible, passant par les quinze
dioites cl12, c13 ..., c36.

On peut également obtenir ce résultat par une autre voie. Les
faces du cinquieme ordre sont en nombre oc55 il y en a oo*
formées de la surface F et d’'une quadriqué, donc il y en a oo#
ne contenant pas F comme partie.

Les surfaces du cinquiéme ordre passant par les cing droites
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deux a deux gauches cl2, cl3, cl4, cl5 cl6 satisfont a 5x6=30
conditions et sont en nombre cx>15

Les quatre droites deux a deux gauches c23, c24, c25 c2
s'appuient chacune sur trois des droites précédentes (*). Les sur-
faces du cinquieme ordre qui doivent les contenir satisfont a
4x3 =12 conditions et sont donc en nombre oc3

Les trois droites deux & deux gauches c3l, ¢35 c3C rencontrent
chacune cing des droites précédentes et par conséquent il existe
une surface du cinquiéme ordre, irréductible, contenant ces
droites. Soit &5 cette surface.

Les droites c45 c46, c5 rencontrent chacune six des droites
précédentes et elles appartiennent donc a la surface <5

L’intersection complete de la surface F et de la surface irré-
ductible #3 se compose évidemment des quinze droites cl2, cl3,

ese] *.56-

4. On sait que les droites d’une surface cubique peuvent étre
arrangées de trente-six manieres en double-six. Considérons un
arrangement distinct du précédent. Il existe une surface irré-
ductible 4*4 du quatriéme ordre, coupant F suivant les douze
droites du nouveau double-six considéré et une surface irréduc-
tible «Fs, du cinquiéme ordre, coupant F suivant les quinze
droites restantes.

Les surfaces du neuvieme ordre du faisceau déterminé par
les surfaces $4+ b5 et 44 +<>5 sont en général irréductibles. En
effet, s’il en était autrement, le faisceau considéré serait com-
posé au moyen d’un autre faisceau, ce qui est impossible puis-
que les surfaces 4, 44, s, <p5 sont irréductibles.

Les surfaces du faisceau coupent F suivant ses vingt-sept
droites. Celle de ces surfaces qui passe par un point de F non

plétée par une surface du sixiéeme ordre.

On voit donc gqu’il existe une surface du neuvieme ordre irré-
ductible coupant F suivant ses vingt-sept droites, ce qui est le
théoréme de Salmon.

5. On peut former aisément un second double-six de F de la
maniére suivante :

Effectuons, dans le plan s, une transformation quadratique
ayant pour points fondamentaux At, A2, A3 Aux cubiques V3

() Deux droites cik cjn se rencontrent en un point si les nombres
t, k, j. h sont distincts; elles ne se rencontrent pas dans le cas opposé.
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correspondent des cubiques y'3 passant par A4, A5 Af§ et par les
points fondamentaux qui correspondent aux droites A2A3, A3A,,
AjA2. On obtient donc une nouvelle représentation plane de F
analogue a la précédente.

En partant de cette nouvelle représentation plane, on obtient
siz droites deux a deux gauches cl2, cl3, c23, at, a5 abf et six
droites deux a deux gauches cl5 cl6, c5, b,, b2, b3 formant,
avec les précédentes, un double-six. Ces douze droites appar-
tiennent a la surface irréductible Les. quinze autres droites
appartiennent a la surface irréductible <.

Liege, le 7, février 1944,
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